Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automatcd  qucrying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  aulomated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark" you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  andhelping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  il  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  seveie. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http  :  //books  .  google  .  com/| 


Google 


A  propos  de  ce  livre 
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autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 
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ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 
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AVERTISSEMENT 

DU     LIBRAIRE 

l 'Illujlre  (^fçtfVÂHt  jiute$ir  de  cet 
I  Ouvrage  (toit  jur  le  point  Je  k 
I  donner  au  Public,  larf(fu' il  mourut 
I  àgéfeidement  de  quarante-  trois  ans: 
ce  fut  au  commencement  de  1704. 
Le  Manufcrit  en  ItM^ns  Préface  que  ce  feul 
ututeur  pouvait  bien  faire  :  ceft  four  cela  Mt  il  ne 
s'en  trouve  point  ici.  Mais  le  titre  fuffira  Jânt 
doute  aux  Connoijfeurs ,  pour  voir  de  quelle  cott' 
fèquence  en  Géométrie  efiU  matière  de  ce  Livre/ 
(5  la  grande  réputation  de  M.  le  -Marquis  de 
[Hôpital  en  ce  genre ,  réfond  auffi  affez,,  ce  me 
femhle ,  de  [habileté  avec  laquelle  j'ai  apprit 
que  cette  matière  y  ejl  traitée.  C'efi  ce  qut  m'a 
déterminé  à  imprimer  ce  Manufcrit  tel  qu'il  était, 
font  autre  foin  que  défaire  enforte  qu'il  le  fût  k 


AVERTISSEMENT. 
plt4s  correâement  qté  il  me  ferait  foffible  9  en  cher- 
chant quelque.halile  Géomètre»  qui  voulut  bien 
veiller  à  Cimfreffion,  Cejt  auffi  ce  que  la  confia 
deration  des  SçavansfourtJiuteur»  ^  Nfiime 
four  l'Ouvrage  que  ftufieurs  avaient  déjà  vu  en 
J\4anujcrit ,  m* ont  fait  hkûreufement  trouver  : 
tftime  déjà  tellement. répandue  9  que  lés  emprejfe- 
mens  £un  très-grand  nombre  de  Mathématiciens 
four  cet  Owvrage  >  qui  fendant  le  cours  de  Nm* 
freffîon  venaient  me  le  demander  avec  une  efpece 
djmpatience  de  le  voir,  fur  tout  les  jeunes  Geo^ 
mettes ,  qui  fier  ce  qu*ils  en  avaient  entendu ,  le 
regardaient  comme,  devant  leur  faciliter  entrée  à 
lafublime  Analyfe  àts  Infiniment  petits  de 
l'/iuteur,  m  ont  forcé  en  quelque  façon  de  le  donner 
fans  la  Préface  que  je  fenfois  pourtant  à  j  faire 
faire  ,  me  difant  qu  ils  aimaient  mieux  s  en 
fajfer  y  que  aattênàre-fius  long-temps  que  la 
maladie  d'un  des  deux  Géomètres  qui  ont  hien 
voulu  revoir  les  Epreuves  de  cet  Ouvrage»  ouïes 
■affaires  de  F  autre ,  permirent  à  un  deux  de  ta 
faire.  Ces  emprejjemens  ^  les  foins  de  Ces  deux 
Aiepieurs»  'o  les  miens ,  me  font  ejperer  que  le 
LîBeur  fera  content  ^  du  fond  de  l* Ouvrage» 
0*  de  la  manière  correâe  dont  il  efi imprimé.  C*eft 
tout  ce  quen  peut  dire  un  homme  de  ma  profepon  : 
4es  Géomètres  en  jugeront» 
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TRAITÉ  ANALYTIQUE 

DES  SECTIONS  CONIQUES, 

Et  de  leur  ufap  four  la  Rèfelutim  des  Equations  dans  les 
Problèmes  tant  déterminas  quUndéterminés, 


tIVRE     PREMIER. 
J}e  ta  Parlote. 
Dl' FINITION  s.  ' 

Yant  placé  iùr  un  plan  une  Régie  Fio.^ 
£C ,  &  une  E'querre  G  Û  O ,  en  forte 
que  l'un  de  Ces  côtés  DG  fbit  couché 
le  long  de  cette  régie ,  on  prendra 
un  fil  F  MO  épi  en  lonigueur  à 
l'autre  côté  D  O  de  cette  cquerre , 
duquel  l'on  attachera  un  bout  à  l'ex- 
trémité O  de  ce  côté  DO  y  Si.  l'autre 
bout  en  un  point  quelconque  F  pris  fiir  ce  plan  du  mo- 
nte côte  ttç  Téquerre  pa|-  rapport  à  la  régie.  Maincenanc 
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X  LivrePremier, 

fi  Pon  fait  glifler  le  côté  D  G  de  Pëquerre  le  long  de  h 
régie  BC^&c  qu'en  même  tems  l'on  fè  ferve  d'un ftyle. 
M  pour  tenir  toujours  le  fil  tendu,  &  ia partie  M  O  toute 

Î^ointe  &  comme  collée  contre  le  côté  0  D  de  l'équerre  j 
a  courbe  AMJT  que  le  ftyle  M  décrit  dans  ce  mouve-  ^ 
ment  ,eft  une  portion  de  Parabole. 

Si  l'on  renverfe  l'équerre  de  l'autre  côté  du  point  fixe 
p,  on  décrira  eh  la  niême  façon  l'autre  portion  AMZ 
de  la  même  Parabole  ^  de  forte  que  la  ligne  XAz  ne 
fera  qu*une  niême  courbe  qu'on  appelle  Parabole. 

V^  ••  •  ■  *  '  Hi  •  ■ 

i  La  ligne  J5,Ç  dans  laqueljté  lé  bord  inférieur  de  la  ré- 
gie immobile  !bc  touche  lé  plan  &  le  coté  î)  G^de  l'é- 
querre GDO  ,  eft  appellée  Directrice. 

3- 
Le  pomt  fixe  F  iiu  plan ,  cft  Homme  le  Fojer  de  la  Pa- 
rabole. 

Si  Ton  mène  du  point  fixe  i^^  fîir  la  diredriçe  JCune 
perpendiculaire  FE  qui  rencontre  la  parabole  au  point 
^^  la  liene  A  F  indéfiniment  prolongée  du  côté  de  /", 
Cft  appeilée  PAxe  de  la  parabole. 

La  ligne /r  quadruple  de  AF^  eft  appellée  Paramètre 
de  l'axe. 

Toutes  les  lignes  comme  MP  menées  des  points  de  la 
parabole  perpendiculairement  à  l'axe ,  font  appellées  Or- 
dannées  â  Taxe. 

7. 
Toutes  hs  liçncs  comme  MO  menées  des  points  de 
k  parabole  parallèlement  à  Taxe ,  en  font  les  Diamètres. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  la  parabole  qu^en 
un  point,  &  qui  étant  continuée  de  part  &  d'autre  n'en- 
tre point  dedans,  mais  tombe  au  dehors,  eft  appellée 
Tangente  en  ce  point. 


De  la  Pa&abols.  j^ 

Corollaire  I. 

^^  IL  fuit  de  la  définition  de  la  Parabole,  que  il  Ton  tire 
par  un  de  fes  points  quelconques  M  ^u  foyer  .Fune  ligne 
droite  MF  y  &  fur  la  dircdrice  £C  une  perpendiculaire 
Af  Z)  i  les  droites  MF  y  MD^  feront  toujours  égales  entre 
elles.  Car  fi  Ton  retranche  du  côté  OD  de  Tcquerre  & 
du  61  OMF  qui  *  lui  eft  égal ,  la  partie  commune  OMy"^  Dé/,  u 
il  eft  vifible  que  les  parties  reftantesii/2)>  MF^  feront 
toujours  égales  entre  elles. 

Corollaire    II. 

2»  L/E-LA  il  eft  évident ,  que  fi  Ton  mène  une  ligne 
droite  quelconque  JC^  parallèle  à  la  dirédrice  £0^  & 
oue  d*un  point  quelconque  M  de  la  parabole ,  on  tire 
iur  cette  ligne  la  perpendiculaire  MK  y  6c  an  foyer  la 
droite  MFi  la  différence  ou  la  fbmme  KD  des  deux 
droites  MF  y  MKy  fera  toujours  la  même  ;  fàvoir  la  dif- 
férence lorfque  te  point  M  tombe  au  defibus  de  KK ,  & 
ja  fbmme  lorfqu'il  tombe  au  deflîis. 

Corollaire     II  I. 

3.1  L  eft  évident  que  FE  eft  divifée  eil  deux  parties  éga- 
les  par  la  parabole  au  point  y/.  Car  fùppoiant  que  le 
point  Af  tombe  au  point  j4y  la  ligne  MF  tombe  fur  AFy 
&  la  ligne  MD  fur  AEy  qui  feront  par  confcquent  éga- 
les entre  elles  j  puifque  MF  eft  toujours  *  éeale  à  MDy  *  jirt.  u 
en  quelque  endroit  de  la  parabole  que  tombe  le  point  M. 

Corollaire   IV. 

4*  L/E-L  A  on  voit  comment  on  peut  décrire  une  para^ 
bole  XAZy  Taxe  AP  dont  le  point  At^  Torigine  étant 
donné,  avec  fbn  paramètre  f.  Car  ayant  pris  fur  Taxe 
u4P  de  part  &  d'autre  du  point  A  \t%  parties  AF  y  AE 
égales  chacune  au  quart  de  ion  paramètre  p  y  &  mené  par 
le  point  E  la  perpendiculaire  indéfinie  BC  fur  FE  5  fi 
X*on  couche  le  bord  inférieur  d'une  régie  fur  cette  ligne 
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4  L  1  V  K  E     P  R  E  Kf  I   E  R. 

JC  qui  fert  de  dirédrice,  &  que  par  le  moyen  d'une 
cquerre  ODG^  &  d'un  fil  FMO  égal  au  côté  OD ,  &  at- 
taché par  ru»  de  fes- bouts  au  foyer  F  ^  6c  par  l'autre 
bout  à  Téxtrémité  0  de  ce  même  côté ,  î'oii  clécrive  une 
Parabole  ^^z  comme  Ton  a  enieigné  dans  la  définition 
première,  il  eft  vifible  qu'elle  fera  celle  qu'on  demande. 

Il  n'eft  pas  moins  vifible  que  plus  le  côté  OD  de  Té- 
querre  &  le  fil  OMF  (  qui  *  lui  doit  être  égal  )  fera  long  ^ 
plus  auilî  la  portion  de  la  parabole  qu'on  décrira  fera 
grande  $  de  ibrte  qu'on  la  peut  augmenter  autant  que 
Ton  voudra,  en  augmentant  également  le  côté  OD  de 
réquerre&lefiroiV/i7. 

Corollaire   V. 

S*Di  d'un  point  quelconque  M  de  la  Parabole  Ton 
mène  une  ordonnée  MP  à  Taxe ,  &  au  foyer  F  k  droite 
MF yû  ciï  clair  que  cette  ligne  MF^zAP-^^AF^ 
]^mf<ine  MF=zMDz=AP-+AE^icc{uc*AF:=::zA£. 

PROPOSITION     L 

Théorème. 

^'  JLe  quatre  J^une  erdâmnie  quelconque  MP  i  Pdxe  AP  , 
efi  égal  au  réBangU  du  paramètre  p ,  far  la  partie  AP  de  taxe 
prife  entre  [en  origine  A  et  la  rencontre  P  de  ^ordonnée. 

Il  fauÊ prouver  que  MP  =pxAP, 

Ayant  nommé  la  donnée  AF^  mi  &  les  indéterminées 
APyXi  PM^yl  on  auxzMF=:*m'^x,  Se  PF=:x'^m 
ou  » —X,  fclon  que  le  point  p  fe  trouve  au  défilons  ou  au 
dcffus  du  foyer  F.  Or  le  triangle  redangle  MPF  donne 

en  Pun  èc  l'autre  cas  MF*  {mm-^imx—^xxy^zMp' 

{yy)—\rPF  {mm-^xmx'^xx) 'yà^ohVontxK ^xz=Lyy^ 
Donc  poijfque  felon  la  f  définition  pz^z^m^  on  auQ^ 
zvByy=:px.  Ce  qu'il  falloit  dénmtrer. 
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Corollaire  premier  et  Fondamental. 

^*  1 L  eft  donc  évident  que  fi  l'on  nomme  p  le  panu 
metre  de  Taxe  j4P  i  chacune  de  fcs  parties  j4r ,  x  ;  &  F  i  c.  i* 
chacune  de  fes  ordonnées  corre(pondantes  PM^y-yOn 
aura  toûjours^^y=^x.  Or  comme  cette  propriété  convient 
à  tous  les  points  de  la  parabole ,  &  en  détermine  la  po- 
iîtion  par  rapport  à  ion  axe  j4P  >  il  s'enfuit  que  Téqua* 
tion  y^  =fx  exprime  parfaitement  la  nature  de  la  panu 
bolepar  rapport  i  fbn  axe. 

Corollaire    IL 

om^i  Ton  mène  deux  ordonnées  quelconques  MPy  F i o.  i. 
j^(l  i  Taxe  j4P  ,  leurs  quarrés  feront  entr'eux  comme 
les  parties  j4PiCj4Q^de  l'axe,  prifes  entre  fbn  origine  A 
6c  les  rencontres  P  ic  d  de  ces  mêmes  ordonnées.  Car*  *  jirt.  6. 
FM^  .Qlf'  i\fy^AP.f^A(i\\AP.AQ.  7- 

Corollaire   III. 

90 1  Ton  mène  par  un  point  quelconque  P  de  Taxe 
\A  P  une  parallèle  MPM  à  fès  ordonnées  ^  elle  rencon^ 
rrera  la  parabole  en  deux  points  Mac  M  également  éloi- 
gnés de  part  6c  d'autre  du  point  Py  6c  non  en  davan* 
tage.  Car  afin  que  les  points  M  de  M  fbient  à  la  parabole , 
il  faut  *  que  les  quarrés  de  chaque  PM  {y)  priie  départ  »  Art.  % 
&  d'autre  du  point  P,  fbient  égaux  chacun  au  même 
xeâangle  fx. 

Corollaire   IV. 

10. 1 L  fuit  de  ce  qjixe*yy=zpXy  que  plus  AP{x)  efl  *  Ar$.  j. 
grande ,  plus  auffi  l'ordonnée  PM  {y  )  prifê  de  part  & 
l'autre  de  l'axe  AP  augmente ,  &  cela  à  l'infini  j  &  qu'au 
contraire  plus  AP  (x)  diminue,  plus  aufli  l'ordonnée 
PM  {y  )  devient  petite  :  de  fbrte  que  AP{  x  >  étant  nulle 
ou  zéro ,  chaque  PM  (y)  prife  départ  &  d'autre  de  l'axe 
^P  devient  auffi  nulle }  c'efti^dire  que  le  point  P  tom- 
bant en  Ay  les  deux  points  de  rencontre  M6cMfe  réu- 

Â  ii) 
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niflent  en  ce  point.    D'où  il  eft  clair. 

i^.  Que  fî  Ton  mené  par  Porigine  ^  de  Taxe  une  ligne 
jtZ  parallèle  a  fès  ordonnées ,  elle  fera  tangente  en  J4. 

2^.  Que  la  Parabole  s'éloigne  de  part  &  d'autre  de 
plus  en  ^us  à  l'infini  de  fbn  axe  ^P  à  commencer  par 
fbn  origine  ^5  &  qu'ainfî  toute  parallèle  comme  ZM  à 
l'axe  j4P^  ne  rencontre  la  Parabole  qu'en  un  iêul  point  M^ 
&  pafle  au  dédans ,  puifque  fa  diftance  de  l'axe  demeure 
partout  la  même. 

Corollaire     V. 

IIO  r  d'un  point  quelconque  M  de  la  Parabole  l'on 
tire  une  parallèle  MZ  à  l'axe  y4P^  laquelle  rencontre  en 
Z  la  parallèle  yiZ  à  fès  ordonnées  j  il  eft  clair  en  menant 
l'ordonnée  MP ,  que  ^Z  ==  PM  (j^  ) ,  &  que  MZ  =  AP 

*  Art.  ^.      (x  )  =:?^,  puifque  *  px=zyy.  D'où  il  fiiit  que  les  droites 

MZ  Q^\ ,  MZ  (^)  prifes  de  part  &  d'autre  de  l'axe 

A  P  font  éeales  entr'elles ,  lorfque  les  points  Z ,  Z  font 
également  éloignés  du  point  A  j  &  partant  que  fî  une  li- 
gne quelconque  MM  terminée  par  la  parabole  eft  cou- 


part 

ML  à  Taxe  AP  ,  il  eft  évident  que  Z  L  fera,  divifëe  par  le 

milieu  en  A ,  puifque  MM  l'eft  en  P.  Les  droites  MZ^ 

MZy  feront  donc  égales  entr'elles  comme  on  vient  de  le 

prouver  j  &  par  confëquent  la  ligne  MM  fera  parallèle 

àZZ. 

Corollaire     VI. 

!!•  1  L   fiiit  de  ce  que  toutes  les  perpendiculaires 

MPM  à  l'axe  AP^  terminéçs  de  part  &  d'autre  par  la  pa- 

^  Art.  f.     rabole ,  font  *  coupées  par  le  milieu  en  P  j  que  l'axe  divife 

la  parabole  en  deux  portions  entièrement  égales  &  fêm- 
blablement  pofées  de  part  &  d'autre.  Car  fî  le  plan  fur 
lequel  elle  eft  tracée ,  étoit  plié  le  long  de  l'axe  enfbrte 


^ 
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^ue  les  deux  parties  fe  joigniflènt ,  il  eft  vinblc  que  les 
deux  portions  de  la  parabole  tomberoient  exadement 
l'une  fur  Taucre. 

PROPOSITION     II. 

Théorème, 

1 3  •  S I  ^on  mené  far  J^oripne  A  de  taxe  AP  une  liyte  droi^     p 
ie  quelconque  AM  dans  Pun  cm  t autre  des  angles  PAL ,  PAL,  ^*  '* 

faits  par  iaxe  AP  ^  far  la  liyie  LL  fur^llcle  à  fcs  ordon^ 
né:s  y  je  dis  quUUe  ira  rencontrer  la  parabole  M  AM  en  un  au^ 
tre  point  M. 

Ayant  pris  fur  AL  de  part  ou  d'autre  du  point  j4  la 
partie  -^G  égale  au  paramètre  p  de  Taxe  ,&  tire  G/*  paral- 
lèle à  Paxe  AP ,  &  qui  rencontre  la  ligne  A  M  (  prolongée 
s*il  eft  neceflaire  )  au  point  F  j  on  prendra  fur  la  ligne  AL 
du  même  côté  où  tombe  la  ligne  ^Af  par  rapport  â  Ta- 
xe  AP ,  la  partie  AL  égale  (^F  j  &  ayant  tiré  LM  paral- 
lèle à  Taxe ,  je  dis  que  le  point  M  où  cette  ligne  rencon- 
rre  la  droite  A  M ,  fera  à  la  parabole  MAM. 

Car  menant  AdP  parallèle  à  AL  ^  les  triangles  femblo* 
hlcsFGAyAPMj  donneront  FG  ou  AL  ou  PM.  GA:z 

^P.  PM.  Et  partant  PM=:^  GA{p)x  PA.  La  ligne 

y>  A/  fera  donc  *  une  ordonnée  â  Taxe  A  P.  Ce  qu'il  faU  *  Art.  7. 

loit  démontrer. 

COROLLAIHE        L 

14'  L/E  là  on  voit  comment  Taxe  AP  d'une  parabo* 
le  MAM  étant  donné  avec  ion  paramètre  f^  &  ayant 
iT>ené  par  l'origine  A  de  Taxe  dans  Tun  ou  l'autre  des  aa« 
gles  PAL ,  PAL ,  faits  par  Taxe  AP  &  par  la  liçne  LL 
parallèle  a  {t%  ordonnées ,  une  ligne  droite  quetconque 
u4M }  on  voit,  dis- je,  ce  qu'il  faut  faire  pour  trouver  fîir 
cQtx,^  ligne  le  point  M  où  elle  rencontre  la  parabole 
J^AM. 


*  jirt.  10. 
'3» 
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Corollaire     II. 

IJ*  Il  cft  évident  *  qu'il  n'y  a  que  la  ligne  LAZ  pa* 
rallele  aux  ordonnççs  à  Taxe  AP-^  qui  puifle  être  tangen- 
te de  la  parabole  MAM  au  point  A  origine  de  Paxe  j 
puifqu'il  n'y  a  que  cette  feule  ligne  qui  paflant  par  le 
point  A^  &  étant  continuée  de  pîtrt  &  d'autre ,  ne  ren- 
contre la  parabolç  ei)  aucun  autre  point ,  &  n'encre  pas 
dedans. 

De' FINITION   s, 

9- 
FiG*  4.  &  5.      Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  M  de  |a  parabo^ 

le  un  diamètre  MO ,  une  ordonnée  MP  arfaxj^  AP^  & 
une  liene  droite  MT  qui  coupe  fur  l'axe  AP  prolongé 
au  delà  de  fbn  origine  A^  la  partie  AT  égale  à  AP  5  toutes 
les  lignes  droites ,  comme  îfO ,  menées  des  points  de  la 
parabole  parallèlement  à  MT ,  &  terminées  par  le  dia* 
metrç  MO^  font  appellées  Ordonnées  i  ce  diamètre. 

10. 
Si  Ton  prend  U  ligne  q  troifîéme  proportionnelle  â  AT^ 
MT  i  cette  ligne  q  îeja  nommée  le  Paramètre  du  diamè- 
tre MO, 

Corollaire     I. 

I^«  01  l'on  nomme  l'indéterminée  ^P  ou  AT^  x  j  il 
cft  clair  quç  MT^=^  qx ,  puifque  AT  (x).  MT: :  MT.  q. 

ÇOILOLLAIRE       IL 

^7*  A.  Caufe  du  triangle  rédangle  MPT  ^  le  quarré 

*  Aruj.     MT  iqx)  zizlPT  (4xx)— hÂf?*  * {fx)  j  d'où,  en  divi. 

fant  par  x,  l'on  tire  ^=:4x--+/. 
^    C'efl  à  dire  que  le  paramètre  q  d\in  diamètre  quelcon- 

Ïue  MO  )  fùrpaOe  le  paramètre  f  de  l'axe  du  quadruple 
e  AP  (x). 

Corollaire    II J, 

lo.  5)1  Ton  tire  du  point  M  au  foyer  F  la  droite  Jl/jf, 
»  -<<rf.  5.     on  aura  MF*^=:  AP—i-AF,  Or  félon  la  définition  5*, 

le 


r 
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le  paramètre  àe  Taxe  étant  fzrn^AP  y\t  paramètre 
du  diamètre  JlfO*fera  *  ^=4^P— f4^J^,  Donc  le  *  jtrt.ij. 
paramètre  q  d'un  diamètre  quelconque  M  O  y  vaut  qua- 
tre fois  la  lij^  MF  tiriée  de  ion  origine  M  au  foyer  F. 

ï>ROP  O  SIT  I  O  N    IIL 

Thcorémc 

19*  L E  ^arre  itme  ordMnêe  ^eUenque  ON  4»  dia^    F  i««4..fi 
fnetre  MO ^  ejl  Jgal  a»  reHangle  dm  farametre q ,  far  la 
f ortie  MO  de  ce  diamètre  ^  frife  entre  fan  eriyrte  Mér^a 
remontre  O  de  Pordennee. 

Jl faut power que  ON  =:qxMO. 

Ayant  mené  I^ordonnée  N  qJl  VMttjiP^  laquelle 
rencontre  le  diamètre  AfO  au  point  R^  &  tiré  OHfx^ 
rallele  à  Af  P ,  on  nommera  ks  données  AP  om  j4T^ 
X  y  PM  OMjiQ^yytiXts  indjcrerminées  ORom  Hdj^ 
a  j  MO  ou  PHy  Ai  les  triangles  femblables  TPM, 
ORN y  donnèrent  cette  proportion  TP  ( i ^ ) .  P  M 

[yy.iOR  {a).RN=U^  .  Cela  pofé. 

Puifque  (/g.  4.)  NQ^RQSy)'^RN{T^.OMRIt 

i^^-^QJy)^  &  ^Q=AH{x^i)^HQJia), 
iorfque  le  point  N  topibe  du  cpté  de  Taxe  j4P  par  rap- 
port  au  diamètre  MO  5  &  qu'au  contraire  {fig*f')2^  Q^ 

JFlQ^{a)y  loriquUl  tombe  du  côté  oppoie:  on  aura 
QN^=^yy'±  —  -+^^^  &--^i^=x— f^^if,  fçavoir 
.—  dans  le  premier  cas,  &  — i-  dans  le  fécond.  Or  *  j4P  *  ^^*  •• 

hy 


(se).  A^QJix^h±a):iPM  {yy).QN- 

m 

^.  On  ^ojmera  donc  en  comparant  enfémble  ces 

B 
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deux  valeurs  de  QJ/  ,  l'égalité  ^^•+—-+^  =J'J'd£' 


S-f!52..  d*oû  en  efl&çant  de  parc  &  d'autre  ^^^f?* 

divUânt  par  ^y ,  &  multipliant  par  4  x  x ,  l'on  tirera  OR 
{a  a)  z=z^Ax.  Mais  les  triangles  femblables  MPT,  NRO* 

*  Jirt.  i€.    donnent  ¥t'(,  4**).  'dl.\^tx): :  ji?r** ( f  x) .  "ON* 

z=zbq=iqxMO{b).  Ce qu'ilfaUnt ^c. 

CoKOLLÀi&E    General. 

,  lo«  1;  t  eft  vifiblie  que  ce  qu'on  a  dëmentré*  dans  la 

propofidDn  première  par  rapport  à  Taxe  u4P^  âi  fès  or« 
doimëes  P  My  &  à  ion  paramètre  /,  s'étend  par  le 
moyen  de  cette  dernière  proposition  à  un  diamètre  queL 
conque  3f  p ,  à  fes^  ordonnées  (yNy&c  i  (on  paramètre 
gi.  Or  comme  les  articles  7, 8,  %  10,  ii^,  11,  Ï3, 14  &  15.  fe 
rirent  de  la  première  propofîtion ,  &  iubfîftent  égale- 
ment y  fbit  que  les  angles  APM  fbient  droits ,  ou  oien 
qfi'ils  ne  le  foient  pas  ^  il  s'en/ûic  que  fi  l'on  imagine  dans 
ces  articles  que  la  ligne  AP  y  au  lieu  d'être  Taxe  ^  fbit  un 
diamètre  quelconque,  qui  ait  pour  ordonnées  les  droites 
PM y  QNy  &  pour  paramètre  la  ligne  p ,  ils  feront  enco- 
re vraisdans  cette  fîippofition  ^  car  leur  dëmonflratioia 
demeurerai  la  mcme^^  ôc  il  ne  faut  pour  s'^n  convaincre 
entieremenr,  que  les  relire  en  mettant  partout  où  fe 
trouKre  le  mot  dfaxey  celui  de  diamètre. 

Corollaire    IL 

F1C.4.  & 5.      xi^  (j  Q^ j^^  £  1^5  articles  10  &  15  fîibfîflent  avec  îi 

même  force,  lorfque  la  ligne  AP  au  lieu  d'être  Taxe^ 
efbun  diamm»  queitonque,  tel  que  MOi'û  s'enfîiic 
qpe  la  ligne  A£  T  parallèle  aux  ordonnées  ON  i  ce  dia^ 
mètre  y  efl  tangente  en  Af  ^  &:  qu'il  n'y  a  que  cette  feule 
ligne  oui' puifle  toucher  là  parabole  en  ce  point. 
.  D'oa  l'on  voit  que  d'un  point  donné  fîir  une  parabo-* 
le  y  on  ne  ^eut  mener  qu'une  feule  tangente. 
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Coi.OLLAII.ZIIL 

^l**  lyi^LA  il  eft  évident  félon  la  dcfinidon  9.  que 
û  Ton  mené  par  un  point  quelconque  M  d'une  paraoo* 
le  y  une  ordonnée  MPi  Taxe  AP^hi  une  ligne  droite 
MT  qui  coupe  £ir  l^axe  prolongé  du  coté  de  fbn  origi^ 
ne  A^z  pâme  AT  égale  à  AP  >  cette  ligne  MT  fera 
tangente  en  M.  £t  réciproquement  que  u  la  ligne  M  T 
eft  taneente  en  A/^  &  qu'on  mené  l'ordonnée  JfF  i 
J'axe  ;  Tes  parties  ^7*,  wtf/',  de  l'axe  feront  égales  en-  . 
tr^cUcf. 

C0A0LLAII.£    IV. 

X^.  Si  l*on  imagine  dans  les  définitions  9&10,  &: 
dans  la  dernière  propofîtion,  que  la  ligne  AP  2M  Lieu 
d'être  l'axe,  fbituntiiametre  quelconque,  qui  ait  pour 
ordonnées  les  droites  PM^  QNi  on  verra  que  cette  Fi«.<- 
propofition  fera  encore  vraye ,  puifqu'elle  fê  démontre* 
ra  ae  la  même  manière  qu'auparavant,  comme  il  eft 
évident  par  la  feule  infpeâionde  la  fig.  6.  où  \ts  trian. 
gles  femblables  donnent  \ts  mêmes  proportions  que 
dans  le  cas  de  l'axe. 

D'où  il  fîiit  !••  Que  le  Corollaire  précèdent  doit  en* 
core  avoir  lieu ,  lorfque  la  ligne  ^  P  au  lieu  d'être  l'axe^ 
eft  un  diamètre  quelconque,  x^.  Qie  le  diamètre  M  O 
peut  être  l'axe  dans  cette  fûppofition  ^  &  qu'ainfi  on 
peut  regarder  l'axe  comme  un  diamètre  qui  fait  avec 
fe%  ordonnées  àts  angles  droits.  • 

PROPOSITION     IV, 

Théorème* 

^4*  S I  P^  ^  P^^^  qnelcMque  M  dmie  faratoUj  t&n    Fie. 7. 
mené  mie  erdkmèe  MP  i  tdxe^  (^  tme  ferfendicuUire  MG 
^  U  tmt^ente  MT  qui  faffe  far  le  point  M }  je  dis  que  U 
f ortie  VQ  de  f axe  fera  teàjeurs  égale  à  la  meitii  de  fin  fa» 
rameiref^ 

JlfautfreuverqueVG=zif. 

Bij 
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Car  i  caufe  des  angles  droits  TPM,  TMGy  on  aura» 
TP  ( rx ).  Pilf  (j')  :.:  PM (y),  PG=^==  i/,  en  met- 
>♦  -*•/.  7.     tant  à  la  place  de/;y  Êi  valeur  *  fxt 

PROPOSITION     V. 

Thcorême. 

î  1  o.  7.        X  J^t  S  r  P^  «^  jp^'»''  quelconque  M  (TuneparuSole ,  /^i^' 
.   w^^  aufyer  F  /i^  ^rv//^  MF ,  un  diamètre  M  O ,  ^  une^ 
tat^enieiMS'y  les  angles  TMT  y  OMS  y  faits  par  la  toTf^ 
gente  T  M  S  drun  cbte  avec  la  droite  MF^drde  l'autre  avec 
Te  diamètre  MO,  feront  égaux  entieux^ 

Car  menant  Taxe  AP  qui  renconcre  en  T  k  tangen- 

♦  Art.  11.    te  TMS ,  &  Tordonnce  MP  i  Taxe  j  en  aura  *"ry/'H-  AP 

*  Art.  f.     ou  TF=iAP  -H-  -/^i^  ou  *  Af  JF-  Le  triangle  TPM  fera. 

donc  ifofcelle  }  &  par  confcauent  Tangle  FT  M^ovt 
fon  égal  OMS,  fera  égal  à  Tangle  FMT^  Ce  quHl 
faUoit  démmtreu 

CoKO  claire: 

1<5.  \j  E-LA  il  eft  clair  que  la  tangente  TMS  profon:^ 
gée  indéfiniment  de  part  &:  d'autre  du  point  touchant 
M^  laifïè  la  parabole  toute  entière  du  côte  de  fbn  foyer 
J",  Et  comme  cela  arrive  toujours  ea  quelque  endroit  de 
la.  parabole  que  tombe  le  point  touchant  M^A  s'enfîiic 

ue  cette  ligne  courbe  eft  concave  dans  toute  fbn  étei^ 

uc  autour  de  fbn  foyer  F^ 
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iProblême. 

ïic.  f.fc  9.      27*  U  N  diamètre  A  P  avec  ta  tangente  LAL  qui  faffe- 

far  (m  origine  A^  é'fon  faramettre  étant  donnés  ^  trouver 
un  diamètre  BQaui  fajffè  de  part  ou  £  autre  avecfes  ordonnées^, 
mn  angle  égal  al  angle  donné  K  ^fon  origine  B,  ^£on  gara^ 


metre^ 


3t  t  A  P AKÀioit.  Ij 

'  Ayant  mené  par  Torigine  A  du  diamètre  donné  là 
ligîie  A  E  qui  falfe  avec  ce  diamètre  de  part  ou  d'autre, 
Fangle  PAÉ  égal  à  Tangle  donné  /C,  &  trouvé  *  fur  '^ArtA^& 
cette  ligne  (  prolongée  de  l'autre  côté  de  A  forjfqu'elle  ^^* 
ne  tombe  point  dans  Tun  ou  l'autre  à^s  angles  PALy 
PAL)  le  point  M  ovl  elle  rencontre  la  parabole ,  on 
mènera  par  le  point  du  milieu  j^^de  la  lignef  ^  Af ,  une 
parallèle  Ql>  au  diamètre  AP^ qui  rencontre  là  tan- 
gente ^ Z  au  point  D  j  &  on  diviiera dD  par  le  milieu- 
en  B.  Je  dis  qye  la  ligne  ^^eft  le  diamètre  qu'on  cher- 
che ,  qu'il  a  pour  origine  le  point  B^  &  pour  paramètre 
une  troifîéme  proportionneMe  i  BQ^  &  Q^. 

Car  I*.  La  ligne  AM  étant  diviféç  en  deux  parties  éga- 
fes  au  point  (2^  par  le  diamètre  BQ[  y  elle  fera  of  donnée  "^  ♦^^     ^ 
de  part  &  d'autre  à  ce  diamètre  j  &  comme  les  lignes  ^i^  ^^ 
AP  font  parallèles  entr'eltes,  Tangle  BQ^A  que  fait  le 
diamètre  Bqjlvcc  fon  ordonnée  (2-^  ^r^  égal  à  Pàngle 
PAM  égal  à  l'angle  donné  K  ou  â  fon  complément  â 
deux  droits,  i®.  Le  point  du  milieu  B  de  la  ligne  jg  V 
fera  l'origine  *  de  ce  diamètre ,  puifque  ^|2  ^^  ^^  *^c  *^^^*  *^  ^ 
ordonnée.  3®.  Le  paramètre  du  diamètre  J?j^eft*  la  î'']. 
troifîéme  proportionnelle  à  ^(2  >•  fi.-^-  ^*  '^ 

Lorfque  Tangle  donne  K  n'eft  pas  droit ,  ii  eft  clair  p  1  <k  ^ 
du'bn  peut  mener  de  part  &  d'autre  du  diamètre  AP^ 
deux  différentes  lignes  AE  qui  faflènt  avec  ce  diamè- 
tre àts  angles  égaux  à  l'angle  donné  K  5  &  qu'àinfî  on' 
pourra  toujours  avoir  deux  folutions  différentes ,  en  ob;- 
lèrvant  que  fi  l'une  des  deux  hgnes  A  E  tomboit  fiir  la- 
tangente  AL^  le  diamettre  donné  AP  fatisferoit  lui- 
même  à  la  queffion.  Mais  lorfque  cet  angle  K  efï  droit , 
comme  l'on  ne  peut  mener  qu'une  feule  ligne  AE  qui  Frc.  >.- 
fafle  avec  le  diamètre  A  P  un  ande  droit ,  il  s'enfuie 
qu'on  ne  peur  avoir  dors  qu'une  folutibn  5  &  qu'ainfi  *  *  Art.  23^ 
le  diamètre  cherché  fera  l'axe. 

Il  efl  à  remarquer  que  les  deux  diamètres'  B  (1^^  Bdy 
qui  fàtisfont  au  Problème  lorfque  l'angle  donné  K  n'efl  F  i  e»  vo^ 
jas  droite  font  fcmblablcment  pofcs  âe  part  &  d'autre 

Biiî 
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de  r^xe  y^/>,  &  que  leurs  pjinunecres  fbni;  égaux:  ce 
qui  fç  voit  par  la  conilruâipn  même  ,  en  iùppofànc  quo 
le  diamètre  donné  ^p  {oit  l'axe ,  &  en  menant  deuit 
. •  difièrentes  lignes  ji£^  ASda  part  Se  d'autre.  Caries 
triangles  réûangles  AIM^AIM^  HlADQ^  ADd 
étant  visiblement  égaux  &  fëmblables  entr'eux ,  les  lignes 
^D  y  ^p  î  D(lf  D  d»  leurs  moitiés  SQ^  £QJ^  les 
*  Art.  I j.  ordonnées  ^^,  qA  feront  égales  entr'elles  j  *  ^  par  con, 

fèquent  les  paramètres  le  feront  aufli, 

i 

COROLLAIHE 

18.  Il  efl:  donc  évident,  i^.  qu'il  n'y  a  qu^un  ieul 
diamètre  qui  fade  avec  {qs  ordonnées  des  angles  droits  ) 
&  qu'ainfî  il  ne  peut*  y  avoir  qu'un  fcul  axe.  z^.  Qi^^** 
peut  toujours  trouver  deux  difterens  diamètres ,  quîTaC 
lent  4vec  Içurs  ordonnées  des  angles  égaux  i  un  angle 
donné ,  lorfque  cet  angle  n*eft  pas  droit  j  que  ces  deux 
diamètres  feront  femblablement  pofés  de  part  &  d'au» 
tre  de  Taxe ,  &  qu'ils  auront  des  paramètres  égaux* 

PROPOSITION    VII. 

Problême. 

19*  IJN  diamètre  itane  donné  avec  la  tangente  quifaffê 
farfim  origine ,  et  fin  farametre  i  décrire  la  farabeîe  far  un 
ptonvement  cominu. 

PiCEMIERE       MaNIEHE. 

Si  le  diamètre  donné  étoit  Taxe ,  on  la  décriroil  iêloa 
F I  «.  II.     l*^rtiçl^  4^  i  mais  lorfqu'il  ne  Teft  pas ,  fbît  MO  le  dia* 

mètre  donné,  ^TMS  h  tangente  qui  pafle  par  fbn 
oridne  Af.  Cela  pofc. 

On  prendra  fur  le  diamètre  M  0  prolongé  au  delà 
de  fon  origine  Af ,  la  partie  MD  égale  au  quart  de  fon 
paramètre  )  &  on  tirera  une  perpendiculaire  indéfinie 
JDiEi  MD.  On  mènera  JWf  F  qui  fafle  avec  la  tangen- 
te TMS  un  angle  FMT  égal  à  Vangle  OMSi  &  ayant 
^  pris  MF  égale  à  MD^  oa  décrira  félon  la  définition 
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D  £    t  A    P  A  K  A  B  d  L  E.  if 

^fOsamSfC  ^  rttc  parabole  ^m  aie  pour  diréârîcé  k  ligne 
DS^  &  p<«tf  fcTfor  le  ptfiûf  J?.  Je  dis  qu'elle  fera  celle 
qu'où  demande. 

Car,  A  La  ligne  3fO  étant  perpendiéulaîrt  ak  du 
rcdrice  D  jB  ,  fera  parallèle  à  Paxe  -,  &  par  cofifôqtieiït  un 
diamètre  feloiï  la  définition  7®.  2°.  La  ligne  T'A/ 5  fera  *  *  jirt.  xy. 
tangente  en  M.  a"".  Lé  paraïueiire  du  diàtafitre  MO 
fera  *  quadruple  de  MF.  *  ^rt.  18. 

S£CONl3£        MaN1£R£. 

"  Soit  AP  le  diamètre  donné,  &  Z^Z  la  tangente  fjo.  u. 
qui  paflfe  par  {on  origine  A.  Cela  pofé. 

Ayant  pris  fur  le  diamètre  -^/^prolongéaudeîàde'/bii 
origine  A  la  partie  AG  égale'  k  ion  paramétré ,  &  mené 
une  droite  indéfinie  DOi)  qui  fafle  avec  ^G  Tangle 
AGD  égala  Tangle  O-^Z  pris  du  même  côté  3  on  fera 
Afiouvoîr  une  liene  droite  indéfinie  Î)M  le  long  de  GZ) 
•ôûjours  parailelement  i  ><G ,  en*  entraînant  par  fon  ex- 
trémité D  le  côté  lyA  de  Pangle  ÏTAM  égal  à  l'arielé 
GAZ ,  &  mobile  par  fbn  fbmmet  autour  dû  point  nié 
-rf.  Je  dis  que  Pmterfeaiorf  continuelle  M  de  la  ligné 
Hm  &  du  côté  AM^  décrira  dans  ce  mouvement  la 
parabole  qu*otf  derhâride. 

Gai*  méiîantjfef'/^paralltle  à  ^Z ,  les  lignes  AtP^ÙÎ> 
feront  égales'  eiftr'èlles  5  puifque  Pangle  APM  ou  G  AL 
étani!  égal  à'Tàngle  AGiy^  dles  feront  également  incli- 
Aéeîsrcntre'lés  parallèles  OP^  Ï>M.  Or  les  triangles  ^GD, 
MPA  fontfemblablc!?:  car  l^angltf  iVf  r^  ou  Ô-/^Z  eft 
égal  à  ranglè  AO^  5.  &  Pâ»glfc  /it?f  ^  ou  MAL  égal  à 
Fangle  G  A  3^  puifoXic'  retraiithant  dé^  «igl'eis  égaùxs 
GAZ ,  DAM^  le  même  angle  D^Z ,  les  refte's  doivent 
être  égaux.  Qttaura dlbnt  Aô.  GD  daPM.iPM.APj 

te  partant  GA^AP=l  PM^i  d'^où  il  clair  que  PM  eft  *  *-rfrf.  t^.& 
une  ordonnée  au  diamètre  AP  qui  a  pour  origine  le  *!• 
point  ^3  pour  tangente  la  ligne  zAz-^  &fpour  paramè- 
tre la  ligne  AG.  Ce  qu'il  faUêit,  e^r. 

Si  le  diamètre-  A]>  étoit  Taxé  >•  àlôifr  jfes  lïgneï  G  JD,  F  i  e.  ij; 


1^  LivrePhemieil. 

A  L ,  £èroieQt  parallèles ,  &  la  dëmonftracion  devîen. 
droit  plus  facile  y  car  l'on  voit  tout  d'un  coup  que  G  D 
cft  c'gale  à  />iVf ,  &  que  les  triangles  rectangles  AGD, 
MPA  font  femblables }  d'où  il  fuit  AG.  GD  ou  PM'.  ; 

PM.AP.  Donc  AG*AP=:Pm\  Sec. 

PROPOSITION     VIIL 

Problême. 

}  O  -  \J  N  diamètre  A  P  étant  donné  avec  fin  paramètre^  ^ 
la  tafigente  AL  quifajfe  par  origine  h  de  ce  diamètre  ^  trcu^. 
ver  autant  de  differens  points  que  fm  voudra  de  la  parabole^ 
ou  (  ce  qui  ffi  la  même  chofi  )  la  décrire  parplufieurs  points,. 

Pa£Ml£K£        ManiEHE. 

Ayant  pris  fur  le  diamètre  A  P  prolongé  au  delà  de 
f  *«•  «4'     fjjn  origine  A  y  la  partie  A  G  égale  à  fon  paramètre, 

divifë  .^G  en  deux  parties  égales  au  point  D ,  &  mené 
une  ligne  droite  ind!cfinie  A  F  perpendiculaire  à  ^G  j 
on  décrira  d^un  point  C  pris  partout  où  Ton  voudra  fur 
D  A  prolongée  indéfiniment  du  coté  de  A^  conime 

,  centre ,  &  du  rayon  CG ,  un  arc  de  cercle  PF  qui  cou^ 
pera  le  diamètre  AP  icùi  perpendiculaire  A  F  en  deux 
points  P  JF.  On  mènera  par  le  point  P  une  parallèle 
MPM  â  la  tangente  AL^  fur  laquelle  on  prendra  de 
part  &  d*autre  lej  parties  PMy  PM^  égales  chacune  à 
A  F.  On  trouvera  de  la  même  manière  autant  de  cou*, 
pie  de  points  M  que  Ton  voudra  5  par  lefquels  on  fera 
pafler  une  ligne  courbe  MAM  qui  fera  la  parabole  qu'on 
aemandc. 

Car  tous  les  arcs  PF  paflant  p^r  le  même  point  G  , 
&  ayant  leurs  centres  iîir  la  ligne  G ^  prolongée,  s'il 
cfl  neceflàire  du  côté  de  A^  auront  pour  diamètres  les 

'    lignes  GPy  &  par  conféquent  la  propriété  de  ces  cercles 

donnera  toujours  AF^  =zGA>f^  AP.  Mais  chaque  PM 
♦  Hyp       cil*  cealc  i  ffi  corrçfppndîtntç  AF^  &de  plus  parallèle 


DelaPakabole.  17 

i  la  tangente  AL  qui  pafle  par  l'origine  A  du  diamètre 

APi  eue  fera  donc  *  ordonnée  à  ce  diamètre.  Ceft  *^yf^  i^^^ 

pourquoi  la  Parabole  qu'on  demande ,  doit  paâër  par  xu 

tous  its  points  M  y  trouves  comme  Ton  vient  d'enlci- 

gner. 

Il  eft  viiiMe  qu'on  peut  fè  tromper  en  traçant  Içspar^ 
tit%  de  la  parabole ,  qui  joignent  les  points  trouvés  j 
mais  on  voit  en  même  temps  que  Terreur  ne  peut  être 
Xènfible  ^  lor/que  ces  points  /ont  fort  prés  les  uns  de$ 
autres.  Ceux  qui  ont  befbin  de  décrire  fbuvent  des  Sec- 
dons  Coniques ,  préfèrent  ordinairement  cette  metho- 
ide ,  de  les  décrif  ç  par  plufieurs  points  5  parce  que  les 
machines  4ont  on  te  ièrt  pour  les  décrire  par  un  mouve-  • 
^ent  continu  ^  étant  corapofees ,  fpnï  fouvent  fautives , 
Se  peu  exaâes  dans  la  prati(]pe^ 

Seconde    Manier  e« 

Ayant  mené  par  un  point  ouelconque  L  de  la  tan-  Fi^.ijf 
jente  AL^  i»ne  parallèle  indénnie  Z£  au  diamètre  AP i 
on  prendra  fur  cette  ligne  &  for  le  diamètre  AP  pro- 
longé au  delà  de  {on  origine  A  y  les  parties  ZE^EE, 
EE^  &c.  AF^  FPy  FFy  &c.  toutes  égales  entr*elles ,  & 
xle  telle  grandeur  qu'on  voudra.  On  marquera  fiir  Z  E, 
le  point  Jlf,  en  forte  que  X  JVf  fbit  troifiéme  proportion- 
fielle  au  paramètre  donné  du  diamètre  AP^&czbi  par*. 
tie  y^Z  de  la  tangente.  On  tirera  enfin  des  points  A  y  M  y 
les  lignes  AEy  AEy  AE  &c.  MF  y  MFy  MF  ficc}  je 
dis  que  les  points  d*interfèôion  Ny  Ny  N  &c.  de  cha- 
ijue  AEy  avec  la  correfpondante  MFy  feront  tous  à  la 
parabole  qu'on  demande. 

Car  menant  par  Je  point  marqué  M  y  &  par  Tun  des 
points  trouvez  Nyï^s  lignes  MPy  NQ^y  parallèles  à  la 
tangente  AZy  &  nommant  APyXi  PM  ou  AZy  yi 
^Q^^y  QJ^y  V  les  triangles  femblables  ^d/iy  AZE, 
fc  MPFy  NQFy  donneront  ces  deux  proportions  Ql/ 

K).  qA{u)i:  AZ{y).  LE  ou  AFz=z^.ic  MP^ 

C 


fît  1  t  7  K  B     P  R  E  M  I  s  IL 

,.  2^-+^^  («— i-^y:).  D'oùen  muJtipliaMles  Extrè. 
mes  &  les  Moyens,  l'on  forme  l'égalité  uy—^^^^  = 

X  %j^  uy;  6i.  efl&<^ant  de  part  &  d'antre  uy^  &  multi- 

pliànc  par  ^  il  vient  uyyT=.x%j^y  qui  fe  réduit  A  cette 

proportion  AP{k).  j4Q^{ii)::  MP^  (yy).  NQ^k.'O' 

Or  par  la  conftruftion ,  le  quatre  de  -rfi  ou  de  i'  M, 

■  eft  cgal  au  redangle  de  la  partie  AP  du  di^unetre  don- 

*jirt.  lo.tf"  ^^  y  P^r  ^^  paramcrre.  Cette  ligne  PM  ftra  donc  "  une 

II.  ordonnée  au  diamètre  A  Pi  &  par  conlêquent  O  iST  en 

*Art.  8,  &  icra  *  une  autre.  Ainfi  le  point  N  fera  l'un  des  points  de 

ao-  la  parabole  qui  tombent  d'un  côté  du  diamètre  APi  . 

pour  les  avoir  de  l'autre ,  il  n'y  a  qu'à  prendre  iïir  les 

droites  indéfinies  Z£,  A  F-,  les  parties  égales  X£,  EE^ 

&cc.AFjFF,Scc.  de  l'autre  côte  des  points  Z,,^. 

Si  au  heu  du  paramètre  du  diamètre  AP  que  l'on 
iuppolè  ici  donné ,  l'on  avoit  un  des  points  M  de  la  pa. 
jabolc }  ce  qui  arrive  Ibuvent  :  il  n'y  auroit  qu'i.  mener 
par  ce  point,  une  parallèle  ii^éânieZ£j  au  diamètre 
^Pa  ii.  achever  le  refte  conune  cy-deflus. 
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LIVRE    SECOND. 
Be  ÏEllifft. 

De' FINITION  S. 

I* 

AYant  attaché  fur  un  plan  les  deux  bouts  d'un  fU  F  i  o«  iCé 
FMfy  en  deux  points  Fyf^àoïA  la  diftance  JF/foic 
moindre  que  la  loneueur  du  fil ,  on  ie  ièrvira  d^un  Itile 
M ,  pour  tenir  ce  fu  toujours  tendu  $  &  conduifant  ce 
ftile  autour  de  ces  deux  points ,  en  forte  qu'il  revienne  au 
même  point  d*où  il  ëtoit  parti  :  ce  ftile  décrira  dans  ce 
mouvement ,  une  ligne  courbe ,  qui  fera  nommée  Elliffe, 

t. 
Les  deuY  points  fixes  j^^/^  font  nommés  les  deiut 

3. 
La  ligne  -^^,  qui  paflè  par  les  deux  Foyers  Fyf^  SC 
iqui  eft  terminée  de  part  U  d'aatre  par  TEllipie^  eft  ap^ 
l^llée  le  premier  ovi  le  ffotUAxe. 

4. 
Le  point  C,  <|m  divifè  par  le  milieu  le  premier  Axe 

^^ j  eft  nomme  le  Cemre  de  TEllipie* 

5- 
La  ligne  B^y  menée  par  le  Centre  C^  perpendico^ 

lairement  au  premier  Axe  Aa^  ic  terminée  de  part  ic 

4d'autre  par rjBUipie  ^ eft  appellée Ïtfei0nd(»x\e  feUtAxe^ 

6. 

Les  d^ux  Axes  Aa^Bby  font  appeliez  en/êmble. 

Conjugués  :  de  forte  que  le  premier  Âxe  A  a,  eft  dit 

conjugué  au  fécond  ^  ^  j  &  réciproquemi^nt  le  fécond 

^i,  cc^jugué  au  premier  A  a, 

7. 

Les  lignes  AfP,  MK,  îocoées  des  points  M  de  TEL 

Uffc  paraildemm»  à  fiw  des  Axes ,  U  terminées  par 

Çi> 


ïo  Livré    S  e  c  o  n  »• 

Pautre ,  font  appellées  Ordonnées  à  cet  autre  Axe  :  ainfi 
MPtik  Ordonnée  à  TAxe  Aa^UMKi  TAxe  B^. 

g. 
La  troifîéme  proportionnelle  aux  deux  Axes ,  eft  ap- 

{)ellce  Paramètre  de  celui  qui  eft  le  premier  terme  ae 
a  proportion.  Ainfî  fî  Fon  fait  comme  le  premier  Axe 
-^^,eft  au  fécond  Axe  JBb^àt  même  le  fécond  Bb^ 
à  une  troifîçme  proportionnelle  f  i  cette  ligne  f  fera  le 
Paramètre  du  premier  Axe. 

.  Toutes  les  lignes  droites  qui  paflent  par  le  centre  C, 
^  qui  font  terminées  de  part  &  d'autre  par  TEUipfè  y 
font  appellées  Diamètres. 

10. 

Une  ligné  droite  qui  ne  rencontre  l'EUipfè  qu'en  un 
iéul  point  y  &  qui  étant  continuée  de  part  Ôc  d'autre  y 
B'entre  point  dedans  y  mais  tombe  au  dehors ,  eft  ap- 
pellée  Tangente  en  ce  point. 

Rem  a  r  q^u  Er 

Vm.ïf.        JI*  S I  I*on  conçoit  que  les  deux  foyers  jF,/,  &  le  cen> 

tré  C  fé  réunifient  en  un  féul  point  ^  il  eft  vifîble  que 
TEllipfé  fé  changera  alors  en  un  Cercle  qui  aura  pour 
rayon  la  droite  C!Af ,  égale  à  la  moitié  de  la  corde 
CMC  y  attachée  p»r  ces  deux  bouts  au  point  C,  qui  en 
fera  le  centre.  On  pourra  donc  confidcrer  un  cercle 
comme  une  efpece  pardculiére  d'Ellipfé,  dans  laquelle 
la  diftance  des  foyers  eft  nulle  ^  de  forte  que  tout  ce 
qu^on  démontrera  dans  la  fuite  de  TEllipfé ,  telle  que 
puifle  être  la  diftance  de  ces  deux  foyers ,  fé  peut  auffi 
appliquer  au  cercle,  en  fuppofant  que  cette  difiance 
devienne  nulle- 

CoilOLLAïILE      I. 

Tio.\6.  32..  I L  fiiit  de  la  définition  première ,  que  fî  Ton  mené 

d*un  point  quelconque  M  de  l*Ellipfe  y  aux  deux  foyers 
y,  ^^  les  droites  MJP>Mfi  kuï  fomme  fera  toujours 
la  mêm^.    > 


Corollaire    IL 

5^Lo  RSQu £  le  point  M  tombe  en  ^3  il  eft  vifî. 
bleque  J\/l?  devient  AF^  ^  que  Mf  devient  Afi 
de  même  lorfque  le  point  M  tombe  en  ^ ,  il  eft  encore 
vifîble  que  MF  devient  ^JF,  &  que  Jlf /devient  af.  On 
aura  donc  AF^-^Af^  ou  lAF-^FfzzzaF—i^af^oM 
1  af-^fh  &  partant  AF=l  af.  D*où  il  fuit  ; 

i^  Que  la  ibmme  des  deux  droites  MF^  Mf,  eft 
toujours  égale  au  premier  axe  Aa,  puifque  Mf^^MF 
=zAf-^AF,^Af-^fa. 

1^.  Que  la  diftance  Ffdes  foyers,  eft  divifèe  en  deux 
parties  égales  par  le  centre  C,  puifque  CA—AF  ou 
CF=zCa^afo\x  Cf. 

CorollairbIIL 

3  4*  S  f  de  Textre^ité  S  du  fécond  axe  M ,  Ton  mené 
aux  deux  foyers  Fyf,  les  droites  MF,  S  fi  il  eft  clair 
que  les  triangles  réûangles  SCF,  BCfy  feront  égaux  j 
&  qu'ainfî  rLypothenuiè  BF^t^  ^gale  à  Tautre  hypo* 
thenufè  Bf:  &  par  confèquent  BF^  ou  Bf=C A  ou 
C^,  puifque  *  BF—i-Bf^zAa.  On  prouve  de  même  *-''^'  ih 
c|ue  Fi  on  tfz=.CA  ou  Ca.  D*où  l'on  voit  : 

I**.  Que  le  fécond  axe  5  A ,  eft  divifc  en  deux  parties 
égales  par  le  centre  Ci  czr  les  triangles  rëâangles  FCB^ 
fCb  feront  égaux,  puifc^u'iJs  ont  des  hypothenufès 
égales  FB,  Fi,  iclc  côte  FC  commun. 

2**.  Que  le  fécond  axe  Bi,  eft  toujours  moindre  que 
le  premier  A  a  y  puifque  fà  moitié  B  C  étant  Tun  des 
cotez  du  triangle  réâan^eBCF^  fera  moindre  que  fbn 
Bypothenufé  BF,  qui  eft  égale  d  la  moitié  CA  du  pre- 
mier  axe  A  a. 

y.  Que  fî  Ton  décrit  de  Tune  des  extremitez  B  du 
petit  ou  fécond  axe  Bi  comme  centre,  &  du  rayon 
BF  égal  iCAj  moitié  du  premier  ou  grand  axe  Aa^ 
un  cercle  j  il  coupera  ce  grand  axe  en  deux  points  P,f^ 
qui  feront  les  deux  foyers  de  TEUipfé^ 

Ciij 
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« 

CoHOLtAlKÉ     IV. 

?/•  Les  mêmes  chofes  étant  pofccs,  û  Ton  nomme 
CA  oviSFyti  CFy  m 5  le  triangle  rédangle  BCB^ don, 

TitiisJBC-zzitt^mm,  Ox  AF:=::t'^m^tcFaz=zt''^m, 
&  ^znzTsx,AF^Faz=itt^mm.  D'où  il  eft  évident  que 
le  quarré  de  la  moitié  CB  du  petit  axe  Bbytik  égalai; 
rectangle  àç  A  F  par  Fa  parties  du  grand  ^xcAa^  pri» 
fçs  entre  Tun  des  foyçrs  F^&cCes  deux  extrémités  A^  d, 

CorollaiheV, 

J^«  IL  fera  facile  à  prefèntdc  décrire  uneElIipfe  dont 
"^Art.  j4,    les  deux  axes  Aa,  £b\  font  donnez.  Car  ayant  trouvé* 

fur  le  premier  ou  grand  axe  Aa^l^s  foyers  F^fy  on  at-» 
tachera  dans  cçs  points,  les  extrémités  d*un  fil  FMf^ 
dont  la  longueur  éealera  celle  de  cet  axe  j  &  ayant  dé- 
critpar  le  moyen  de  ce  fil,  une  Elli^fe  comme  Ton  a  en* 
hi^vié  dans  la  définition  première ,  il  çft  évident  ^u'çUg 
fera  celle  qu'on  demande. 

PROPOSITION    I. 

Théorème, 

F 1 6.  lis*  57'  S I  ton  mm  toràmnie  M  P  aupremUr  ou  vMâaxê 

A^y&  qn'ffMpfetmefrrcet  axelafartie  hï)  égaUà}AV\ 
Jedisque  CA.C1P  i;CV.  CD, 

Ayant  nommé,  comn^e  auparavant,  les  données  CA^ 
ti  CFy  mi  fie  de  plus  les  indétermij»ées  CP^x^  PM^yi 
ic  l'inconnue  CD,  ^5  il  peut  arriver  deux  differens  cas, 

Premier  cas^  Lorfque  le  point  P  tombe  au  deflîis  du 
centre  C.  Comme  pF  eft  toujours  moindre  que  Pfi  il 
s'enfoit  que  MF  ou  AD  ftra  moindre  que  Mf  ou  a  Di 
ç-eft  pourquoi  ^i>  ou  MF^É-^x^y  aD  ou  Mf=:â 
—+)?;,>  FP=zm-^x  im  X mm  m  { ièlon  que  le  point /^  tonu 
be  *u  deâbu^  ou  au  deffiis  du  foyer  ^),  Pfz=zx^^m^ 
Or  les  priangles  rçâangles  JVf ^/ ^  MPf^  donnçwt  ||-^ 
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%j^=Lyy  — fww— Hiwx— +-XX.  Doûc  fi  l*on  xecranche 
par  ordre  chaque  membre  4e  la  première  égalité  de 
ceux  de  la  féconde ,  on  aura  d^.ix,z=j^.mxi  d'oùTon  ù^ 

reCD(0=T- 

Secmd  cas.  Lorfque  le  point  P  tombe  au  deflbus  du 
centre  C,  comme  F^  eft  toujours  plus  grande  que  Pf^ 
il  s'enfuit  que  MF  ou  AD  y  fera  plus  grande  que  Mf 
ou  aD:  c*efl  pourquoi  AD  ou  MF:=.t — Yx^^aDoxi 

Jl//=:/---2;,, /^J''==x--+»i,P/==x-f.wouw— x(ie. 
Ion  que  le  point  P  tombe  au  deilbus  ou  au  deflus  du 
foyer/).  Or  \(t%  triangles  réûangles  MPFy  MPf^  doa- 
nent  //— i-i/i^— ^-ii^i^zzij^^— f  nutt—finup-H-xx,  & 
^^— 2 /i«L-H-^^=// —*•«»»— *WJ^—+ J^-^- Donc  fi  Ton 
retranche  par  ordre  chaque  membre  de  la  féconde  égali* 
té  de  ceux  de  la  première,  on  aura4/iç=4^x  >  d*où  Ton 

tire  encore  CD  (  ;;,)  =îy  .  Par  conféquent  en  Tun  & 

l'autre  cas  ,  on  aura  CA  (/).  CF{m)  ::  QP  (x), 
C  D  [zj.    Ce  qu'il  faUoit  dèmentrer. 

COROLLAIKE      ' 

3^»  1 L  eft  donc  évident  que  fi  l'un  nonune  les  donnée! 
CA  ou C/r,  ti  CF  ou  Cf,mî  & rindécermince  CP^  xi 

on  aura  toujours  AfF=zt—^  ^  ^ Mf — ^— f  —  ^lorfl 

que  le  point  P  tombe  au  deffus  du  centre  C:  &  qu'au- 

contraire  on  aura  Af/^=/— f  —  ,  &  jW/=/— — ,lorfl 

qu'il  tombe  au  defibus. 

PROPOSITION     IL- 

Théorème. 

39-  Le  quani^une  êrdannée  quelcMûne  MP i  Pdxekly 
ejt  au  retiangle  de  AP  par  Pa,  parties  ae  cet  axe^  commeli 
^uarrédefan  c^ijugué  ^h^eftam  fumi di Faxe  Aa. 
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Il  faut  pùm)er  que  PM\  A  Px  P  a  :  :  Bb  .  À  a'. 
Les  mêmes  chofès  étant  pofëes  que  dans  Tarticle  pré- 
cèdent ,  fi  l'on  met  dans  regalité  tt-±^%t%,^t,j^,;==zyy 
*^'Art*  J7#     -^  w  w±  2  «I X— fx  X  que  Ton  a  trouvée  *  par  le  moyen 

du  triangle  rédangle  MPFy  à  la  place  de  i?;^  fa  valeur 

î^,on  former*  toujours  celle-ci  ttyy^;=::t^^ttxx^ 

mmtt — h m^^-v»  laquelle  étant  réduite  à  unp  propor- 

fArf.  }|.    tion,  donne  PIA    (yy).  AP>^Pa  (tt-^xx)  :i  ^ffc'* 

{tt—mm).CÂ^  (//)  :  :  W^\.  Aa\  Ce  ^u'ilfal.  ^r, 

COKOLLAIKE     I. 

40-  bi  l'on  mené  une  ordonnée  MKi  Tautre  axe 
£hy  lequel  j'appelle  2  c^  il  eft  clair  que  MK=:CP{x)^ 

^Art.p.    &  que   CK=PM(y).  Or^*  PM''  (yy).  APxPa 

{tt^xx)::  £6*  (^cc).  Aa{^tt).  Etpartant  ^ce 
xx^z^cctt-^^ttyyy  ce  qui  donne  cette  proportion 

Mli    (xx).  jBK>^'Ki  icc^yy)  ::  Â^"  (f//},   ^\ 

C'eft  à  dire  que  le  quarré  d'une  ordonnée  quelcon*. 
que  MK  i  l'axe  ^ * ,  eft  au  fédangle  de  £K  p^Ki 
parties  de  cet  axe ,  comme  le  quarré  dç  ion  conjugua 
Aa^  eft  au  quarré  de  Taxe  J?/. 

Co^pjl)Lj^ib.e    Fondamental. 

F  i«^  |S-        4^^'  b  I  l'on  nomme  l'un  ou  l'autrç  ^e  Aa^  %ti  fot% 
19^     conjugué  £by  ici  fon  paramètre  p  j  chacune  de  fes  or- 
données PM^  yi  chacune  de  fes  parties  C/^  prifcs  en- 
tre Iç  centre  &  Jes  rencontres  des  ordonnées^  xi  on 

^Art.  ^9.    aura*  toujours  PM' {yy),  AP^Pa  (tt-^xx)  i.BÎp' 

{^cc\.Aa  i^tt)  :t  /. -^ ^ ( 2 * ) . Puifque felon  la  défi^ 
nition  du  Paramètre,  ^^(  2/) .  Bb  (2^)::  Sb{ic). 

f=z^.  D'où  en  mu^tiplianç  d'abord  }es  extrêmes  & 

Içs  moyeps  4e  la  proporpLpn  y  y.  tf^xx  1:4^  r,  4//, & 

çnfuitç 
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^M»^  g^yy—.M^pf^t!SL.Ox comme  cette  propriété 

convient  également  à  tous  les  points  de  TElIip/è ,  & 

qu'elle  en  détermine  la  pofîtion  par  rapport  aux  deux 

.axes  conjugués  ^i^^^/i  il  s'enfuit  que  l'équation ^^ 

r=:r^—2f^, ou jy^=:i^^—Çï, exprime  parfaitement 
la  nature  de  rEllipfe  par  rapport  â  Ces  axes. 

COKOLLAIllE     II L 

4^*  Si  l'on  mené  deux  ordonnées  quelconques  A/i', 

2fn^i  l'axe  jia^^  leurs  quarrés  feront  entr'eux comme 

Jes  réâangles  j4Pxpa^  ^Q^Q^^  des  parties  de  cet 

.axe,  faites  parla  rencontre  de  ces  mêmes  ordonnées  j 

cût^'mT.  'Âa  ::  PM  .  AP^Pa  :  ;  QN\  AQ^Q^^  Et  ^Art.tf. 
partant  PM^.  QN*::  APxPa.  AQxQa. 

COKOLLAIKE      IV. 

43*  S 1  Ton  mené  par  un  point  quelconque  P  de  l'un 
JLes  axes  conjugués  Aa  ^  une  parallèle  MM  i  l'autre 
axe  £i  3  elle  rencontrera  l'Ellipfè  en  deux  points  M^  M, 
^également  éloignés  de  part  &  d'autre  du  point  P^  &  non 
^n  davantage.  Car  afin  que  les  points  M,  My  foient  â  TEL 
lipfe ,  il  faut  *  que  les  quarrés  de  PM  {y  )  prife  de  part  *  jfrt.  4,. 
£l  d'autre  de  l'axe  Aa  y  fbient  égaux  chacun  â  la  même 

quantité  ce . 

COKOLLAIKE      V. 

44-  Il  fuit  de  ce  que  *  yy=icc—^  y  que  plus  CP  *  Art^j. 

(  X  )  prife  de  part  &  d'autre  du  centre  C  augmente , 
.plus  chaque  ordonnée  PM  {y  )  prifè  de  part  &  d'autre 
de  l'un  ou  de  l'autre  axe  Aa^  dmiinuë^  de  forte  que  CP  (x) 
étant  égale  à  CA  ouCa  (t),  chaque  PM  {y  )  devient 
^ors  nulle  ou  zéro  :  &  qu'au  contraire  plus  CP  (  x  )  de- 
^ôent  petite  y  plus  aufE  chaque  ordonnée  PM  {y  )  prife 
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de  part  &  d'autre  de  Taxe  Aa  augmente  j  de  lorte  cfur 
CP  (  X  )  devenant  zéro ,  chaque  jP-A/  (j^  ) ,  qui  eft  alors. 
C£  ou  C&{c)^  fera  la  plus  grande  des  ordonnées.  D*où^ 
il  eft  clair. 

I®.  Que  fi  Ton  mené  par  les  extrémités  i5,  ^  ^  de  Tutt 
des  axes  conjugués ,  des  parallèles  à  Tàutre  ^  elles  feront 
tangentes  en  ces  points. 

i".  Que  TEiliplè  s'éloigne  de  part  &  d'autre  de  plus 
en  plus  de  Tun  ou  de  l'autre  axe  j4a^  en  commençant  par 
Textremité  j4j  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  fbn  conjugué 
J3hi  après  quoi  elle  va  toujours  en  s'approchant  du  mê- 
me axe  Aéf^  jufqu'â  ce  qu'elle  le  rencontre  en  (on  autre 
extrémité  a. 

COROLLAULE      VI. 

^Art.^i.        i^j.  Jl  fïiitcncorcde  ceque*^^=^r— ^^,  que  ix 

l'on  prend  les  points  P^  Py  également  éloignés  de  part 
&  d'autre  du  centre  C  ;  les  ordonnées  PMy  PM^  feront 
égales.  D'où  il  eft  évident  que  fi  une  ligne  quelconque 
MM^  terminée  par  TEllipfè ,  eft  coupée  en  deux  éga- 
lement par  Pun  ats  axes  conjugués  Bb  en  un  point  K  an- 
tre que  le  centre  j  elle  fera  parallèle  à  l'autre  A  a.  Clr 
menant  les  parallèles  MP^  MP^  à  l'axe  Bb^  la  ligne  PP 
fera idivifée  par  le  milieu  en  C,  puifque  MM  l'eft  en  Kr 
&  partant  les  ordonnées  PMy  PM  feront  égales.  La: 
droite  MM  fera  donc  parallèle  à  Taxe  Aa^ 

Corollaire    VIL 

4^^*  b  I  Pon  conçoit  que  le  plan  fiir  lequel  rEUipfc 
eft  tracée ,  fbit  plié  le  long  d'un  des  axes  Bb ,  en  forte 
que  fès  deux  parties  fè  joignent  j  il  eft  clair  que  \ts  deux 
demi-ElIipfes  BAbyBab^  tomberont  éxadement  Pune  fur 
l'autre  5  fçavoir  ^  les  points  A^  M  y  &c.  fiir  a^  M^  &c.  puif- 
*^r/.  4j^   que  *  toutes  les  perpendiculaires  Aa^  MM  y  &c.  à  cet  axe, 

font  coupées  par  le  milieu  aux  points  C,  K ,  &c.  D'où  il  eft 
yifible  que  rÉUipfê  eft  coupée  par  les  deiua  axes  en  qua- 
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portions  parfkicemenc  égales  &  unifotmes ,  qui  ne 
JiiSéxeot  encr'elles  qae  par  leur  fituadon. 

PROPOSITION    III. 

Thcorémc. 

47*  Si  ^^  mené  far  tiau  des  extrémités  A  de  Pim  des  pi©,  x©. 
4txes  Âa ,  wne  liffie  dreite  quelconque  AM  dans  Ptm  des  an- 
^les  aAL ,  aAL  ^faits  par  cet  axe,  é"  far  la  ligne  LAL  fa- 
ralleU  à  fin  conjugué  B  b  5  je  dis  qu*elle  rencontrera  ^Elliffe 
en  un  autre  foint  M. 

Ayant  pris  fur  jiZ  de  part  ou  d'autre  du  point  j4, 
la  partie  ^G  égale  au  paramètre  f  de  l'axe  j4a,  &  tiré 
G/"' parallèle  à  cet  axe^  &  qui  rencontre  la  ligne  ^M 
{ prolongée ,  ^il  eft  neceflâire  )  au  point  F,  ou  prendra 
fur  la  ligne  j4Z  du  même  côté  où  tombe  la  ligne  j4M 
par  rapport  i  Taxe  j4a ,  la  partie  ^Z  égale  à  GFy  &  . 
ayant  tiré  par  l'autre  extrémité  a  de  l'axe  ^a  la  droite 
aZi  je  dis  que  le  point  M  où  elle  coupe  la  ligne  AM, 
db  à  l'Hlipfè  My4M. 

Car  menant  MP  parallèle  i  AZ ,  &  nommait  les  con^ 
nues  Aay  it*  AG^  fi  GF  ou  AZ,  ai  &  les  inconnues 
CP,x»  PM»yi  les  triangles  fêmbkbles  AGF,  MPA» 
iiZAayMPa»  donneront  ^G(^)  QF  {a)  ::MP(y). 

AP  {t±x)  =z^.  Et  AZ  (a),  Aa(it):i  PM(y).  aP 
<*If.x)=— .  Et  par  confêquent  on  aura  toujours 
AP^Pa  {tt—xx)z=^y  foit  que  le  point  P  tombe  au 
deflïis  ou  au  defTous  du  centre  Cj  d'où  l'on  ûre  yy=: 
L  */—  ?ïï .  La  ligne  PM  fera  donc  *  une  ordonnée  à  l'axe  ♦  Art.  41. 
Aai  &  partant  le  point  JVf  fera  à  l'Elliplè  MAM.  Ce 
fu^'il  fJUit  démontrer. 

Coi.oii.AiaE   I. 

4^4  Di,Li.  on  voit  comment  MAtsat  Aa  d'une 
fiiipfe  MAM  éuot  àoBSûé  avec  fjoa paramètre  f,  te 

Dij 
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ayant  .mené  par  Tune  des  extrémités  A  de  cet  axe,  un* 
ligne  df  oite  quelconaue  ^  M  dans  l*un  ou  Tautre  des 
zn^ij^kAZsdALy  taits  par  cet  axe,  Se  par  la  ligne 
ZAL  parallèle  à  fon  conjugué  Bbi  on  voit,  dis- je,  ce 
qu*il  faut  faire  pour  trouver  fur  cette  ligne  le  point  M 
où  elle  rencontre  TEUipiè  MAM. 

CorollairbII. 


FiG.  ao< 


point  j4  , 1  une  des  extrémités  de  Ion  conju- 
gué  A  ai  puifqu'il  n'y  a  que  cette  feule  ligne ,  qui  paC» 
Kint  par  le  point  A^éc  étant  continuée  de  part  &c  d'au- 
tre ,  ne  la  rencontre  en  aucun  point  ^  &  n'entre  pas  de- 
dans. 

PROPOSITION      IV. 

Théorème. 

50,  \J^ous  les  diamètres  comme  M  Cm,  font  coupes  eft 
deux  également  far  le  centre  C ,  &  ils  ne  rencontrent  PElliffc 
qiien  deux  f  oints  M ,  m. 

Ayant  mené  Tordonnée  MPy  &  pris  Cf  égale  à  CP^ 

fi  Ton  mené  la  perpendiculaire  fm  terminée  en  m  parla 

droite  MCm\  il  eft  évident  que  \^s  triangles  CPM^ 

Cp  m  font  fèmblables  &  égaux ,  &  qu'ainfî  CM  eft  égale 

♦  Art.  4J.    à  C»î ,  &  PM  ipm.Or  comme  *  les  ordonnées  qui  Ibnt 

également  éloignées  de  part  &  d'autre  du  centre  C,  font 
égales  entr*elles,  &  que  PM  eft  une  ordonnée  ,^  il  s'en- 
fuit qaepm  foraauflï  une  ordonnée  j  &  par  confèquenc 
que  le  point  m  eft  â  TEllipfe. 

De  phis  il  eft  vifible  que  fi  Ton  imagine  une  parallèle 
à  Taxe  St ,  qui  fè  meuve  de  C  vers  A  5  la  partie  de  cet- 
te parallèle  renfermée  dans  Tangle  ACM ,  ira  toujours 
en  augmentant  à  mefïiré  que  C  P  croît ,  &  qu'au  con- 
traire  la  partie  de  cette  paxallele  renfermée  entire  le 
^uart  d'EÙipfe  AMM  &  l'axe  CA^  c'eft  àdire>  Tordon.. 
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fiée  PM  *  ira  toujours  en  diminuant  $  d'où  il  fiiic  que 
h  ligne  droite  CAf ,  qui  paflê  par  le  centre,  ne  rencon- 
tre rEllipfè  qu'en  un  point  M  du  même  côté  de  l'axe  j 
&  il  en  eft  de  même  pour  le  points  pris  de  l'autre  côté. 
Donc  &c. 

De' FINITION  5. 

II. 


un  diamètre  MCm,  une  ordonnée  Jl/P  al  un  oui  autre 
axe  Aa^ic  une  ligne  droite  M  7",  en  forte  que  C  7*  foie 
troificmè  proportionnelle  i  CP^  CA  i  le  diamètre  Sd 
parallèle  à  JV/7*,  cft  appelle  Diamètre  etnjuytè  au  dia- 
mètre Af  w  i  Et  réciproquement  le  diamètre  Af  m  eft  die 
conjugue  au  diamètre  5  /  :  de  forte  que  les  deux  enfcmx 
ble  font  appelles  Diamètres  cer^nyUs, 


II. 


Ainfî  VO  parallèle  au  diamètre  Ss^  eft  Ordonnée  à  fon 
conjugué  Mm. 

15- 
La  troifîémc  proportionnelle  à  deux  diamètres  con- 
jugués ,  eft  appeUée  paramètre  du  premier  de  la  propor- 
tion. Ainfi  la  troifiéme proportionnelle â  Af «,  5/,  eft 
appeUée  paramètre  du  diamètre  Jlf». 

COHOLLAIHE. 

y  l.  Si  l'on  nomme  la  donnée  C//,  /  j  &  les  indétes. 
minées  C/»,  x  î  /»  r,  j  »  il  eft  clair ,  félon  la  définition  i  !•= 

que  Cr  (JC-+/)  =  ji  &qu*ainfi/x=//'— xjess^P»/»*- 


Di9 


^o  LivuE    Second. 

PROPOSITION     V, 

Théorème. 

J2"  bi  Pon  mené  parles  extrémités  M^S^de  deux  eUame- 
très  conjugués  M  m ,  S  ^,  deux  ordonnées  }AP,Skyàun  axe 
Aa  :  je  dis  que  la  partie  CK  de  cet  axe ,  prifi  entre  le  centre 
(^  la  rencontre  de  l't^ne  des  ordonnées  S  K ,  C/^  moyenne  propor- 
tionnelle enfre  les  deux  parties  AP,  Pa,  faites  par  la  rgncau 
tre  de  1^ autre  ordonnée  M  P. 

//  faut  prouver  que  ÇK  *x=  AP  x  Pa. 
Ayant  nommé  \ùs  epnnuçs  CA»  *  J  CP,  xiPTtSiU 
?^»T.  jt.     l'incQnnuë  CK,  mi  oa  ^iaszAPnFa==.tt--xxz=z*s», 

&  AK^ K,4=*t.-^mm=is x—^rxx—mm ^  mectanjt 

_       pour  ttÙL  valeur  xx—^fsx.  Cela  pofë ,  Iji  propriété  de 

Art.^x,     pEIlipfe  *  donnera  AP*Pa  (sx).  AKy^Ka  (  sx-^xx—mm)  :  : 

PM^.  iSCS*  a  TP*  (ss).  CK  {mm),  à  caufe  des  tdàn- 
gles  fèmblables  TPM^  CKS.  D'où,  l'on  tire  en  multi. 
pliant  les  extrêmes  &  les  moyens,  &  en  tranfpofànt  à  l'or. 

dinaire,  cT  lmm)  =  ^^^^=sx=zAPiiP4.  Ce 
^u*il  falloit  dèmonirer. 

COKOLLAIIIE. 

13 •  Puisque  "ck  zs^tt—xx^  il  s'enfuit  que  Cyi-r- 
t^rt.iu    "cK    ou  AKi^Ka=:xx,    Or*  CA''  (tt).  C£\cc)  :-. 

^^x2Crf(xx).6X  =~.  Et  C^   {tt).C£  {ce):: 

APiiPa {tt—xx).  "PM  =r<:— ~ .Deplusàcauièdej 

triangles  réâangles  CPMfiRS^on  aura  le  quarré  CM^  ou 
CP—k-¥Mz=xx-^cc  —  ~ ,  &  le  quarré  es*  ou  CK' 


KS  =//— *aM-  — .DoncCAf  -+C6"  =itt^\-cc, 

Ceft  à  dire  que  lafomme  des  quarrés  de  deux  diamè- 
tres conjugués  quelconques  Mm^Ss^  eft  égale  à  laibmme 

des  quarrés  des  deux  axes  Aa^Bb. 


PROPOSITION     VI. 

Tlieorêmc. 

54*  Le  qudffi  Jtmie  ordafmie  qMekanfue  O  N  audidme* 
tre  Mm^  efi  au  rè&an^  de  MOxOin  fait  des  parties  de  ce  dia- 
metrei  comme  le  quarri  de  fin  ce^itgmé  SSyCfia»  quatre  dm 
même  diamètre  Mm.     

Il  faut  frauver  que  ON  .  MOxOm  ::  Ss  •  Mm  . 

Ayant  mené  les  parallèles  NQ^  OH^i Taxe  Bb^U 
h  parallèle  OX  à  fon  conjugue  Aa^  cpà  rencontre  au 
point  K  l'ordonnée  NQ^volon^ét ,  sll  eft  neceflaire  ^ 
on  nommera  les  données  CPy  xj  PM^yi  Cj4,ti  PT, 
Ji  &  les  indéterminées  HQjon  OR^ai  CH^  l;  Se  on 
aura  â  cauiè  des  triangles  femblables  CPM,  CHO ,  & 
MPTy  2/ROy  ces  deux  proportions  CP{x).  PM  (/  )  :  : 

CH{b).  HO  ott-R(2  =  |-  ^TP  {,s).  PM  {y)..  OK 

{a).RN~^  Celapofé. 

Puiibue  (/g.xr.)  NQ^cfk  toûjourt  la  di£Sbrence  de 
RqJ,^)  ,  RN (^) ,  &  C(2.  la  fomme  de  CH  {i) , 
HQJ,a)y\oTf<jàe  le  point  N  combe  entre  les  points 

M  y  5,  onmySiic  qu'au  contraire  (>%.  zx.  )  ?7j2cfttod- 

jours  la  fbmme  de  RQ^RN,  ôc  CQÏz  diflference  de 
CHyHQj  lorfque  le  pomt  N  tombé  par  tout  ailleurs; 

on  aura  NQ,  =  ^±-7/ -+1^.  &  CjC^  =*«^ 
qpi.*^-+-W  5  f^avoir  —  ~2-&-+irf*  dans  le  premier  cas, 
&  au  contraire  — t-^  &—  2^  dam  le  fccond  cas.  Or*  *uirt. 


S. 


.îî]îf>).5P='2^=^^^S^=^'    En  compa. 
tant  enfemble  ces  deux  valeurs  du  quarré  àc  N  Q^ 


Il  y/    I.  ^^hy     ,  «•/j^ 


Ji^JK       -^         SM  ■         Ji 


on  formera  Tégalité 

fSrr-f^y^^^teA  ^  dans  laquelle  effâçancd'unepartle 


3x  L  I  V  n  E    Second. 

terme  '-^^^  &  de  Tautrc  le  terme  -t-i^-i^  qui  lui  eft 

.    SX  — '/^— 1^     ^1 

-^'•^  su    égal,  puifque  *  sx=:tt—xx^  &  diviiànt  par^^ ,  il  vient 

^h  as tt     Méh^ht 

XX        ^  ss 


"^Art. 


50. 


Si  Ton  multiplie  par  xat,  &  qu*on  tranfpofe  bt^on 

trouvera  __  ou  7;;^^  = ;^::;ii 5  &  multipliant 

fc  premier  membre  par  iJXAr,  &  le  fecond  par  le  quarré 
de  tt—xx  valeur  dp  sx  (ce  qui  iè  fait  en  multipliant 
iîmplement  le  numérateur  par  tt—xx  )  on  aura  aax^ = 
t^xx—aattxx'-^h^'r^ttx^'--\'aax^—\'bbttxxi  d'où  enefEu 
çant  de  part  &  d'autre  aaxA ,  tranfpo&nt  aattxx ,  &  di^ 

viiànt  par  ttxxy  Yon  tirera  H(l^  ou  0-R  (^^)  ;=;=/^— xjç 


XX 


Maintenant  fi  Ton  nomme  le  demi  diamètre  CM  ou 
Cm^gj  on  aura  à  caufê  des  triangles  fémblables  CPM^ 

€H0^  cette  proportion  Ci»  ^x).  CAf(0--  ^^  (^)* 

CO  =  Ç^.  Et  partant  MO^Om=:^—^-^ .  Or  les  trian^ 

gles  femblables  OJKi/,  CK5, donnent  ÔÂ^*.  C5*::  ÔÂ* 

»  ^r*.  p.      (  /*-xx^^*- $^).CK**  (//-xx) :;  MO*iOm  (?*""""}« 

•t  X  #  XX 

CM^  (  zjO  •  Puifqu'en  multipliant  les  extrêmes  &  les 

rouve  le  même  produit.  Donc 


CoKOLLAinE    General. 

55-  il-  eft  vifîble  que  ce  qu*on  a  démontré  dans  la 
Propofîtion  féconde  par  rapport  aux  deux  axes  Aa^ 
Bb^  s'étend  par  le  moy^n  de  cette  Propofition  à  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  Mm  y  S  s.  Or  comme 
If  s  articles  40,41,42,43,44,45,47,48  &  49,  fe  tirent 
de  la  féconde  Propofition ,  &  fiibfîftent  également ,  fbiç 
que  l'angle  ACB  fbit  droit  ou  qu'il  ne  le  fbit  pas  3  il 
s'enfuit  que  fî  Ton  fuppofè  dans  ces  articles ,  que  les  li^ 
gn^s  Aay  Bb^  au  lieu  aêtre  les  dçux  axes ,  foient  deux 

diamètres 
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^ametres  conjt^és  quelconques  ^  ils  lèront  eneore 
vrais  dans  cette  iuppolitionx  car  leur  démonflration  de- 
meurera toujours  la  même  )  &  il  ne  faut  pour  s'en  con- 
vaincre entièrement ,  que  les  relire  en  mettant  par  tout 
ou  fc  trouve  le  mot  d*^xe  celui  de  Diamètre. 


COHOLLAIILE     II. 

5^«  OoMME  les  articles  44  &  49,  fubfiftent  avec  la 
même  force ,  lorfque  les  lignes  Aa^Bby  au  Ueu  d'être 
les  deux  axes ,  font  deux  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques, tels  que  Mm  ^  S  si 'A  s'enfuit  que  la  ligne  MT 
menée  par  le  point  M  l'une  des  extrémités  d'un  diame-* 
€re  quelconque  A/m,  parallèlement  à  fbn  diamètre  con- 
jugué. S$^  eft  cantate  en  Af ,  &  qu'il  n'y  a  que  cette 
fèuli?  ligne  qui  puiSè  toucher  l'EUipfe  eo  ce  point. 

D'où  Ton  voit  que  d'un  point  donné  fur  uoe  EUipfCj 
on  ne  peut  mener  qu'une  feule  tjtngente. 

COHOLLAIILE     II L 

57*  De-la  il  efl  évident ,  félon  la  définition  n*,  que 
£  l'on  mené  par  un  point  quelconque  M  d^une  EUipfe  , 
une  ordonnée  Mp\  l'un  ou  l'autre  axe  Aa  3  hi  qu'ayant 
pris  CT  du  côté  du  point  P^  troifléme  proportionnelle 
a  CP^  CA^  on  tire  la  droite  MT:  cette  ligne  Jlf  7*  fera 
rangente  en  M,  Et  récq>roquen\ent ,  que  fî  la  ^^cy^  M  T 
-eft  tangente  en  JVf  ^  &  qu'on  mené  l'prdonnce  MP  i 
f  un  ou  l'autre  axç  Aa,  les  parties  CP^  CA,  CT  de  cet 
axe,  feront  jf  A  proportion  ^ométrique  continue. 

C01..0X.LAI1LE     IV. 

f  o#  5i  l'on  imazine  dans  les  définitions  11 ,  12  &  13 , 
Zc  dans  les  deux  dernières  Propofitions ,  que  les  lignes 
Aa^  Sby  au  lieu  d'être  les  deux  axes,  foient  deux  dia* 
mètres  conjugués  quelconques  j  on  verra  que  ces  Pro- 
pofitions feront  encore  vrayes,  puifqu'elles  le  démontre- 
ront de  la  même  manière  qu'auparavant  :  comme  il  efl 
l^yidcitt  fzs  l'in^âion  as  lai  figure  ^3 ,  où  les  trianglçs 


)4  LiVRSSsCOKDr 

femMàbfcs  âeonent  les  mêmes  frofottàoiu  que  dans  fo 
cas  dcf  tœs. 

D'oïl  il  fxn  i*.  Qoe  le  CoK^laire  prëcedenc  doit  en. 
cere  arçir  tieu,  lorfque  la  ligne  ^^^  au  lieu  d'être  un  axe, 
eft  un  diamètre  quelconque,  t**.  (>ie  les  diamètres  cotv 
jugùës  Mm ,  S  fy  peuvent  être  les  deux  axes  dans  cette 
fùppofition  -y  &  qu'ainfi  on  peiit  regarder  lis  à/oax,  axes 
éomme  deux  diamètres  c<Mijngués ,  qui  fôoc  eâcr'ieax  de» 
jmgles  droits. 

PROPOSITION  VII, 

Théorème» 

Fxo.  M*         S9'Siffr»it  feint  ^kMfMeetmu  EllipfifMta  fêMT 

centre  le  foiM  C,  tem  tin  mie  efdttmUe  MP  i  tiM  des  axes 
)  Aa^  (f  «XV  ferpmdicnlaire  MG  J  Ztf  tangente  M  T  fsi  fajfe 

far  le  foint  M  :je  àis  ane  CV/ha  fàjt&rt  i  P  G  «»  raifim 
demtèe  de  taxe  Âa  kfrn  paramètre. 

Car  nommant  le  demi-axe  CA  ou  C<<,  />  &  les  indé- 

ZArt.  57.  terminées  CT,  x\  PM^yi  on  aura  *  CT-=i  j  j  &  par- 
tant PT^=.  *~^ .  Or  ks  triasses  réâangles  fèmbku 
bics  TPM,  MPG,  donnent  TP  (  2^  ) .  PM{f)  :: 
/'JVf  (^  ) .  i»  6 = -i^^ .  D'où  l*oû  tire  cette  proportion 

CP{x).PG  (•^^)'.iAP*Pa{tt^xx).'pjr  iyy). 

Puifqu'en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  on 

forme  le  même  produit  xyy.  Mais  le  réûanglc  AP  x  Pa^ 

*Art,  41,    eft  *  au  quarré  PÂT,  comme  Taxe  Aa  eft  à  ion  para- 

mètre.  Donc  &c. 

PROPOSITION    YlII. 

Théorème. 

Ti«.  15.  éo.SiPonmene  far  itnfwntfiuUaaqnel&J^mulUipfi), 

tangente  TMS ,  é-amx  denxfiym  ¥,f,ies  àreittt  MF, 


.  jpaj.  34  . 


} 


Uf'yfeilisfmiejjagiesFMT^  fMS^fiiéts  férus l^i 
de  fan  (^  ^A^^  ^^^^  ^  td/nfena  TMS ,  fimégémx  ntr^m 

iUX. 

Car  apnt  mené  les  perpendiculaires  FD^fi^  fax  cet- 
te  tangente  ^  le  premier  axe  j4a  qui  la  rencontre  en  7*^ 
&  Tordonnée  A//'  à  cet  axe ,  &  nommé  \ts  données 
CA  ou  Ca,  t  i  CF  ou  C/,  mi  &  Tindcterminée  CA  ^> 

on  aura  JVfi^*{/-^).  JV//(/-f  y)::  r^,ouCr*  i^^/^^^ 

(j)-CF(;»f).r/ouCr(j)-+C/(»).    Pm/qu'en      ^       * 

multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  on  trouve  k 
même  produit.  Or  les  trianeles fèmblables  TIJD^Tfd^ 
donnent  TF.  Tfi  :  FD.  fd.  L  hypothenuie  MF  du  ttiaiw 
gle  réâangle  MDFj  fera  donc  a  rhyjpochenuie  Mféa 
triangle  réâanele  Mdf^  comme  le  coté  DF  efl  au  côté 
dfi  6c  par  coniequent  ces  deux  triangles  feront  fèmbla- 
bles. Les  angles  FMD^fMd,  ou  FMT^fMS^  qui  foot 
oppofës  aux  côtés  homologues  BFy  df^  feront  donc 
^gaux  enti^eux»  Ct  qifil  falUit  demtmttr. 

C0K.0LLAIK.E. 

^I*  \J^'\.K  il  eft  évident  que  la  tangente  TMS 
étant  prolongée  indéfiniment  de  part  &  d'autre  du  point 
touchant  Af  >  laifle  TEliipfe  toute  entière  du  côté  de  k% 
deux  foyers  F^  f.  Or  comme  cela  arrive  toujours  en 
quelque  endroit  de  l'Ellipfe  Que  tombe  le  point  il/,  il 
«*enfiut  qu'elle  fera  concave  dans  tcnite  fbn  etenduiî  an* 
tour  de  les  deux  foyers  y  te  par  confèquent  auiE  autour 
de  fba  centre. 

P  ROPOSIT  I  O  N    IX. 

Thcorêmc. 

tn  AjLfme  fardlUU  OAE  k/MCenjfiguê  Bb,  laquelle  rel^ 
€eimre dMK aêtms diamètres  temwffiis  Melceeumes  Mm^  Sl^ 

Eij 


3^  LrvrB' Secoi^BV 

OMX  points  D,  E  ;  y^  dis  que U  rèHande  de  D  Pipdrk^^  èfi 
igal  an  quatre  de  la  moitié  Q^  du  diamètre  B  b. 

Jl faut  prouver  que  D  Ax  AE  =  CB  . 

Ayant  mené  par  les  extrémités  JVf,  5,  des  diamètres 
conjugués  Mm  y  SSy  les  ordonnées  MPy  SKyZu  diamè- 
tre ^a^  on  nommera  les  données  C-^,  tiCMy  cy  &  les 

*  jtrt.^%.    indéterminées  CP^  xy  PMy  y}  &  on  aura  "^  CK:=- 

AP^  Paz^tt-^xxy&cp^r  confequent  j4 K^Ka  ou CA^ 

M^.  54-   r-cTz=:xx.Or''Jc'  {ce).  CÂ^ (tt)  xyMP\yy)^ 

AP>^Pao\xCK—^  .  EtCA\tt\JC3^  {cc)::u4K^K^ 

(xx).  KS^  =  ^^  .Donc  en  extrayant  les  racines  quar* 

rées ,  Ton  tire  CK=±^  j  Se  KS=:-  .  Mais  les  triangles 
femblables  CPM^  CAD^  &  ÇKSyCAE^  donnent 
CP{x).PM{y)iiCA{t).AD:=:i^.^CK(^).KS 

(j)::  C A {ty.  AE='^ .Donc DA^AE=:zcc='MC^ 
Ce  qnUlfalloit  démontrer.    ; 

PROPOSITION    X. 

Problême. 

F  i  G*  '•  17»        63.  X3  E^x  diamètres  conjugues  A  a,  B  b  yifune  itlipfi 

étant  donnés ,  avec  une  ligne  droite  M  C  m  qui  paffepar  le 
centre  C  5  marquer  fur  cette  Uffie  Us  pims  MyXn^oà  elUren- 
centre  l'Ellipfe. 

Ayant  mené  par  Tune  des  extrémités  A  du  dianfetre 
Aay  une  parallèle  indéfinie  AD^  i  Ton  conjugué  Bb^ 
laquelle  rencontre  fa  liMe  CM  donnée  de  pofîtion  au 

{)oint  D  î  on  tirera  par  fc  point  A  perpendiculairement 
ùr  A  D,  la  ligne  A  O  égale  iCBy&ç  par  les  points  O,  D, 
la  ligne  O  D.  On  décrira  du  rayon  OA  un  cercle  qui 
coupera  la  ligne  OD  en  deux  points  Ny  »,  par  où  Pon 
tirera  des  parallèles  NM^  nmyih  ligne  0  C  qui  joint 
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les  centres  de  r£llip(è  &  du  cercle.  Je  dis  qae  lespoints 
M^m,  où  elles  rencontrent  la  ligne  CJD,  feront  à  rHlipfe, 
&  détermineront  par  coniëauent  les  extrémités  du  dia- 
mètre Af  Cm  donné  de  poution. 

Car  menant  les  parallèles  Af/^,  2^0^^  à  AD^qui  ren- 
contrent les  lignes  C^^  0^,aux  points  Py  Qï  les  trian- 
gles fembkbles  CDO,  MDN,  &  CDA^MP^  & 
ODA^  ONQ^^àontiQTontCA.  CP  t:  CD.  CM  ;:  OD. 

0N::0A.0(l^c'Q{ïidireyCA.CP::0j4.0Q.Et^^znznt 
il  Ton  mené  la  droite  JP^^^  elle  fera  parallèle  i  OCi  te 
par  confequent  aufE  i  MN  fùppoice  parallèle  1  OC. 
Ainfi  les  parallèles  MP^  I^d  y  feront  égales  entr'elles. 
Cela  poié,  fî  Ton  nomme  les  données  CAgti  CBou 
AO  on  OV ^  fi  &  les  indéterminées  CP^xi  PM  ou 

N(lyyion2XixxCA{t).  CP(x)  ::  OA  {€).0(l=^ 

£t  â  caufe  du  triangle  OQJ^  réâangle  en  Q^k  quarré 

JFq^ ou MP'^yy}  =  ÔN'  (Ci) -^OQ^i^      LaU- 

gne  MP  fera  donc  *  une  ordonnée  au  diamètre  Aa^  &  '^Art.Au& 

par  cotifëquent  le  point  M  appartiendra  d  THlipie  qui  j^ 

a  pour  dianietiVs  conjugués  les  droites  Aay  Si.  Mais  à 

caufë  des  parallèles  IfM^  OC,nm,h  ligne  A/m  efl  di- 

vifëe  en  deux  également  par  le  centrée  jpuifque  par  la 

jiroprieté  du  cercle^  T/n  Fefl  au  point  0.  Donc  le  point 

m  appartiendra  *  atdfi  -i  la  même  Ellipfè.  '^Aff.  ro« 

Si  les  diamètres  conjugués  AdyJBi,  éroient  les  deux 
axes,  les  parallèles  CO^  Pdj  fc  confpndroient alors  avec 
les  lignes  CA,  AOy  qui  n*en  ferment Wune  feule  j  ce  qui 
rendroit  la  coniiruâion  &  la  démonitration  un  peu  plus 
faciles. 

PROPOSITION    XL 

Problême. 

^4*DïU3f  diamètres  cenjitguh  Aa,  Vb ^  éPkne  Elliffe    Pi^,^ 
iiant dumési  en  inmverles dewxaxes Mm^  Ssi (^démêmrer 
f»*il  fi  y  en  feut  av9ir  que  denx^ 

£ii| 


*'^.  ll. 


)S  LlTILE     SiCONf). 

Âyaiur  mené  par  l'une  des  extieoûc^  ^  du  dkffletrtf 
;^^une  parallèle  D£  â  (on  coajuçué^^,  on  cirera  ^^ 
perpeadiculaire  â  Z)£  &  égale  à  C^.  Âyanc  joîac  O  C,  oa 
mènera  par  fbn  point  de  milieu  F  la  ligioe  i^G  qai  la  com 
pe  â  angles  droits ,  &  qui  rencontre  au  point  G  la  ligné 
DE^  fur  laquelle  on  prendra  de  part  &  crautre  du  poim  ^ 
G  les  parties  GD^GEy  égales  chacune  â  GO  ou  G C.  Tî* 
rant  enfin  les  droites  CDyCEi'yi  dis  que  les  deux  axes . 
Mmy  Ss^  font  fitués  (îirces  droites. 

Car  les  deux  axes  pouvant  être  regardes  *  comme 
deux  diamètres  conjugués,  qui  font  entr'eux  un  angle 
droit ,  ils  rencontreront  la  ligne  DE  en  des  points  D^B^ 
tels  que  le  cercle  décrit  de  ce  diamètre  paflèra  par  les 
deux  points  d  0\  puifque  le  réâar^e  DA^AE  étant 
tAn.  il.    égal  *  au  quatre  àtAO^  Tangle  BOE  fera  droit ,  auHî* 

bien  que  l'angle  DCE.  Or  ifeft  évident  que  c'eft  préci, 
iëment  ce  que  Ton  vient  de  faire  par  le  moyen  de  cette 
conftruâion)  puifijue  les  lignes  GO^  GC^  GE^  GD 
étant  toutes  égales  entr*elles^  iontles  rayons  d'un  mêmç 
cercle.  Mais  comme  il  ne  peut  y  avoir  uir  la  ligne  DS 
que  deux  points  D,£^  qm  fàtisoflènt  en  même  temps i 
CCS  deux  conditions  ^  fçavoir ,  que  Tangle  DCEtc  V^u^im 
0iQ  DOE  ibient  chacun  droit  ^ il  s'enfuit  que  les  diame«* 
très  conjugués  Mm^  SSy  qui  font  entr'eux  un  angle 
droit ,  feront  Içs  mêmes  que  les  axes }  &  qu'il  n^y  en  peut 
j^voir  que  deux. 

Maintenant  pour  en  déterminer  la  grandeur  ^  il  n'y  a 
qu'à  tirer  les  droites  OD,  OE  i  te,  par  les  points  N^  R^  oà 
elles  rencontrent  le  cercle  qui  a  pour  rayon  OA,  mener 
les  parallèles  NM ,  RS.  Car  il  eft  évident  *  que  les  poinQi 
MySyOt  elles  rencontrent  les  droites  CDj  C  E  y  appar- 
tiendront à  i'Eilipfê  qui  a  pour  diamètres  conjugués  les 
lignes  Aa^JpbyiL  qu'ainU  ils  feront  les  extrémités  dç  fès 
Jixçç, 


*-^rr.  ^|. 


éfé  Si  l'^n  propofbk  de  trouver  deux  diamètres  cou. 
)agaés  Mm^  S  s,  qui  firent  entr'eux  on  angle  MCS  égal 
à  un  angle  donné  )  deux  autres  diamètres  conjugués  j4é(, 
£i,  éunt  donnés»  Il  eft  vifible  que  la  queition  te  rédui- 
roit  i  trouver  £dr  Iz  ligne  DE  donnée  de  pofîtion  ^  deux 
points  Z>^  E^  tels  que  menant  aux  deux  pomts  0,  Cy  doa- 
nés]lion  cette  ligne^  les  droites  DO,  OE,  CDy  CE^ 
l'angle  DOEfàt  droit .  &  Tande  D CE  é»d â Tangle 
donné.  Mais  comime  la  folution  de  ce  Problème  efta&z 
difficile,  on  Ta  renvoyée  dans  le  lo^  Livre ^  &  on  a 
itdvi  ici  une  autre  voye ,  qui  eft  plus  funple }  c*eft  de 
trouver  d'abord  les  deux  axes,  &  de  s'en  lervir  enÂiite 
pour  trouver  les  deux  diamètres  conjugués  qu'on  deman* 
de  y  comme  l'on  va  enieigner  dans  la  Propofition  iiii- 
vante. 

PROPO  SITION    XIL 

Problême 

€6.  X4  E  s  deux  éxes  Aa , Bb ,  Jtmie  Eiiffe  StMt  JUmts  J  pic.  xZ.i9i 
fmpver  deux  diamètres  cenjugués  Mm ,  S  s,  quifaffeni  euei* 
€ux  tangte  M  CS  é^al  i  un  anf^demi. 

Je  fiippofe  que  les  diamètres  Mm  y  5/,  fbient  en  efiêc 
ceux  quon  demande,  &  qu'ils  rencontrent  aux  points 
2>,  £,  la  ligne  droite  indéfinie  DE  menée  par  l'extré- 
mité A  du  petit  axe  A  a  parallèlement  au  grand  Bh. 
Et  ayant  tire  du  centre  C  de  l'EIlipfe,  la  ligne  CF,  qui 
fâfle  avec  Z)£  au  point  F  l'angle  CFfégal  a  l'angle  don« 
né  M  es,  je  nomme  les  données  CA,  ti  CB,  ci  A  F, 

^i&  l'inconnue  A£,xj  ce  qui  donne  AD=.*  ^,  CM  *Art.  fxi 

c=^/r— t-^à  cauiè  du  triangle  réâangle  CAE.  Cela 
pofé. 

Les  triangles  F  FC,  CE  D,  feront  femblables  5  puifque 
J^angtc  au  poiot  £  eft  commun,  le  que  Tangle  CJf£  ^ 


40  L  l-V  K  E     S  E  C  O  M  ». 

ctc  fait  égal  i l'angle  MÇS;  ç'çft  pourquoi  FE  (  Xc^a). 

mulpplianc  les  excrdm.es  &  Içs  moyens ,  Ton  forme  l'éga-* 
^tc  jy;.—^«;—*-fr—^=:«-+i^^  effaçant  de  parc  & 
d'aucre  i^  muldplianc  eni^ùice  par  j^j  &  divifànc  par  4t^ 
û  vienc  jy;^—  —  ^-^^i^^-^cczizo.  Et  en  Êdfanc  (  pour  fa. 

çilker  le  calcul  ) =.  ?  ^  j  pç  c)\iangef a  rëgalitc  pré- 

cédence  en  celle-cî  iy;.— .2^i^--4-rrq=#j  ou  .i^y;^-rz^^-+ 
bb:^=zbb-^cci  ce  qui  donne  en  extrayant  de  part  8^  d'au- 
tre la  raciae  qiiarr,ée  ^— ^  oju  ^— -li^^;?!^^^  — ^^  j  &  par 
confëquent  Tinçonnuë  AB  {xJ^zzzb-^i^bb^cc.Yoïci 
maintei^ant  la  coni^rudion  aue  cçtte  dernière  égalité 
fournit. 

Ayant  prolongé  le  petit  axe  Aa  jufqu'au  point  0^  tn 
/brte  que  A  O  /oit.  éga|e  â  U  n^oitjié  CB  du  gf and  j  (biç 
cirée  C/",  qui  faflè  avec  DE  menée  par  le  point  A  pa, 
rallelempnt ^  J^^Tangle  CflS  ^eal  â  Tangle  donné. 
Ayant  joint  OF^  foient  tirées  les  droites  OH,  CG ,  per* 
pendicul^res^fùr  OJF,  C-F,  qj»  rpncpntrejit  JD-E  aux 
points  II j  G  (  on  n'^  point  marqué  dans  les  figures  iS 
ce  29^  les  points  H ,  G,  lur  la  ligne  D£  i  parce  que  ces  fi^ 
gurçs  auroient  étjp  trop  grandes ,  &  quç  d'^lçurs  il  eft 
facile  de  les  y  itn^gin^x) .  5oif  dpcrjjt  au  centre  0  »  £c  du 
rayon  OK^  égal  à  lia  moitip  de  G/f  ,'partiç  de  -^D  prolon- 
gée ,  comprif^ entre  GScH^un  arc  dp  f:ercle  qui  coupe 
J)E  aux  points  iC,  iCj,&  ayant  pris  fur  D£  Içs  parties  K  D^ 
KEy  égales  chacune  à  KO^  fbipnt  tirées  par  le  centre  C  de 
TElIip/è ,  les  droites  JD  C,  £  C.  J[e  dis  que  les  diametreç 
cherchés  Mm,  Ss,  ibi^t  iîtués  lur  ces  lignes. 

Car  àcaufe  des  angles  droits  i?JiC,  ÏCG,  &  FAO^ 

rOHi  on  aura  AG:=:  J,  AH=^  J  î  &  partant  G/£ 

=  î^^  =  2^.  Le  rayon  0^  qui  eft  égal  i  la  moitié  de 
refera do»c^galÀ*>.*;i  P*»fe  d»  triangle ré^au; 


«<«. 


gle  OAK^  on  aura  AK=^hb'-^c^  &  -^^5  on  JgJgnP^^ 
^6:^i/UZ^,  8c  A  Don  KD±AK=i±^il!^^  Or 
cela  pofê  ^  fi  l'on  multiplie  la  valeur  de  A£  par  celle  de 

'^D,  il  vient  AExAD=^cc=zC£^iic partant  *  les  dia-  *Art.4i: 
'  mètres  Mm^Ss^ fbnc  conjugués.  Mais  le  réâangle  de 

îrf£— h-^iD  ou  BE  {xb)  fzrAE-^AF  ou  EF  {i^^^Ai-^c^^) 

en  mettant  pour  xab ùl  valeur  fr— //i&à cauiè  du  triangle 
rçaangie'C^£  le  quarrc  CE^=:AE^-^CA^=:xbb'^ 
aLb^ïb—€C—\'ti'^tc=z  DE>cEF  :  ce  qui  donne  FE.  EC  ::  £C  .  . 
JED.  £t  partant  les  triangles  JF  £  O»  C£2>>  feront  fèmbla- 
bles3  puifqu'ils  ont  l'angle  au  noint  E  commun,  &  que 
leurs  côtés  autour  de  cet  angle  font  proportionnels.  L'an- 
gle  M  es  fero.  donc  égd  à  rangle  donné  CFE.  Ceft  ce 
^ui  reftoit  à  démontrer. 

Maintenant  pour  avoir  la  grandeur  CM  y  C  S^  des  deux 
demi  -  diamètres  cherchés  ^  il  n'y  a  qu'à  tirer  les  lignes 
ODjOSj&mener  par  les  points  NyR,  où  elles  rencontre 
le  cercle  qui^  pour  rayon  OA^  les  parallèles  J^M^  R  S, 
àOC.  Car  il  eft  vifible  *  que  les  points  Mj  S,  où  elles  ren-  ♦  Art.  eu 
contrent  les  droites  CDy  CE ,  feront  à  l'Ellipfè ,  &  déter- 
mineront par  confèquent  les  extrémités  de  ces  diamètres. 

COKOLLAIJLC     L 

^7*  IL  ^^  de  ^^^^  conflrudion,  i^  Qu^afin^ue  Je 

Problême  fbitpoffible,il  faut  que  OiC/^^^  furpaflfe  ou 

ibit  égale  iAO  {c)'y  car  autrement  le  cercle  décrit  du 
rayon  O  JÇ,  ne  rencontreroît  la  ligne  DE  en  aucun  points 
ce  qui  efk  néanmoins  neceflàire  pour  la  conflruâion. 

2^  Quelorfoue  OK  fùrpafïc  OAyXyn  trouve  toujours 
par  le  moyen  des  deuxpomts  K^K^  deux  difierens  dia- 
Aietres  conjugués  Mm^SSy  qui  ^dsfont  également  : 
mais  qu'alors  le  diamètre  5/  de  la  figure  19  eft  égal  au 
diamètre  M  m  de  h  figure  18.  &  fèmblablement  pofc 
^  Tautte  côté  de  Faxe  Aa>  parce  que  AE  de  la  figure 


^tQé  ifh 


4z  .LxY&£    Se  conv^ 

1^.  eft  é^^  z  AD  de  la  figure  z8.  £t  de  même  que  le  diâu 
mètre  A/^  de  la  figure  19.  eft  égal  au  diamètre  5i  de 
la  figure  18.  &  femblabicment  bofé  de  Tàutre  côté  de 
Taxe  A  ai  parce  que  ^  27  de  la  figure  1^.  eft  épliAÉ 
de  la  figure  iS.  C'eft  à  dire  que  les  deux  difiërens  diame^ 
très  conjugués  Mm^  ^/,  qui  fitti^font  également  au  Pro-^ 
blême,  font  feniblabiement  pofés  départ  &  d'autre  de 
Taxe  AMy&i  que  dans  ces  deux  diâbences  pofitions  leur» 
grandeurs  démeurent  la  même. 

5^  Qh^  loriqueOK=:<7-/^,  les  dieux  points  d^inter* 
fedioniC,  K,  Ce  rétiniflent  au  point  touchant  ^3  &  qu'ain^ 
fi  il  n*y  a  alors  qu'a  prendre  los  paixies  A£y  AD^  égales 
chacune  à  la  moitié  C  j?  du  grand  axe  :  d'où  Ton  voie 

3u*il  ne  peut  y  avoir  alors  qu'îme  folution ,  &  que  les- 
eux  diamètres  conjugués  Mm^^Ss  ^  qui  fàti^font ,  font: 
égaux  entr*6ux. 

C  O  K  O  t  E  A  I   RE.   IT. 

FiG.iftipi.     éSlIt  eftclairauflî  que plus^J? (4) efl grande ,plus« 
^  '^*         Tangleobtus  donné  CFB  Tcft  aufC,  &  plus  au  contraire  la- 

ligne  O  K  (  ~^)  diminue  :  de  forte  que  A  F  étant  la. 

plus  grande  qu'il  efl  poffible,  Tangle  obtus  CJF£,  fera. 

auflî  le  plus  grand  j  &  au  contraire  la  ligne  OK^  fera  lai 

moindre,  c*efl  à  dire  égale  kAO.  Or  fi  Ton  mené  alors 
F  it«..  jp».    les  droites  Sa^abi  l^s  triangles  redangles  a  CB ,  CAD^. 

aCty.CAEy  feront  tous  égaux. entr*èux  3  puifque  les  H* 

gnes  y  AE  ^AD^  font  égales  chacune  à  la  moitié  CB  ou; 

Cb  de  Taxe  Bb^  &  que  C-^eflégal  à  C^.  Uangle-^CA/,. 

fera  donc  égal  à  Tângle  CaB^^Sc  Tàngle  ACSiVànglQ 

Cabiic  partant  ràngle  donné-  MCS  ou,  CF£ ,,  fera  aufS . 

égal  à  Tangle  Béib.  D*où  Ton  voit:: 
Fig;  iS.^9i      i^.  Que  fi  Ton  mené  de  l'une  des  extrémités  a  du  pe* 
&  }P-  tit  axe  Ad  aux  extrémités  B^  i^  du  grand ,  ,les  lignes  a  B^ , 

abi  Tangle  obtus  donné  CFE^  doit  être  égal  ou  moin-^ 
^Ar$.  Cj.    dre  que  ràngle  Bai^  afin  que  *  le  Problême  fbit  poffible. 

iPt.  Quelox^îu'il  lui  efl  égal,  comixiedans  la  ngureio;. 


De  l^E  lli  »  sï;  43 

il  n'y  a  que  deux  diamètres  conjugués  Mm ,  5/j  qui  (àds« 
iàilenc  9  le/quels  font  égaux  entr'eux. 

3^-  Queloriqu'ileftmoindre,ccHnniedanslesfig.28.& 
19.  il  y  a  toujours  deux  di£fèrens  diamètres  conji^és  qui 
£itisfbnt  également  5  qu'ils  font  ièmbkblement  pofés  de 
part  &  d'autre  du  petit  itxe  ,  cet  anele  demeurant  Je  mê. 
me  enrr'eux }  &  que  leur  grandeur  aemeure  auiE  lamême 
dans  ces  detu  différentes  pofitions, 

PROPOSITION    XIIL 

Problème* 

^9*  O  Bux  dumetrts  m^m^m^s  A  a ,  Bb,  tttm  Elùffi 
éfMf  dâHuèsi  la  décrite  fétr  un  mêavenunt  ctntHm. 

P&£Ml£t.S       MaNXS&E. 

On  cherchera.  *  les  deux  axes ,  iSc  on  U  dicnia  en-  *Art^  ^4. 
iîiite  idon  Tarcide  3^. 

SSCONDS     MAlfX£B.I^ 

Ayant  mené  par  fune  des  extrémités  A  de  Pun  des  Fiq.  ji, 
diamètres  donnes  Aa^  une  perpendiculaire  AH  fur  Tau-  ji. 
tre  ^i,  on  prendra  fur  cette  ligne  la  partie  AQàt  part 
ou  d'autre  du  point  A  égale  à  CS.  Et  aïant  tirélia  ligne 
CQ^  on  fera  giiâèr  la  ligne  G  F  égale  à  HQwe  tes  ex- 
trémités le  long  des  lignes  £è,  CQJ  prolongées  de  {>are 
ic  d'autre  du  centre  C  autant  qu'il  fera  neceflàire }  jufl 
qu'à  ce  qu'après  avoir  parcouru  fucceffivement  les  qua- 
tre angles  faits  par  ces  deux  lignes ,  elle  revienne  clans 
la  même  fituation  d'où  elle  étoit  partie.  Je  dis  quefî  l'on 
prend  GM  égal  i  Ad  »  le.  point  M  décrira  dans  ce  moa* 
vennent  l'Elhpfè  requife.  ^ 

Car  menant  GP  paiallele  â  QA^  qui  rencontre  en  P 
le  diamètre  ^^^^  6c  en  0  le  diamètre  ^^>  les  triangles 
femblables  QHQ^  COG,UCA(l,  CJPG^  donneront 
Ci2'CG'.'.  AQavi  GM,.  GP  t:  HQcn.  G  P.  GO.  Et  par 
conlequent  la  ligne  PM  &ia  patâirele  aadiametre  Slt. 
Cela  pofé.  F  ij 


F 10.  $f 


44  LrynE    Sbcoitd. 

Si  Ton  nomme  les  données  CA^ti  AQ^on  Cff-  oft 
Cby  Ci  &  les  inconnues  CPx  xy  PM^yy  on  aura  C^ 

f/)  CP  {x)t:Aa  (^)-  GP=j^.  Et  le  triangle  rédan-- 

gle  GPM  donnera  Pm)=l  QM—GP^^  c'cft  à  dire  ea 

termes  analytiques  yyz=:ce'^^^  •  La  ligne^ /^JVf  fera: 

^Art.j^&^  donc  *  une  ordonnée  au  diamètre  A  a  dans  TElliplè  qui 
5,5.  ^  a  pour  diamètres  conjugués  les  lignes v^^ ,  Bb.  Donc  &c.. 

Si  les  deux  diamètres  conjugues  Aa^^ÎBb^  étoient  les* 
deux  axes,  il  efl:  clair  que  les  lignes  AQ^  CQ^  tombe^ 
roient  fur  le  diamètre  A  a  quiièroit  l*un  des  axes ,  &  que 
le  point  H  tomberoit  fur  le  centre  C.  D'où  Tonvoit  qu'il 
fkudroit  prendre  alors  GJFégaleà  Cdy  fômme  ou  di£l 
ference  cfes  deux  demi-axes  CA ,  C-B  i  &  la  faire  glifler 
par  fes  extrémités  le  long  des  axes  Aa^Sby  prolongés 
s'il  efl  neceflaire. 

Comme  les  lignes  Aa^Bh^  s'entrecoupent  à  angles 
droits  au  point  C5  il  eft  clair  qu'en  quelque  fîtuationr 

[ue  fè  trouvé  la  drofte  G  F  pendant  qu'elle  gliflë  le  long- 
e  ces  lignes ,  le  cercle  qui  auroit  cette  ligne  pour  diamè- 
tre, pafferoit  toujours  par  le  point  Ci  ôcqu'ainfîla  ligne 
CD  qui  pafle  par  le  point  D  milieu  de  FGy  fera  tou- 
jours égale  à  I>P^  puifque  les  lignes  CD^BF^DG^k^ 
ront  toujours  des  raïons  de  ce  cercle.  Delà  naît  la  def^ 
cription  fui  vante. . 

Soient  deux  lignes  droites -CD,  2^P^  éêales  chacune  à 
la  moitié  de  CQ^^iomme  ou  diâerence  aes  deux  demi-, 
axes  CJ?>  CAi  attachées  Tune  i  l'autre  par  leur  extré- 
mité commune  D,  en  forte,  qu'elles- fe.puiflènt  mouvoir, 
autour  de.ce:  point ,  comme  les  jambes  dHin  compas  au- 
tour de  fa  tête.  Soit  attachée  l'extrémité  C  de  la  droite 
eD  dans  le  centre  de  TEllipfèj  &  fbit  entendue  l'extré- 
mité F  de  l'autre  droite  i^  D ,  fe  mouvoir  le  long  de  Taxe 
Bby  en  entraînant  avec  ellela  ligne  DC  mobifc  autour 
du  point  fixe  C.  Il  eflclair  que  fî  ron  prend  fîir. FD  (pro-. 

^ngéé,  s'il  eft  neceflaire  )  la  partie.  pM  égale  â  C^^lc* 
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l^iût  M  décrira  dans  ce  mouvcmeiu:  -  rEUipfë  qu'on 
ciierclie» 

PROPOSITION    XIV. 

Problème. 

70*  IjIcux  dUmetres  cùnjtm$es  A^yhh^  (tune  Elit  f  Je 
Ihant  domcs  i  la  décrire  farfkj^nrs  foitus^ 

P&EMisii^    Manière. 

Ayant  mené  par  Tùne  des  extrémités  A  de  Tun  àts.  dia^  p  ^  ^^  jj^ 
jnetres  donnés  Aa ,  une  parallèle  ind^nk  DAD  i  ion  ' 
conjugué  Sts  on  tirera  AO  perpendiculaire  à  AD  y  &  éga- 
le â  la  moitié  CB  du  diamètre  Bbion  joindra  OCi  ficon* 
éécrirz  un  cercle  du  centre  0,  &  du  raïon  OA.  Cela  fait 
on  mènera  librement  de  part  &  d'autre  de  CA  »  autant 
de  lignes  CD  y  CD^  &c.  qu'on  voudra  j  &  ayant  tiré  des 
points  Dy  Dj  &c.  où  elles  rencontrent  la  ligne  DAD,  au' 
centre  0,  les  lignes  DO  y  DO  &c.  qui  coupent  la  circonfé- 
rence du  cercle  aux  points  N^  N^  &c,  on  mènera  des  droi*. 
tesNMy  NMy  &c.  parallèles  i  OC^  lesquelles  rencontrenr 
aux  points Jlf,Af,&c.  les  droites  correspondantes  CDyCDy 
&c.  fur  lefquelles  on  marquera  de  l'autre  côté  du  cen- 
tre C  des  points  m  y  m  &c.  qui  en  (oient  également  éloi- 
gnés. Il  eu  évident  *  que  la  ligne  courbe  qur  paflera  par  *  Ari.  ~6y 
tous  les  points  3/,  ^,  &c  j  w,  w, &c. ainfî  trouvés , aura 
pour  diamètres  conjugues  les  droites  AayBi. 

Seconde    Manière. 

Ayant  pris  fur  l'un  des  demi-diametres  CB\  de  peti-  F 1  •*  j^: 
tes  parties  C£y  EEy  &c.  égales  entr'elles  , de  telle gran- 
deur  qu'on  voudra,  &  autant  que  ce  demi-diametre  en^ 
pourra  contenir  -on  lui  mènera  les  perpendiculaires  ED, 
EDy  &c,  qui  rencontrent  la  circonférence  circulaire  dc- 
\  crite  du  centre  C&  du  raïon  CB^  aux  points  D,  D,  &c. 

Ayant  joint  AB ,  on  tirera  par  celui  des  points  £,quiefl: 
feplus  proche  du  centre  C^la  ligne  JE /'parallèle  à  AB^^ 
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qui  rencontre  Cj4  au  point  P.  On  prendra  fiir  le  dia- 
mètre Aa  de  part  &  duutre  du  centre  Cj  autant  de  par- 
ties PPy  PP^  Ôcc,  ég^es  à  Ci*,qu'il  en  pourra  contenir} 
&  on  mènera  par  tous  les  points  P,  P,  &c,  des  paralle- 
Jcs  MPMj  MPMy  &c.  au  diamètre  ^*,  fur  chacune 
defquelles  on  prendra  de  part  &  d'autre  du  poi«  />,  àt% 
parties  PM^  PM\  égales  chacune  i  là  corre^ondante 
E  D.  Je  dis  que  la  ligne  courbe  gui  paflè  par  .tous  ce» 
points  M ,  fera  l'ElUp^  qu'on  demande. 

Car  nonimant  les  données  C-^,  /*  CS  ou  C7>,  a  Se 
les  indéterminées  CP,X7  PM^yi  on  aura  i  cauiê  des 
triaiaglcs  ftmblables  C^5,  CPE,  cette  proporâon  CA 
{t).CSic):<  CP^x)..  C£=Ç,  Etàcaufeduttianglfr 
CEZ>  rédangle  en  £^  le  guarré  FiJ*  ou  PÂi  {yy)  = 
*jlrt.^.  c3*{cc)  —  'CB^'-^y  La  ligne  Z»^  fera  donc  *  une 
^  ii-  ordonnée  au  diamètre  ^•^.  Et  ccwome  cette  démoi^ftra^ 
tion  convient  à  toutes  les  lignes  PM>  puiique  chaque 
CP  eft  toujours  à  iâ  correspondante  C  £ ,  en  raiibu  de 
CA  â  CB  :  il  s'enËûc  que  la  Courbe  qui  paflè  par  tous  les 
points  iV^trouv.cs^comn^e  cy-deflus,  ièra  t*£Uipfe  ^u'o^» 

iieniand?. 
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LIVRE    TROISIEME- 

De  tHyfirMe. 

DE'flMltlONS. 

AVANt  actadbé  iîir  un  plan  en  un  point  /  l'une  des  F  iCé  ^6. 
extrémités  d'une  longue  te^fMO^  en  forte  qu'elle 
puiilè  tourner  librement  aucour  de  ce  point  fixe/v  com^ 
me  centre  ^  on  attachera  à  ibn  autre  extrcnoké  0,ic. 
bout  d'un  fil  OMFy  dont  la  longueur  doit  être  moin- 
dre que  celle  de  la  règle,  &  duquel  i'autxe  bout  fera 
attache  en  un  autre  point  F^  pris  auffî  fur  ce  plan^-  * 
Maintenant  ^  fî  l'on  tait  tourner  la  règle  fMO  au^ 
tour  du  point  fixe  /,  &  qu'en  même  temps  l'on  fe.fèr. 
ve  d'un  Itile  M  pour  tenir  le  fil  OMF^  toujours  égale^ 
ment  tendu ,  &  la  partie  M  O  toute  jointe  &  comme 
collée  contre  le  bord  de  la  reele:  la  ligne  courbe  AJC 
décrite  dans  ce  mouvementjeftuiie  portion  d'/iy^f^#i!f. 

Si  l'on  renverfe  la  règle  de  l'autre  cocé  du  point  F^  on^ 
décrira  de  la  même  forte  l'autre  portion  Az  de  lamê^ 
me  Hyperbole.  •► 

Mais  3  fi  fans  changer  la  longueur  de  la  regie^  ni  ceL 
le  du  fil ,  on  attache  rextremité  de  la  règle  en  /• ,  & 
céilt  du  fil  en  /,  on  décrira  en  la  même  forte  une  au- 
tre Ugne  courbe  xax^  oppofée  à  la  première  J^Az ,  quî^ 
efl:  encore  appellée  Hyferiole^  £c  les  deux  en&mblc  font: 
nommées  HyfeH^Us^  êppàfies. 

1. 

IjQs  deux  points  fixes  -F, /^  font  nommés  les  Fcyers. 

La  ligne  Aa^qm  pafle  par  les  deux  foyers  F,  /*,  Se  quil 
eft  terminée  de  part&<i'autre  par  les  Hyperboles  oppo^ 
dics ,  eft  appellée  le  fremier  Axe.' 

Le  point  C,  qui  divifè  parle  milieu  le  premier  zxtAay^ 
eil  nommé  le  Centre.  ^ 


jLi  Livre   Thoisie'mï, 

Si  Ton  mené  parle  centre sC  une  perpendiculairie  in- 
idéfinie  ^  ^  au  premier  axe  Aa  i  &  que  du  point  A ,  com- 
me centre,  &  de  IHntervalle  CF,x>n  décrive  un  arc  de 
.cercle  oui  la  coupe  aux  points  B^  b  :  la  partie  Bt  de  cette 
perpenoiculaire ,  eft  appdlée  le  JeconaJtxe. 

-6. 

Les  deux  axes  ^^ ,  JSt^  font  appelles  enfèmble  Can^ 
jugués }  de  forte  que  le  premier  axe  -^^/ ,  eft  dit  Conjugué 
au  fécond  JShyôc  réciproquement  le  fécond  JS6^  Cmju^ 
gué  au  premier  A^. 

Les  lignes  MP^  MK^  menées  àts  points  M  des  Hy- 
perboles oppofëes  parallèlement  à  l'un  des  axes  conju- 
gués,,&  terminées  par  loutre ,  font  appellées  Ordonnées  â 
^cet  autre  axe.  Ainiî  MP  eft  Ordonnée  au  premier  axe 
Aay  ficMK  ^iXL  .fécond  £  k 

La  troifîéme  proportionnelle  aux  deux  axes ,  eft  ap-* 
pellée  Paramètre  de  celui  qui  eft  le  premier  terme  de  la 
proportion.  Ainfî  fi  l'on  fait  comme  le  premier  axe  Aa^ 
eft  au  fécond  axe  Bb^  de  même  le  fécond  axe  Bb^  k 
ime  troifîéme  proportionnelle  f  j  cette  ligne  f  fera  le 
Parainetr,e  du  prenûer  axe  Aa. 

Touces  des  lignes  qui  paflént  par  le  centre  C,  font  ap- 
dléps  Biametres:  ct\X3i  qui  rencontrent  les  Hyperbo- 
îs  oppofëes,  premiers  Diamètres ^  &  ceux  ^ui  ne  les  ren- 
contrent point,  quoique  prolongées  i  l'infini  ^  féconds  Dia^ 
tnetres. 

10. 
Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  une  Hyperbole 

3 n'en  un  féul  point,  &  qui  étant  continuée  départ  ^ 
*autre ,  n'entre  point  dedans ,  mais  tombe  au  dehors , 
eft  appellée  Tanynue  en  ce  point. 


Kemauqui. 
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R  £  M  A  K  Q^U  E. 

7*'0^  ^  di^  dans  la  première  définidon  que  la  Ion-  Fie.  jj* 
gueur  du  fil  FMO  doit  être  moindre  ou  plus  grande  que 
celle  de  la  règle  fM  O  i  donc  la  raifbn  eft  que  s'il  «^toic 
égal  â  cette  règle  ^  le  ftile  M  décriroit  dans  ce  mouve- 
ment ,  une  ligne  dont  tous  les  points  M  fèroient  égale- 
ment diftants  des  deux  points  f^/jpuifqueretrancnanc 
du  fil  &  de  la  règle,  la  partie  commune  ^  O ,  les  reftes 
MFy  M/y  fèroient  toujours  égaux  entr'eux.  D'où  il  eft 
vifît>le  que  cette  ligne  ne  feroit  ^utre  qu'une  ligne  droi- 
te  indéfinie  SAj  menée  perpendiculairement  a  la  droi- 
te Ff  par  ion  point  de  milieu  C. 

C.  OHOLXAIRE     L 

7^^  Il  fuit  de  la  définition  première ,  que  fî  Ton  me-  «       g^ 
ne  d'un  point  quelconque  Myàe  Tune  des  Hyperboles       *  '  * 
eppofçes,  aux  aeux  foyers  F,f,  les  droites  MF,Mfi 
leur  diflerence  fera  toujours  la  même.  Car  elle  fera  toiL 
}ours  égale  à  la  diâerence  qui  fè  trouve  entre  la  longueur 
4e  la  règle  &  celle  du  fil. 

CghollaiileII. 

73*  JLôRSQUE  le  point  M  tombe  en  ^ ,  il  eft  vifîble 
que  MF  devient  jéF^  &  que  ^/devient  j4/i  ôc  de 
même  y  lorfque  le  jpoint  M  tombe  en  a^  en  décrivant 
THyperbole  oppofëe  xas^i  il  eft  encore  vifible  que  MP 
devient  aF^  &  que  Mf  devient  af.  Donc  puifque  la  difl 
ference  de  ces  deux  droites  eft  par  tout  la  menie ,  on  aura 
Af-^AV  ou  Ff—xAF=zaF—afo}i  Ff-^-xafi  ôcpar- 
tant  AFz=zaf.  D'où  il  fuit  : 

I^  Que  la  dHlance  F/des  foyers ,  eft  divifce  en  deur 
parties  égales  par  le  centre  Ci  puifque  CA^^AF  ou 

%^.  Que  la  différence  des  deux  droites  Jl/is  Mfy^tik 
tpi^iours  égale  au  premier  axe  Aah  puifque  dans  THy^ 
pçrbole  ATAZ,  oxx  a  toujours  Mf^MF:=^Af—AFo\i 
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Af-^afi  &  que  dans  ion  oppofee  xa%^^  on  a  auflî  tou- 
jours Mt-^Mf^:-  a  i? — ^/ou  a  E'-AF. 

CokollaikeIII. 

74*  Il  ^it  de  1^  définition  cinquième. 

i"*.  Que  le  fécond  axe  ^^,  eft  diviic  en  deux  par- 
ties égales  par  le  centre  C  i  car  les  triangles  réAangles 
AGJB,  ACby  feront  égaux,  puifqu*ils  oflt  des  hypotne- 
nufes  égales  ABy  Ab^  &  le  côté  AC  commun. 

2®.  Que  fî  Ton  prend  fur  le  fécond  axe  ^^^  la  partie 
CE  égale  à  la  moitié  CA  du  premier,  &  qu'on  tire  1-liy- 
pothenufe  AE  :  le  fécond  axe  Bb  fera  plus  grand ,  égal. 


CjF,  fè  trouvera  auffî  pour  lors  plus  grancie ,  égde ,  ou 
moindre  que  Thypothenufè  AE. 

3**.  Que  fî  Ton  prend  fîir  le  premier  axe  Ad  de  part 
&  d'autre  du  centre  C,  les  parties  C-F,  cf^  égales  cha^. 
cune  à  rhypothenufè  AB  du  triangle  rédangle  CAB^ 
formé  par  tes  deux  demi-axes  CAy  CB  :  tes  points  F^fy 
feront  les  deux  foyers. 

Corollaire    IV. 

75^  L  E  s  mêmes  chofès  étant  pofce$ ,  fî  Ton  âomme 
CE  ou  ABy  mi  CAy  ou  Cay  ii  le  triangle  fé<aangle 

ACBy  donnera  Bdzzzmm-^tt.  OrAEzrzm^ty  & 
JFai^nm'^ti  Si  ^^art^nt  APxEa=:mnf—tt.  D'où,  il 
cft  évident  que  le  quarré  de  la  moitié  CB  du  fécond 
âxe  Bby  eft  égal  au  rédangle  de  A  F  par  Fa  parties 
du  premier  axe  Aay  prifes  entre  Tun  des  foyers  jF,  & 
&s  deux  extrémités  A  y  a. 

COKOLLAIRE      V. 

7^»  Il  fera  maintenant  facile  de  décrire  tes  Hyper- 
boles oppofees  dont  les  deux  axes  Aay  Bby  font  donnés, 
&  dont  Ton  fçait  que  Taxe  Aa  doit  être  te  premier.  Car 
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ayant  trouvé  *  fur  le  gpremier  axe  Aa^  les  foyers  J,/,  «  jirt.  74, 
on  attachera  dans  le  point  /*,  le  bout  d'un  fil  fMO  y  du- 
quel Tautre  bout  O ,  lera  lié  i  Textremité  d'une  longue 
règle  OM/y  mobile  fiir  fbn  autre  extrémité /autour  du 
foyer  /,  &  dont  la  longueur  OM/  doit  *  être  moindre  ou  ^.  ^^ 
plus  grande  que  la  longueur  du  fil  OMF^  de  la  ligne  Aéf.  ^' 

Ayant  enfuite  décrit  par  Iç  moyen  de .  cette  règle  &  de 
ce  fil,  deux  Hyperboles  oppofëes  XAz^  xa^^  comme 
Ton  a  enièigné  oans  la  définition  première ,  il  eft  évident 
qu'elles  auront  pour  premier  axe ,  la  lijgne  Aa ,  &  pour 
Second ,  la  ligne  M  b.  Et  c'eil:  ce.  qu'on  (fëmandoit. 

Plus  la  règle  OMf  fera  longue  ,  &  plus  les  portions 
des  Hyperboles  oppofëes ,  qu'on  décrira  par  le  moyen 
de  cette  règle ,  feront  eranaes  j  de  forte  qu'on  les  peut 
augmenter  autant  que  Ton  voudra,  en  augmentant  éga^ 
iement  la  longueur  de  la  règle  &  celle  du  fiL 

PROPOSITION    I, 

Théorème. 

ip^Mfrennefuf  cet  axefroUmfJs  la  partie  ÂD  égaU  À  MVy 
dm  chte  d»  foyer  F,  lorfaue  le  foint  M  tembe  fur  tHyferhê^ 
k  XAZ ,  ^  au  çktè  dM  foyer  f  lorfquUl  tomie  farfon  offo^ 
fie  x^Z'yjedis  qi^e  ÇA.  CF  :;  ÇP.  CD. 

Ayant  nommé  comme  auparavant  les  données  CA 
oaCa^tj  CFy  ou  Cf^  w  j  &  de  phis  les  indéterminées 
CPy  Xi  PMyy  5  &  l'inconnue  CJD,  %^  on  aura  dans  le 
premier  cas  y  AD  ou  MFz::z%^ty  aD  o\xMf:=-Xc^t^ 
jF/^=:x— «I  ou  «f — X  (  feloii  qqe  Ic  point  p  tombe  au 

deflbus  ou  au  deflÎM  du  foyer  f  ) ,  Pf=LX'^m:  ficdans 
Je  fecond  Gis^AD  ou  M^^^ Kr^f%  ^^  Q\iMf^=:='X^t^ 
Fpz=ix^^+iny  Pfzzzx — m  ou  w— »x  felon  que  le  point 
P  tombe  au  defius  ou  au  defibus  du  foyer  f 

Cela  pofè,  le  triangle  réâangle  MPF  donnera  X3:J+  î'<. 
m^ft;=^fy'^  XX  7  imH'-^-Hn  m  i  fçavpir^^m  dan^  le  premier 
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cas,-+  dans  le  fécond }  &  l'autre  triangle  réélangle  MPf 

donnera  ^^:t^^-+—//-+ ^ArH:zwx-+»,»,5  fçavoir, 
—f  dans  le  premier,  &  —  dans  le  fécond. 

Maintenant ,  fi  l'on  retranche  par  ordre  dans  le  pre 
mier  cas   chaque  membre  de  la  première  équation  de 
ceux  de  la  féconde  ^  &  au  contraire  dans  le  fécond  cas 
chaque  membre  de  la  féconde  de  ceux  de  la  première  l 
il  vient  ^^z=4mx }  d'où  l'on  tire  CZ)  (  j^)  =  2ï  .    Donc 

C^(0'ÇF{m)::CP{x).CD{zJ.Ce^u'ilfJuité'C, 

C  O  B.  o  L  L  A  I  R.  E. 

7^*  -^^  ^^  ^'^^"^^^^  <3"^  ^  l'on  nomme  les  données 
C^  ou  C^,  /j  CF  ou  C/,  «;  &  l'indéterminée  CP.xi 

on  aura  toujours  MF  =  !!!f  ^t,8t Mf=:  ^  ^/,  lorf-: 
que  le  point  M  tombe  fur  l'Hyperbole  ^^z,  qui  a^ 
pour  foyer  le  point  /?..  &  qu'au  contraire  on  aura  AfF 

ï      **'»  ocMf=z-^^t^  lorfque  le  point  Jlf  tombe 
fur  fon  oppofée  xaz^  ^ui  a  pour  foyer  le  point/ 

PROPOSITION      IL 

Théorème. 

79'  Le  f«ww^  <f«a*  ordonnée  atteUmaue  VU,  aupnr^ 
mer  axe  K^^  efi  auréBmgU  de  KV  faPv^fanies  £  cet. 
axe  poUyn^é,  comme  le  quarré  de  fin  emiutné  Bb,e3a» 
q»arre  du  premier  axe  A  ^. 

Il  faut  prouver  que  VÏÂ''.  AVxVa.::m>*  Âz 
<-Les  mêmes  cliofes  étant  pofées  que  dans  laVropolî.: 
non  précédente,  fij'on  met  dans  î'équation  zt4^t:r 
*Art.rr,    r^^^^yy  --^>cx^^^mm  qucl'onatrt)nyée*pa?' 

Je  moyen  d^u  triangle  rédangle  MPF,  â  fa  place  de 
«L,  Ta  valeur^,  on  formera  toujours  celle-cy  ttyyz=z 
mmxx^mmtt-tixx^t^^  laquelle  étant  réduite  ;J  une" 
proportion,  donne  PM^yy).  AP>,Pa\xx-.uU^ 
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5c*  *  («w— «  ) .  Cj^  (  «  )  :  :  ^\  'Âa  .   Ce   qu^il  fallait  *jtrt.  yj. 
démontrer. 

CorollaireI. 

8o«  Si  i*on  mené  une  ordonnée  MK  au  fécond  axe 
Bby  lequel  j'appelle  ir> il  eft clair  ç^tMK=:CP  (jt), 

&que  C K  =/^iV^ (>^ )•  O^^ ^P^*  iyy )•  AP^Pa ( xx-// ) :  : 
^i*  (  ^c  ).  ^^*  (  4/^  )  •  Et  partant  2^ccxx  =:  4/f //— f  4//yy  î 
ce  qui  donne  cette  proportion  MlC  ^xx).  CK--\rC^* 

C'eft  à  dire  que  le  quarrc  d'une  ordonnée  quelcon- 
que JWr  K  au  fécond  axe  ^^ ,  eft  au  quarré  de  CK  Joint 
au  quarré  de  CB  moitié  du  fécond  axe  Bb^  comme  Je 
quarré  de  fbn  conjugué  Aa ,  efl  au  quarré  de  ce  fécond 
axe  B  t. 

Co  RO  LLAIRE    IL    FoNDAMENTAll 

81.  Si  Ton  nomme  le  premier  ou  fécond  axe  Ad,  p ,  ^^  jg^  ^ 
î/;  fbn  conjugué  Bb^  xc>  fbn  paramètre  pi  chacune         jj^ 
de  fes  ordonnées  PM^  y  î  &  chacune  de  ks  £arties  CP^ 
prifes  entre  le  centre  &  les  rencontres  dts  ordonnées , 

xy  on  aura  toujours*  P^f  {y y) .  CP* ^CA  (  xxl^ft)::  *Art.y9. ic 

J?^  (  ^c) .  Aa  (4//)  ::p.  Aa  { it).  puifque  félon  la  dé-  •^^ 
finition  du  paramètre  Aa  {it).  Bb  {ic)  ::Bb  {ic}. 

p=z  —  .  où  l'on  doit  obferver  que  c'efl  le  fîgne  —  lorfl 

que  Taxe  Aa  efl  le  premier ,  &  qu*ainfî  on  peut  fubfti- 

tuer  alors  à  la  place  de  CP*~CÂ\  le  réiîlangle  AP^Pa 
qui  lui  efl  égal  j  &  au  contraire  que  c'efl  Te  fîgne -+ 
lorfque  VaxcAa  eftle  fécond.  D'où  en  multipliant  d'a- 
bord les  Extrêmes  &  les  Moyens  de  la  première  propor- 
tion yy.  xx^tt  ::  ^cc.  à^tt.    enfuite  de  l'autre  jy^. 

xx^tt  ..f.  xt.  Ton  tire/y=  ~  ^cc^  ^  -.-^^/«'-r- 


7  pt.  Or  comme  cette  propriété  convient  également  â 

tous  les  points  des  Hyperboles  oppofees ,  &  qu'elle  en 

G.  •  • 
uj 


s    ^ 


♦-^r^  BÛ 


^ 
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détermine  la  pofition  par  rapport  aux  axes  5  il  s*enfùit 
qnc  Véqn^non  j^y=: '^1^1  ce,  ou  jfy=f^^lpf^  en 
exprime  parfaitement  la  nature  par  raport  à  fes  axes. 

Corollaire     II  L 
81.  j)i  Ton  mené  deux  ordonnées  quelconques  MP^ 
Nui  4J!?^^  ^^,  il  eft  clair  que  MP^.  QN^^  :  :  CP^If 

^*.  C<21h-C-^*.  Donc  &c. 

""1  eft  bon  de  remarquer  encore  qu'on  peut  iiibftituer 
à  la  place  de  C/>*— cI5\  &  CQ^'-'c2\  ks  rédangles 
APy^Pa,  AQ^Qa  qui  leur  font  égaux  j  ce  qull  faut 
toujours  obferver  danç  la  fuite.    ^ 

Corollaire.    IV- 

03.  Oi  Ton  mené  par  un  point  quelconque  P  de  Tun 
ou  de  Tautrc  axe  Aa  (  prolongé  lorfque  c'eft  le  premier  ) 
une  parallèle  MPM  a  fon  conjugué  B  b  j  elle  rencon, 
trçra  une  Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofëes  en 
deux  points  M^  M^  également  éloignés  de  part  &  d*au« 
tre  du  point  P,  ic  non  en  davantage.  Car  afin  que  les 

{)oints  iVf,  M,  foient  à  une  Hyperbole  ou  aux  Hyperbo^ 
es  oppofèes,  il  faut  *  que  Içs  quarrés  de  PM  {/)  pri^ 
fcs  de  part  ôc  d'autre  de  l'axe  Aa,  foient  égaux  chacun 

à  la  mêmç  quantité  — ^  -t-  ce. 


}9' 


Co|LOLl.AI8.£      V. 

F I  G.  j8.  &      84.  Jl  fiiit  4ç  ce  qviçy^=:  ~^IÇc<iy  que  plus  CP 

qu'au  contraire  plus  CP  (  x  )  devient  petite ,  plus  auflî 
JPM  {y)  diminue j  de  forte  que  (y%.  38.)  C/^  (a)  étanç 
^gftle  iCAovCa  (t)  lorfque  Taxe  -r^^ ,  eft  le  premier^ 
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PM{y)  devient  alors  nulle  ou  zeroj  &  que  {Jiz.  39.) 
ÇP  {x)  étant  nulle  ou  zéro,  lorfque  Taxe  Aa  eft  le  fé- 
cond ,  chaque  PM  {y  )  qui  devient  alors  CB  on.Cb  [c)^ 
eft  la  moindre  de  toutes  les  ordonnées  PM  {y)  prifès 
de  part  &  d'autre  du  centre.  D'où  il  eft  clair  : 

i^  Que  fi  l'on  mené  {fig.  39.)  par  les  extrémités  B^ty 
du  premier  axe  Bb ,  des  parallèles  au  fécond  Aa  j  elles 
feront  tangentes  en  ces  points. 

2*.  Que  les  Hyperboles  oppofces  s'éloignent  de  part 
&  d'autre  de  plus  en  plus  â  l'infîni  de  leurs  axes  conju- 
gués ,  en  commençant  par  les  extrémités  du  premier  : 
avec  cette  difiêrence  néanmoins  que  le  premier  axe  ren- 
contre chacune  Ats  Hyperboles  oppofces  en  un  point , 
&  qu'étant  prolongé  il  pafle  au  dedans  ^  au  lieu  que  le 
fecond  tombe  tout  entier  entre  \qs  Hyperboles  oppo- 
fées,  &  ne  les  rencontre  jamais ,  quoique  prolongé  à  l'in- 
fini. 

CO&OLLAIRE     VI. 

^/'  Il  fuit  encore  de  ce  que //m  —  Hh^^,  que  ft 

l'on  prend  les  points  Py  p^  également  éloignés  de  part 
&  d  autre  du  centre  C,  les  ordonnées  PMy  PJUf,  feront 
égales.  D'où  il  èft  clâit  que  fi  une  ligne  droite  MM^ 
terminée  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  op- 
pofées  y  eft  coupée  en  deux  également  par  un  axe  Bb  en 
un  point  K  autre  que  le  centre ,  elle  fera  parallèle  a  fbn 
conjugué  Aa.  Car  menant  des  parallèles  MP^  MP ,  à 
l'axe  Bb  y  la  ligne  PP^  fera  coupée  par  le  milieu  en  C» 
puifque  M  M  l'eft  en  ^  3  &  partant  les  ordonnées  PM^ 
PM  ,  feront  égales.  La  df  oite  M  M  fera  donc  paral- 
lèle â  l'axe  A  a. 

COROLLAlKt     VIL 

8é.  Si  Ton  conçoit  que  le  plan  fur  lequel  les  Hv- 
perboles  oppofëes  font  tracées,  fbit  plié  le  long  de 
l'axe  Aa ,  en  forte  que  fes  deux  parties  fe  joienent  3  il 
eft  clair  6%*  39*)  lonque  l'axe  .^eft  le  fecona  ,que  les 
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deux  Hyperboles  oppofées  tomberont  exactement  Tune 

fur  l'autre  j  fçavoir,  les  points  ^3  M^  &c.  furies  points 

"^  Art.  S}.    f^^M^  &c.  puifque  *  toutes  \^%  perpendiculaires  Bb^ 

MM  à  cet  axe ,  font  coupées  par  le  milieu  aux  points 
C,  P^  &c 

Par  la  même  raifbn  {fig.  38.  )  lorfque  Paxe  Aat^Xç, 
premier ,  les  portions  des  Hyperboles  oppofees  qui  font 
de  part  &  d'autre  de  cet  axe ,  tomberont,  cxademenc 
Tune  fiir  Tautrç. 

AVERTISSEMENT. 

ir 

On  a  fiiivi  jufqu'ici  la  même  méthode  que  dans  PEU 
lipfe  ^  &  on  auroit  pu  la  continuer  jufqu'à  la  fin  5  mais 
conime  il  faut  nécefïairemçnt  parler  de  certaines  lignes 
particulières  à  l'Hyperbole ,  &  qu'on  peut  par  leur  moïen 
prouver  les  mêmes  chofès  d'une  fnaniçrç  plus  aifee ,  on 
a  pris  ce  dernier  parti. 

Pe' FINITION  s, 

II. 
F I  ô,  40.         S^  ^^^  mené  du  centre  C  deux  droites  indéfinies  C  (?, 

C^y  parallèles  aux  lignes  Ab^  AJB^  menées  de  l'extre-  . 
mité  A  du  premier  axe  Aa ,  aux  deux  extrémités  S^b^ 
du  fécond  :  ces  deux  droitçs  feront  appellées  les  Afynif^ . 
totes  de  l'Hyperbole  MAMy  &  fî  on  Içs  prolonge  indé- 
finiment de  l'autre  côté  du  centre,  çUçs  feront  nonit. 
njéeç  les  Ajymf totes  de  l'Hyperbolç  oppofce  MaM, 

II. 
Lç  quatre  de  la  partie  CG ,  ou  Cg ,  d'une  afymptotç  j 
comprife  entre  le  centre  C,  &la  rencontre  dç  la  ligne 
AJB^  ou  Aby  menée  de  l'extrémité  A  du  premier  axe ,  a 
l'extrémité  ^ ,  ou  ^ ,  du  fécond ,  efl  appelle  la  Puijfance 
de  l'HyperbQlç  MAMy  ou  d£  ton  oppoféc  MaM. 


Corollaire  I. 
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C  O  K  O  L   L  A  I  K  £      I. 

S7*Il  eft  évident  aue  Tangle  GCt,  Ait  par  les 
afymptoces  d'une  Hyperoole,  ou  Ion  é^i^BAb^  eil  moin- 
dre, égal^xni  plus  grand  qu'un  droit}  ielon  que  le  fé- 
cond axe  Bk  tUt  moindre,  égal,  ou  plus  grand  que  le. 
premier  A  a.  Car  lorique^le  premier  axe  Aa  furpaile  le 
iècond  Bb^ÙL  moitié  C^^  iùrpailè  la  moitié  CB  du  iè« 
çond }  &par  confëquent  dans  le  triangle  réâangle  CABy 
Tanele  CAB  eft  moindre  qu'un  demi-droit.  Lts  deux 
angles  égaux  C^^^^C^^,  qui  font  enièmble  l'angle 
BAb^  feront  <lonc  moindres  qu'un  droit.  Les  deux  au- 
tres cas  fe  démontrent  de  la  même  manière. 

C  o  R  G  L  L  A  I  1.  £     II. 

^8.  AcAusE  des  triangles  fèmblables  BAb^  BGC^ 
il  eft  clair  que  la.ligne  AB  eft  divifee  par  l'aTymptotç 
CG  en  deux  parties  égales  au  point  G  ^  &  que  CGeîï  la 
nioidé  de  Ab^j  puifque  ^C  eft  la  moitié  de  Bb.  On 
prouvera  de  même  que  -^  ^  eft  divifëe  par  l'afymptote  .  . 
Cg  en  deux  parties  égales  au  point  g  ^  &que  Cg  eft  lar 
moitié  de  AB.  I>pne' toutes  les  lignes  CGy  GA^GB^ 
Cg^gAy  gby  font  égales  entr'elles  5  puifqu'elles  font 
égales  cliacune  à  la  moitié  de  l'une  ou  l'autre  des  lignes 
AB  y  Ab ,  que  l'on  fçait  être  égales  entr'elles ,  fuivane 
la  définition  f. 

C   OROLLAI   RE     IIL 

89-  La  puiflânce  d'une  Hyperbole  eft  égaleâla  qua*. 
triéme  partie  de  la  fbmme  des  quarrés  desdeuxdemi-axes. 
Car  nommant  CA ,  «  CB\  r  î  CO ,  w  î  on  aura  *BA=^^y  "^Art.  IL 
&à  càufê  du  triangle  réâangle  >^Cu9^  le  qiiarré  \^^'^^ 

(jj^mm)  =itt^+cc^ Et  par  confëquent  CG*  { «1»»)  =  ~"^ 


H 
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PROPOSITION    ill. 

Thcorême. 

ie  tamre  dtî  HyfûfMes  eppùfées y  me  kpie drûèié-  Kr^er- 
fenéienlaife  am  fremitr  axe  A^  qefetle  fèkt&àtrt  ^^P^^/fr-. 
tninêe  parlés  a^ptetes  enKé^r*^  jeih  êfùe  le  réEiande  dé 
RM  ParlAr^e/  égal  aa  éfuoffè  de  BC,  meitài  dBjeceni 
axe  B  b. 

Jt  faut  prouver  quf  KM  ^Mt^z^C*, 
Noraniànt  les  connues  C  Â  ^ti  CBy  a  &  les  mdéter- 
minces  CP^xi  PM,y}  les  triangles  fèmblables  ACS^ 
CPryScAC^tCPA, dorment  CA{t).C£oMC6{c):r 

CP  (*).  Pr,  ou  i»^=7 .  Doac  RM,  oa  PR-±  PM 
==~H^J&  3£r,  o«  PrZÇ.  PM^=:^  ^/.  Et  jM»  con- 
féquent  RM^Mr  z^—-^ji/=MC  ^cc)  en  mctcaas 
»  Jrt.  tu    pour  //  ia  vaîcor  ♦  f^-^ccCe  ^'ilfalUit  démontrer. 

Corollaire    I. 

^I.  Il  eft  clair  qne  Fm'  (  '^  —ce}  cft  toùj^nm 
moindre  que  PFouTr^(^y,  Et  par  confèquent 

3ue  tous  les  points  des  Hypçrboles  oppoiees^  tombent 
ans  les  angles  faits  par  leurs  afymptotes  ^  de  fonc  quH 
bYh  peut  tx>mber  aucun  dans  les  angles  d*à  côté. 

CoB.OLX.Alli£/IL 

9^'  Si  l'on  jneûe  par  deux  points  qodbcoiiquei  Jkf^  jV;. 
dHiiie  Hypef  bole  ou  des  Hyperboles  oppofëes  ^  deux  U-. 
gnes  droites  Rr^Kk^  perpendiculaires  au  premier  axe  y 
&  terminées  par  les  asymptotes:  il  eft  évident  que  les 
réûanglcs  RM^Mr^K  N^  Nk^  feront  toujours  éeaux 
entr'eux  ^  puifqulls  font  égaux  chacun  au  quarré  de  la 
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noicié  £C  du  lècoui  oxe^^.  D'où  l'on  voie  qve  i^iH*. 
PROPOSITION   IV. 

Théorème, 

9i*  Oi  f^  ffune  far  deux  f oints  qnelcmques  M,  N,  ittiu 
Hyferhok  m  des  Hyperboles  oppofees ,  deux  droites  H  h  ^  L I, 
faraUeUs  eut/ elles ,  &  terminées  far  tes  afpufeotes  5  je  dis 
ffue  UsT&êarfJ4sWï^y^WûLy  LN^Ni^firont égaux ent/^ 

fUX, 

Il fimifromver  que  HM^Mh:s::zLN^Nl 
.    Ayant  mené  les  droites  Rr^  IC /i: 5  perpetKlicuIaires  au 
premier  axe  jia^  il  eft  clair  que  les  trungles  MRM^ 
2fKZ^^Mrh^  Nkl^Cont  iemblables  5  pui/qu'ilsfoncfor- 
mes  par  des  parallèles.  On  aura  donc  RM.  KN  :: 
HM.  ZN.  Et  Nk.  Mr  :  :  Ni.  Mk  Or  ♦  -RM.  KN  ::  ^Art.aC 
NL  Mk  Donc  HM.  ZNzt  Ni  Mh.  Et  par  confc-  " 
quent  HM^Mè^zzZN^Ni.  Ce  qu'il  fMtoie  &c. 

C0J10LL^I&£.      I. 

940i  l'oi^  iûppofe  qoe  laiigne  NZ  parallèle  à  MH, 
paflè  par  k  centre  C,  c'eft  i  dvtt ,  qu'elle  devienne  CB  : 
il  eft  clair  que  les  deux  points  Z^l^  fc  rëOniront  au 
centre  Ci  flc  partant  que  le  réâangle  ZN^Nl^  deviendra 

Je  quarré  B  C*.  D'où  Ton  voit  que  fî  Ton  mené  d*uii  ' 

point  quelconque  E ,  de  Tune-  des  Hyperboles  oppoiëes 
au  centre  C,  la  droite  CE^  6c  par  un  autre  point  quel- 
conque M  de  Tune  ou  de  Tautre  de  ces  Hyperboles, 
une  ligne  M  Hh^  parallèle  à  C£,  &  qui  rencontre  les 
afymptotes  en  H  bi  hi  \c  quatre  de  C£  ièra  égal  au 
reâangle  àt  HM  par  M  h. 

CoKOLLAlB.£lL 

-91  •  Si  1*<M  fMTst  par  un  point  quelconque  N^  d^ 
IVine  des  Hyperboles  c^pofôes  ^  une  ligne  droite  L  ty  ter- 
iKmècs  par  tes  aTymptiq^^  9c  qiû  rencontre  l'une  ou 

Hij 
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rautre  de  ces  Hyperboles  en  un  autre  point  »;  les  par- 
ties ZN,  In^  de  cette  droite  prifès  entre  les  points  des 
Hyperboles  &  la  rencontre  des  asymptotes  ^  feront  éga- 
les entr*elles.  Car  nommant  ZN,  a>  Nuy  InnlyCj  on 
Qurz  ZNx  Ni  (  ab^^c)  =z  HM^Mh =Zn^nl.{  bc^+ac  ), 
d'où  Von  tire  ZN{  a)  :=zln  (r  ). 

Corollaire    IIL 

9^*  bi  Ton  fiippofe  dans  le  Corollaire  précèdent  que 
la)igne  Nn^  terminée  par  les  Hyperboles  oppofëes, 
paflè  par  le  centre  C>  c'efi  a  dire ,  qu'elle  devienne  le 
premier  diamètre  £  D  ;  il  eft  évident  que  les  deux  points 
Zyly  iè  réuniront  au  centre  C  3  &  qu'ainfi  NZ  deviendra 
£Cy6c  ni  y  CD.  D'où  Ton  voit  que  tout  premier  dia^ 
jnetre  DE  >  eft  divifé  en  deux  également  par  le  centre  C 

Corollaire  IV. 

. .  97*  ui  deux  lignes  droites  jl/;» ,  Nn,  parallèles  en- 
tr'elles ,  font  terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  les 
Hyperboles  oppofëes ,  &  rencontrent  une  afy mptote  aux 
points  HyZy  je  dis  que  les  rédangles  MH^Hm^ 
NZ  >cz  n  y  feront  éeaux  entr'eux.  Car  prolongeant,  sli 
eft  nec^fTaire ,  ces  deux  lignes ,  jufqu'à  ce  qu'elles  ren- 
contrent l'autre  a(ymptote«.ux  points  h  y  II  les  parties 
^^rt.  P5.    MH^mhy  &c  N  Zyfily  feront  égales  *  entr'elles:  & 

partant ^ puifque  HM^Mh=zZN^Nhi\  s'enfuit  que 
M^^Hm=zNZ>^Zn. 

PROPOSITION    V. 

Théorème. 

F I  fi.  41.         ^8. 5i  Fon  mené  far  deux  f oints  quelconques  M,  NT,  itunc 

Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppojleSy  deux  droites  MH^ 

N  L,  parallèles  ent/elles  éf  terminées  par  un  afymptéte\  (^ 

.  deux  autres  droites  M  h  ^  N 1 ,  auM  parallèles  enti^elles y  ^ 

Jerntinées  far  l^ autre  af^mptote '^  je  dis  que  Us  riSaagles^ 
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HMxMh,   NLxNl^,  font  égaux  entr'eux. 

^  Cette  Propofition  fe  prouve  de  la  même  manière  que 
la  précédente ,  &  il  n'y  a  rien  â  changer  dans  la  démon, 
ftration. 

Corollaire    L 

1  les  droites  JW 5/3  Mh,  &  ^Z ,  AT/,  font  pa^  F 1  •»  42^ 
ralleles  aux  deux  afymptotes  5  il  eft  clair  que  les  paraL 
lelogrammes  MHCh^  N LCl^  auffi-bien  que  les  trian- 
gles CHMy  CLNy  qui  en  font  les  moitiés,  font  égaux 
entr'eux  j  puifque  les  côtés  de  ces  parallélogrammes  au^ 
tour  des  angles  égaux  HMh^  LNl^  font  réciproque* 
ment  proportionnels» 

Corollaire.    IL  ^ 

100.  Les  mêmes  choies  étant  pofëe»  que  dans  Te 
Corollaire  précèdent,  il  efV  vifîble  que  CH>^HM=z 
CZxZNy  puifque  dans  cette  fiippofition  M^  =  CH ,  fie 
UlzzzCL  :  c'eft  à  dire ,  que  fi  l'on  mené  par  deux  points 
quelconques  Jkf,  i^,  de  l'une,  ou  des  Hyperboles  op- 
pofëes,  deux  droites  MH^  NZ^  parallèles  à  Tune  dei 
afymptotes,  8c  terminées  par  Tautre  5  les  réâangles 
CHxHM ,  CL^LNy  feront  toujours  égaux  entr'eux  ^  fit 
•qu'ainfî  CH.  CL  :  :  ZN.  MH. 

Corollaire    IIL 

l0l.Puis<5UE  l'extrémité  j4  du  premier  axe,  tk 
un  des  points  de  l'Hyperbole ,  &  que  la  ligne  AS  y  qui- 
coupe  en  G,  rafyraptote  CCr,  efb  parallèle  a  Taucre  afymp- 
tote  Cgy  il  s'enfuit  *  que  le  reéfcangle  CH^HM  fera  *-'^^'  les^. 
toujours  égal  au  même  rédangle  CGxGAy  ou  *  au  quar-  *jirt.  88^ 

ré  CG*y  c'eflà  dire,  félon  la  définition  ïi*,  à  la  puifïancede 
l'Hyperbole.  Si  donc  l'on  nomme  k  donnée  CGyfni  ic   •  ^ 
les  indéterminées  CH^xï HM^fj  on  aura  toujours    * 

CH>cHM  {xy)=zCG  {mm).  Or  comme  cette  pro^ 
prreté  convient  également  â  tous  les  points  des  Hyper- 
i>oles  oppofees ,  fie  qu'elle  en  détermine  la  polïtion  par 
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rapport  à  Ces  afympcooes  )  il  s'eniûic  que  l'équtcioft 
xyzszmiK  en  exprime  parfaicemenc  la  nature  par  rap- 
port à  fès  aTymptoces. 

COHOLLAIILE     IV. 

lOt.  Il  fuit  de  ce  que  HM  (v  )  =~  ,  que  plus  CH 

Ix)  augmente^  plus  au  contraire  H7vi  (^  )  climinuë )  de 
force  que  CH  {x) vêtant  infiniment  grande ^H M\j) 
iera  alors  infiniment  petite,  c'e/l  a  dire ,  nulle  ou  zéro. 
D*où  Ton  voit  que  PHyperbole  AM^  &c  fpn  afymptote 
ÇH  (  étant  prolongées  )  s'approchent  de  plus  en  plus  ^ 
de  forte  qu'enfin  leur  diilance  devient  moindre  qu'au«> 
cune  donnée  5  &  que  cependant  elles  ne  fe  peuvent  ja- 
mais rencontrer,  puisqu'elles  ne  fè  joignent  que  dans 
Tinfini  où  l'on  ne  peut  jamais  arriver.  U  en  eft  de  même 
pour  Taiitre  afymptote  Cg. 

CokollaiubV. 

103.£ N THE  lo;uces  les  lignes  qui  paflent par  le  centre  C^ 
i^.  Celles  qui ,  comme  Aa ,  tombent  dans  les  angles  faits 
jpar  les  afymstbtes  du  côté  dès  Hyperboles ,  rencontrent 
chacune  des  Hyperboles  oppofëes  en  un  leul  point  j4^  ou 
éi  i  &  étant  prolongées ,  elles  pafibnt  au  dedans  de  ces  Hy.» 
perboles.  Car  i  caufe  des  angles  GCÀy  gCAy  &  de  leurs 
oppofes  au  fbmmet ,  ii  eft  clait*  que  la  ligne  Aa^  s'éloigne 
de  plus  en  plus  de  l'un  &  de  l'autre  afymptote  ^^  aa  lieu  que 

*  Art.  xoi*  les  Hyperboles  oppofëes  s'en  approchent,  toujours  *  de 

Jilus  en  glus,  i^  Celles  qui,  comme  £i^  tombent  dao» 
es  angles  d'à  côté ,  faits  auffi  par  Iqs  afymptotes ,  ne  peu« 
vent. jamais  rencontrer  les  Hyperboles  oppofëes,  quoû 
qu'on  lefbrolonge  à  l'infini }  puifqu'aucun  des  points  des 

*  Art.  ^.    Hyperboles  *  ne  peut  tomber  dans  ces  angles. 

*  Def,  9.  D'où  Ton  voit  *  que  tous  les  premiers  diamètres ,  tom- 

bent dans  les  angles  faits  par  les  Afynvptotes  du  côté  des 
Hyperboles ,  &  que  les  féconds  tombeçt  dans  les  angles* 
di  côté. 


D  J     I.*  H  T  »   E  R.  •  O  L  E.  i> 

104%^!  1*00  mené  pW  ua  point  quelconque  H ,  de  f  i  g.  43* 
Tuoe  des  afympcotes  C£^  ime  parallèle  //Jl^,  â  Taucre 
Cei  elle  ne  reocontrera  THyperbok  qu'en  un  ^ul  pipînc 
Mi  Se  étant  comwuée ,  eUe  pa0èra  au  dfidpns.  Cair  £^ 
4iflance  de  C^,  demeure  par  tout  la  nAême^,auibeiAq!Me 
VHyper bole  s'en  approche  *  coûjoors  àc  floa^  ea  {^lu&       «^  jirt.  tou 

C  OR  O  L  L  A  i  R  E      VIL 

lOJ*  De-la  il  eft  évident  que  E  paF  ua  peÎAt  queU      . .        ^ 
conque  M  ^  d'une  Hyperbole ,  Ton  mené  deux  droites 
indéfinies  ibfffji  Mk»  parallèles  ifêsafymptotesC^^  C£. 

i^.  Tous  les  points  de  THyperboIe  qui  lui  eiV  oppo^ 
ftc ,  tomberont  dans  Tangle  H Mh^  puLfqu'ils  toraocnn 
tous  *  dan^  l'angle  fait  par  j(es  afymptxMWS'y  lequel  eft  ^^  An.  9u 
«enfermé  dans  l'angle  H  M  h. 

x^.  J^es^deux  portions  de  l'Hyperbole,  tomberont  dans 
les  deurY  angle&à  côté  de  celui-ci  j  aihiî  aucun  de  fèspoînts 
ne  tombera  dans  l'aagl^  oppotë  au  iommet  à  Tangle 
HMk 
3^.Totttes  les  lignes  qui,  comme  JMF^  tombent  dans  Pan^ 
;le  //iVfA^  rencontrent  (  étant  prolongées  du  côté  de  /*) 
'Hyperbole  onpoiee  en  un  point  i^^  &  paflent  au  dedans  ) 
puiiqu'elles  s'écartent  4^  plus  en  phis  è^s  droites  MH^ 
Mhy  &par  confèquent  de  it^  deux  afymptotes  qui  leur 
font  parallèles  :  mais  étant  prolongées  de  l'autre  côté  du 
point  JW,  elles  entrent  au  dedsans  de  THy perbole  qui  pafle 
par  ce  point ,  &  ne  la  rencontrent  jamais  ailleurs. 

4®.  Toutes  les  lignes  oui,  comme  Ee^  tombent  dans 
]ts  angles  i  côté  de  l'angle  H  Mhy  xencontrf  ni  le»  df  ux 
afymptotes  de  l'Hyperbole  qui  pai&  parle  ^ouitM>  ainfi 
lorfqu'elles  paf&nt  au  dedans  de  l'ime  de  iê&  portions, 
elles  la  rencontrent  neceUairemenc  en  quelque  point  N, 
nmfqu'elles  vont  rencontrer  l'afynaptote  q;ai  tMube  ao 
dehors  de  cette  portion^ 


^y- 


^4  LivuE    Tkoisie'mi. 

CorollaibleVIIL 

10 6. 1».  Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  At^ 
d'une  Hyperbole ,  une  ligne  droite  Ffy  qui  rencontre 
Tune  de  ks  afymptotes  au  point  F^  &  l*une  des  afymp- 
totes  de  PHyperbole  oppofëe  au  point  /y  &  qu'on  Ix 
prolonge  en  Ny  çp  forte  que/JV,  foit  égale  à  FM:  je 
dis  que  le  point  N  ^  fera  à  l'Hyperbole  oppofce.  Car 
la  ligne  Ffy  tombe  dans  Tangle  HMh^  &  rencontre 
par  conséquent  THyperbolc  oppofëe  en  quelque  point 
JV,  comme  Ton  vient  de  démontrer  dans  le  Corollaire 
*^jirt.9^.     précèdent.  Donc  *  &c. 

1®.  Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  Ms  d'une 
Hyperbole ,  une  ligne  droite  E  e ,  terminée  par  fes afymp- 
totes ,  &  qu'on  prenne  fur  cette  ligne ,  la  partie  eNy  éea^ 
k  à  £  Af  :  je  dis  que  le  point  N^  fera  encore  l'un  at% 
points  de  cette  Hyperbole.  Car  menant  MH ^  paralle^ 
'  le  à  Tafy mptotç  Ce^Sc  terminée  par  l'autre  en  H  yQ. 
Y  on  prend  fur  cette  autre  afymptote ,  la  partie  CL  y  éea- 
leiHEySc  qu'on  tire  ZN,  paralLpIe  à  HMy  on  a  dé- 
montré dans  Tarricle  104  qu'elle  rencontrera  l'Hyperboi 
le  en  un  point  iV,&  dans  l'article  100.  que  ce  point  fera 
tel  que  CZ  ou  HÉ.  FIM  ::  CH  ou  EL.ZÎJl  d'où  l'on 
voitquelaliene  LNy  rencontre  l'Hyperbole  dans  le  mê- 
me point  où  elle  rencontre  la  droite  E  e.  Mais  à  çaufe 
dts  parallèles  H  M,  ZNy  il  eft  clair  que  eNz::iBM^ 
Jpuifcjuç  CZ^:z:HM.    Dopc^c, 

PROPOSITION    VI. 

Problème. 

f  i«.  4|.     :    107.  D'un,  point  dorme  M,  (kr  mm  Hyperbole  dont  les 

afymptotes  C  E ,  C  e ,  font  données  s  mener  la  tatigente  P  Md  j 
©•  démontrer  qtion  rCen  peut  mener  qif une  feule. 

Ayant  mené  du  point  donne  M ,  une  parallèle  MH^ 
à  l'une  des  afymptotes  Ce^ic  terminée  par  l'autre  CE^ 
au  point  Hi  on  prendra  fur  cette  afyjnptote,  la  parae 

HD, 


î)  E    L*  H  Y  P  E  H  8  O   L  r;  Ç| 

HD  égale  i  H  C'y  on  tirera  par  le  point  donné  iWf,  la 
droite  DM^(\m\  rencontre  rafymptote  G ^  en  un  point 
d.  Je  dis  en  premier  lieu  ^  que  cette  ligné  DMd ,  touche- 
ra l'Hyperbole  au  point  M. 

Car  a  caufe  des  triangles  fèmblables  CDd,  HDMi 
la  ligne  Dd^  terminée  par  les  aiymptotes,  eft  divifëc 
en  deux  parties  égales  par  le  point  M  y  de  même  que 
CD ,  l'eft  en  H.  Or  s'il  étoit  poffible  qu'elle  rencontrât 
l'Hyperbole  en  un  autre  point  O^  il  eft  clair  que  Od^ 
feroit  *  égale  i  M D^Sc par  con&quent  iMd^  c*eft  à  *-^/t.  55, 
dire ,  la  partie  au  tout  ^  ce  qui  ne  pouvant  être ,  il  s'en- 
£uit  que  la  ligne  DMd,  ne  peut  rencontrer  l'Hyperbole^, 
qu'au  fèul  point  M.  De  plus ,  fi  elle  pailbit  au  dedans, 
comme  la  ligne  ^  ^ ,  il  eit  vifiblc  qu'elle  rencontreroit 
la  portion  de  l'Hyperbole ,  au  dedans  de  laquelle  elle  pat 
iëroit  en  quelque  pointiS^j  puifqu'elle  iroit^  rencontrer  en 
un  point  ^^  Tafymptote  C  ^ ,  qui  tombe  *  au  dehors  de  cet-  ffjfrt.  ji* 
te  portion.  Il  eft  donc  évident  que  la  ligne  D  d^  ne  ren- 
contre l'Hyperbole ,  qu'au  feul  point  M^&c  qu'elle  n'en- 
tre point  au  dedans  $  c'eft  à  dire,  qu'elle  eft  tangentç  eH 
ceJjpoint. 

Je  dis  en  fécond  lieu ,  qu'il  n'y  a  que  la  feule  ligne 
DMdj  qui  puiflfe  toucher  l'Hyperbole  au  point  Mi  car 
fi  l'on  prend  fîir  rafymptote  C£,  la  partie  HE^  plus 
;rande  ou  moindre  que  H  Dy&c  qu'on  tire  par  lè  point 
ionné  M ,  la  droite  EM ,  qui  rencontre  Tautre  aiymp» 
tote  Ce^  au  points,  il  eft  clair  â  caufè  des  parau 
Icles  MH^  CCy  que  ME  fera  plus  grande  ou  moin^ 
dre  que  M  e  i  puifque  HE  a  été  pri^  plus  grande  ou 
moindre  flue  H  D  ou  que  H  C.  Or  cela  pofé ,  fi  Ton 
prend  fur  la  plus  grande  partie  Me,  le  point  iV!,  ea 
Ibrteique  Ne  fbit  égale  è  il^f^j  il  eft  évident  que  ce 
point  *  fera  encore  al'Hyperbole ,  &  qu'ainfi  la  ligne  E^  *Art.  lôtf . 
ne  la  touchera  point  au  point:  M,  Ce  <^ui  reftoit  i  dé- 

ippotrer. 


^<  L  I  V  &  B     T  R  O  1  s  1  e'  M  I» 

R  £  M  A   IL  Q^U    E. 

lOo.  Çy^  a  démoûtré  dans  l'art.  loi.  que  plus  CM 
devient  grande,  plus  au  contraire  H  M  diminue  j' de 
forte  que  CH  étant  infiniment  grande ,  H  M  devient 
infiniment  petite ,  c'eft  à  dire ,  nulle  ou  zéro.  Or  CH 
étant  infiniment  grande ,  /f  i)  (  qui  lui  eft  égale  )  la  fera 
àuflî  î  &  par  confequent  les  lignes  MD ,  HDj  qui  ne  fè 
rencontrent  que  dans  l'infini,  pouvant  être  regardées 
comme  parallèles,  tomberont  l'une  fiir  l'autre  j  puifque 
le  point  M  fè  confond  alors  avec  le  point  H  ;  c'eft 
â'  aire,  que  l'afymptote  C£,  étant  prolongée  à  Tin- 
fini  ,  aiifir4>ien  que  l'Hyperbole ,  peut  être  regardée  com- 
me une  ligne  qui  la  touche  dans  fbn  ex;^ remicé.  Il  en  Qpt 
de  même  de  l'autre  afymptote  Ce^  laquelle  peut  être 
regardée  comme  touchant  la  même  Hyperbole  dans 
'  fon  autre  extrémité. 

D'où  Ton  voit  que  les  deux  afymptotes  peuvent  être 
regardées  comme  des  taneentes  infinies ,  qui  touchenc 
les  Hyperbol,es  oppofëes  dans  leurs  extrémités» 

C  O  R  O   L  L  A  I   K  £      L 

109.  Comme  il  n'y  a  que  la  feule  ligne  BMd;  fa- 
quelle  étant  terminée  par  les  afymptotes ,  foit  coupée 
en  deux  parties  égales  au  point  JVfj  il  s'enfuit  que  fi  une 
ligne  droite  D  Mdy  terminée  par  les  afymptotes  d'une 
Hyperbole,  la  rencontre  en  un  point  M  y  qui  coupe  cet- 
te ligne  droite  en  deux  parties  égales  j  elle  fera  tangente 
de  cette  Hyperbole  en  ce  point.  Et  réciproquement  que 
fi  une  ligne  droite  DJVfe/,  terminée  par  les  afymptotes 
d'utte  Hyperbole ,  la  touche  en  un  point  M  >  elle  fera 
- .  ;  *        coupée  en  deux  parties  égales  par  ce  point» 

CORO   L   LAI   R£.   IL 

F  i«.  44.         1100 1  par  le  point  touchant  M  d'une  tangente 

quelconque  DMd,  terminée  par  les  afymptotes  CZ, 


0 

De    l* h  y  ^  t  r  b  o  l  t  ^<fy 

C  /,  d'une  Hyperbole ,  Ton  mené  un  premier  diamètre 

M  Cm  \  &  que  par  le  point  ;»^où  il  rencontre  THypcr- 

bole  oppofëe^  Ton  tire  une  parallèle  £^,  â  la  tangente 

Biy  terminée  par  les  afymptotes  aux  points  £^  r :  jedis 

que  cette  ligne  fera  tangente  au  point  m.  Car  les  triaa- 

gles  CMDy  CmE^  feront  ièmblaoles  &  égaux,  puifque*  *-^^*  96. 

CM  eft  égal  i  Cm.  La  liene  mE,  iera  donc  égale  i 

M  D.    On  prouvera  de  même  (  â  caufe  des  triangles 

Semblables  &  é^xxxCMd^  Cme)  que  me  eft égale  i 

Md.  Ceft  pourquoi  la  bene  Ee  eft  divifëe  en  dçux  éga« 

lement  au  point  m  i  puifque  D  à  Teft  au  point  M.  Et 

par  con/èquent  *  elle  fera  tangente  en  m.     _  '^jirt.  10 j. 

D*où  Ton  voit  que  les  tangentes  Dd^  £e^  qui  paflent 
par  les  extrémités  d'un  premier  diamètre  quelconque 
Mm ,  font  parallèles  entr'elles  ^  &  de  plus  égales  ^  lorfl 
qu'elles  font  terminées  par  les  afymptotes* 

De' FINITION  s. 

13- 
S'il  y  a  deux  diamètres  Mm  y  SSy  dont  l*un  SSy  (bit  Fia.  44« 

parallèle  aux  tangentes  qui  paflent  par  les  extrémités  de 

rautre  Af  m;  &  de  plus  terminé  exxS^  Sy  par  les  droites 

MS^  Jlf/,  menées  de  Tunç  des  extrémités  M  dudia* 

metrc  Mm^  parallèlement  aux  afVmptotes  :  ces  deux 

diamètres  Mm,  Ssy  feront  appelles  enfemble  ConJM^ 

gués. 

Les  lignes  droites  menées  àts  points  des  Hyperboles 
oppofces  parallèlement  à  Tun  des  diamètres  conjueués, 
&  terminées  par  l'autre ,  font  nommées  Ordmnèis  a  cet 
antre.  Ainfi  NOyttt  une  ordonnée  au  diamètre  Mm. 

Si  l'on  prend  une  troifîéme  proportionnelle  â  deux 
diamètres  conjugués  3  elle  fera  le  Paramètre  du  celui  qui 
t£t  le  premier  terme  de  la  proportioa 


lij 


1 


ti  LiynE     THOISIE^ME. 

Corollaire    L 

III*  La  définition  13*  convient  aux  deux  axesjpuif^ 
que  félon  l'article  84.  le  fécond  axe  eft  parallèle  aux 
tangentes  qui  paflènt  par  Textremitë  du  premier  ^  &  que 
de  plus>  félon  la  définition  ii« ,  il  efl  terminé  par  deux 
droites  menées  de  Tune  des  extrémités  du  premier  axe  ^ 
parallèlement  aux  afymptotes»  D'où.  Ton  voit  que  les 
deux  axes  peuvent  être  regardés  comme  deux  aiamé- 
très  conjugués  qui  font  entr'eux  des  angles  droits. 

Corollaire    IL 

m.  Comme  le  diamètre  SCSy  efl  parallèle  à  la  Éanv 
gente  DMd^  qui  pafïè  par  l'une  des  extrémités  M  du  dia- 
mètre MCmj  &que  cette  tangente  rencontre  les  deux 
afymptotes  CD  y  Cdy  de  l'Hyperbole^  quipafle  par  le 
point  M:  il  s'enfuit  qu'il  tombe  dans  les  angles  a  côté 
de  l'angle  DCd^,  fait  parles  afymptotes  de  cette  Hy- 
perbole j  Et  qu'ainfi  c'efl  un  fécond  diamètre. 

D'où  .l'on  voit  qu'entre  deux  diamètres  conjugués 
M  Cm  y  SCs  i  il  y  ena  toujours  un  premier  Mm^.  &  un 
/êcond  S  s. 

Corollaire  III. 

IIJ.  J^E  fécond  diamètre  5Cj,  efl  coupé  par  le  mi- 
lieu au  centre  C,  &  de  plus  égal  à  la  tangente  BMd^ 
qui  paflfànt  par  Tune  des  extrémités  M  du  premier  dia- 
mètre  Mm  y  qui  lui  efl  conjugué ,  dl  terminée  par  les 
afymptotes.  Car  à  caufe  des  parallèles  MSyCd^&c  M  s  y 
CDi  il  efl  clair  que  C  5  eft  égale  à  Md^  &c  Csz  MB. 
*  Art.  109.  Or  D  Mdy  efl  divifée  *  en  deux  parties  égales  au  point 

touchant  M.  Donc  &c^ 

Corollaire    IV. 

II4*  L/Eux  diamètres  conjugués  Mm^SSy  étant 
donnés ,  &  fçachant  lequel  àts  deux  efl  un  premier  dia- 
mètre j  il  ne  Kiut  pour  avoir  les  afymptotes  CD  ^Cd^  que 


D  B     t^  H  Y  ft  E  K  1  O  L  Â  <6p 

tirer  parle  centre  C,  des  parallèles  aux  deiiX  droites 
MS^  MSy  menées  de  Tune  des  extrémités  M ,  du  pre- 
mier diamètre  Mm^  aux  deux  extrémités  S^  s^  du  fè- 
cond« 

Et  réciproquement  les  deux  afymptotes  CD^  Cdy 
d'une  Hyperbole  étant  données  y  avec  Vun  de  iès  points 
Jl^5  il  ne  faut  pour  avoir  deux  de  ces  diamètres  x:orijiiL 
guez  AfCmiSCSy  que  tirer  M  H  parallèle  à  Tune  des 
afymptotes  Cd^  qui  rencontre  l'autre  afymptote  CD  en  •  *  •  ^ 
Jf  y  &c  rayant  prolongée  en  S  ^  en  forte  que  H  S  Soit 
égale  à  M  My  mener  les  droites  CMy  CS.  Cir  tirant 
MD  parallèle  a  C<Si  il  eft  clair  à  cauie  des  triangles 
fembkbles  aHS,  MHD  >  que  HD  eft  é^ale  a  H  Ci 
puifque  M  H  efté^ale  à  HSy  &  qu'ainfî  *  MD  eft  4  jf^^  ^^^ 
tangente  en  M:  d^ou  il  fîiit  félon  la  définition  13 «^  que 
les  lignes  CMy  C5y  font  decfx  demi-dfametres  conju- 
guei.  '  /    .        •     ' 

Il  efl  donc  cvideiït  que  deux  diametresL  coûjuguéfe 
Mm^SSy  étant  donnés  de  pofîtionâc  de  grandeur,  Se 
fçachant  de  plus  lequel  des  deux  efl  un  premier  diamè- 
tre j  on  ajes  deux  afymptotes  C D^Cdy  avec  Tun  dos 
points  M^  deTùne  des  Hyperboles^  opppfëes. 

Et  réciproquement  que  les  afymptotes  CDi  Cd\ 
4'unè  Hyperbole  étant  données,  avec  un  de  fes  points 
iWTs  on  a  deux  de  fes  diamètres  conjuguez  Mm^SSyàc 
pofîtion  &  dé  grandeur  5  &  Ton  içait  lequel  des  deux  eft 
tui  premier  diamètre  y  f^avoir,  celui  quipaflë  par  le  point 
donné  ili*.  ,     '     . 

CoROtLAlRI     IV^ 

t\$.  Un  fècoûd  diamètre  5CV,  ctaat donné  de  pou 
fition,  pour  en  déterminer  la  grandeur,  &  trouver  ïê 
premier  dîariietrè-jw:;»,  <|ui  lin  €^  Cot^yx^ûé  (u^n  lui  mè- 
nera par  tout  où  Ton  voudra  au  dedans  de  l'angle  fait 
par  les  afymptotes ,  une  parallèle  L  l,  terminée  par  les 
afymptotes  en  Z  ,  /i  &  par  fon  ppin^  4e  milie^  0,  le  * 
premier  d^iametre Cp,  qui rçncoijçreiîîtJL^H^  e» 

I  ii  j 


un  point  Mi  par  lequel  ayant  tire  les  droites  Jl/5,  Af  >, 
parallèles  aux  afymptotes  ^  il  efl  clair  ^fblon  la  définition 
i^y  que  les  pointa  S,  x^  où  elles  rencontrent  le  (ècond 
diamètre  SCSy  donne  de  pofîtion,  en  déterminent  la 
grandeur,  &  que  le  premier  diamètre  M  Cm  lui  eft 
conjugué.  Car  menant  parle  point  M^  la  ligne  D^^pa^ 
rallele  i  Zl^Sc  terminée  par  les  afymptotes,  elle  fera 
coupée  en  deux  également  au  point  M  y  puifque  Z/, 
*jirts  10^.  peft  au  point  O  :  £c  partant  *  elle  fera  tangente  en  M: 

De-la^  il  eft  évident  qu'un  fécond  diamètre  SCs^ 
étant  donné  de  pofîtion ,  fa  grandeur  eft  déterminée  en 
forte  qu'il  ne  peut  en  avoir  qu'une  fèulè  ^  comme  aufli  la 

Î;randeur  6c  la  pofîtion  du  premier  diamètre  Af  ;»j  qui 
ui  eft  conjugué. 

C  o  KO  L  L  A  I  n  B     V. 

Il6.  vJn  fécond  diamètre  5 Ci,  étant  donné  de  po- 
.iîtion  &  de  grandeur,  avec  fbn  paramètre ,  &  la  pofî- 
tion de  fibs  ordonnées  j  il  &ra  facile  de  trouver  de  pofî- 
tion &  de  grandeur  le  premier  diamètre  MCm  ,  qui 
lui  eft  conjugué ,  avec  fon  paramètre.  Car  ayant  mené 
par  le  centre  C,  une  parallèle  indéfinie  aux  ordonnées 
Aa  diamètre  SSj  on  marquera  fur  cette  ligne  deux  points 
M  y  m,  également  éloignés  de  part  &  d'autre  du  centre 
C,  en  forte  que  Mm  y  fbit  égale  à  la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  le  fécond  diamètre  5  j  ,  &  fon  paramètre» 
Puis  ayant  trouvé  une  troifîéme  proportionnelle  aux  deux 
lignes  Mm,  5 /,  il  eft  clair ,  félon  les  définitions  14 &  i f » 
que  Mm  y  fera  le  premier  diamètre  conjugué  au  diamè- 
tre 5/,  £&  qu'il  aura  pour  fpn  paramètre  cette  troifîéme 
proportionnelle* 

P  ROP  O  SITI  O  N    VIL 

Tbcorême. 
mifrdiamtrf  Mm^^Jf  ^  rHfM^kiUHO  fdrOm^far^ 


fies  de  ce  dUmetre  frolengéi  cmme  le  qudrre  de  fin  CMJMgue 
SSye^  am  quafri  de  ce  premier  diamètre  M  m.   

Jl faut  frenver que  ON*.  MOkOiti  ::Ts\  Mm*. 

Ayant  mené  par  Tune  à^s  extrémités  ilf ,  du  premier 
diamètre  Mm^  une  parallèle  Dd  zu  fécond  diamètre 
SSy  terminée  par  les  afymptotesj  elle  fera  tangente  eu 
M  y  felon  la  définition  ly.  Et  par  confequent  *  elle  fera  »  Art.  109. 
coupée  en  deux  également  par  ce  point  :  c'eft  pourquoi , 
fi  Ton  prolonge  l'ordonnée  O  N  (qvd  felott la  définition 
14.  eft  parallèle  au  diamètre  5  i  )  de  part  &  d'autre  du 
diamètre  Mm^  elle  rencontrera  les  aiymptotes  en  deux 
points  Z  9  /y  qui  feront  également  éloignés  de  part  & 
d'autre  du  point  CK  Cela  pofé ,  ibieht  nommées  les  don- 
nées CM  y  ou  Cm^tiCSyOU  C/,ou*  MD^oxiMd^  "^jfrt.  nj. 
Cl  &  les  indéterminées  COy  xi  ON^yi  on  aura  à  caufe 
des  triangles  femblables  CMD^  COZi  cette  propor- 
tion; CJM(/).AfD(r)::CO(x).aZoUO/=y.Donc 

ZN  aaZO  ±02/=^±y^  &  Ni  ou  Ol^  NO 

z=^=fyiEtpanzntZNxNl^'^-^yy=*DM^Md  '^jfrt.  ,0. 

z=:cc.  D'où  il  fiiit  que  ON  {y y ) .  MO>^Om  {xx^tt)  :: 

5/(4rr).  Mm^  {/^.tt).  Puifqu'en  multipliant  les  Extrê- 
mes &  les  Moyens,  on  trouve  /^ttyyz^z/^ccxx-^^cctt ^ 
c'eft  à  dire  (  en  divifànt  par  ^ttySc  tranfpofânt  à  Tordt. 

liaire)  l'équation  même  précédente  ^  —yy=cc.  Ce 

^Ul  fallait  démentrer. 

ConoLLAiiiE    General. 

118.  Il  eft  vifîble  que  ce  qu'on  a  démontré  dans  la 
^ropofition  feconde*,  par  rapport  aux  deux  axes  Aa^  *-^rr.  79. 
B  b ,  s'étend  par  le  moyen  de  cette  Propofition  à  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  ^  Mm  j  Ss.  Or  com- 
me les  articles  80,  81,  81,  83,  84&8if,  fe  tirent  de  la 
feconde  Propofition,  &  fiibfiftent  également,  fbit  que 
rai^ew^CJf,  foit  droit  oii  ^'ilne  |e  foit  pas  ^  il  s'en- 
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fuit  que  fî  l^on  fuppoiê  dans  ces  articles  que  les  lignes  ^^, 
^  ^ ,  au  lieu  d'être  les  deux  axes ,  fbient  deux  diamètres 
conjugués  quelconques ,  cçs  ardclçs  feront  çncore  vrais 
daxis  cçtte  fuppofition  :  car  leur  d^mopftration  dçmçu** 
re  toujours  }a  meipe  ^  ^  il  nç  faut  pour  s'en  coovàin^ 
cjre  çQtierement ,  quç  Içs  relire  en  mettant  par  tou^  oii 
fç  trouve  Iç  root  â*rkxe ,  cçlui  dp  Dfometrc, 

PROPOSITION    VUÎ. 

Theorêmç. 

FiG^^f.  ''9*  Soient  deux  tangentis  qnel^mques  DE,FG^ 

(tune  Hyperbole  MA,  terminées  far  les  afymftotes ,  ^  qui 
s^cntreccfipfint  en  un  foini  Q\je  dis  que  les  çhtés  des  triangles 
Ç  D  E ,  CFG)  autour  de  l'angle  commun  C  y  fin$  récifr^qucT 

mfnt  propartionnelSf 

Jl  faut  prouver  que  CD.  CF  ;:  CG.  CE. 

Ayant  mené  par  les  points  touchans  M^j4y  les  pa^ 

ralleles  Af //,  AL^  àrafymptofe  CGl  ileftclairàcau^ 

k  dts  triangles  femblables  Ci5^.  HDM^  que  CD  eft 

dpuble  de  Gif ,  &  C^  double  de  HMi  puifque  DR 

fjirt.  iù9,  eft  *  double  de  DM,  Et  i  c^ufç  des  triànglçs  fem- 

bibles  CFG^  ZFuéyqixç  CF  çft  dpublç  dç  CZ,  ÇcCO 
fArt,ipp,  dpuble  àç  l^Al  puifqiLie  FG^  eft  doublp  4^  Fj4.  Qr* 

CH.  CL  .\  LA.  H  M.  Et  partant  fi  Ton  prendre  dou^ 
ble  de  chaque  terme  ;  on  aura  i  CH  on  CD.  iCL  014 
CF  ;;  xLA  op  ÇQ.  ^HM  o^i  CE.  Ce  ^uUl falUif  &c. 

tSôlLOLLAIllE, 

^%0.  Il  fïiit  de  cette  Propofition  que  les  droites  2)C7, 
iF£,  font  parallèles  entr'ellps,  D'oùileft  évident: 

i^  Que  les  triànglçs  CDJS,  CFG^  font  égaux  j  cor 
les  triangles  FDE^^  FGE\ej^\n ont  la  même  bafè  FE  ^ 
&  qui  font  entre  lesmêmies  parallèles  2) G,  F£,  font 
égaux  i  Çt  |iartant ,  iî  Ton  ajoûcç  dç  part  &  d'autre  le 

même 
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même  triangle  CjF£,  on  formera  les  triangles  CD £^ 
CFG  y  qui  feront  égaux  entr'eux. 

i"".  Que  la  ligne  Z>  £ ,  efl:  couppée  en  même  raiibn 
aux  points  M^  O^  que  la  ligne  F  G  Teft  aux  {>oints  ^^ 
O,  Car  menant  jpar  les  points  rouchans  la  droite  M  A , 
il  eft  clair  qu'elle  fera  parallèle  aux  deux  droites  D  0« 
F  El  puifqu'elle  couppe  par  le  milieu  les  droites  2>f, 
tG^  renfermées  entre  ces  parallèles. 

PROPOSITION    IX 

Théorème. 

TlIOi  parwH  point  éjuekMque  M  J^une  Hyperbole \  Fi«»4'^.  Se 
fan  même  wu  ordonnée  MP  i  tel  de  fes  diamètres  Kz  qtie  47. 
Ton  voudra  y  ^  tme  tangente  M  T  qui  le  rencontre  enT  ^je 
dis  que  CP.  CA::  CA.  CT.  en  obfervant  que  les  points 
V  ^  T  ^tombent  du  même  cbté  du  centre  C  y  Unfque  la  lipu  kz 
efi  un  premier  diamètre  ié^au  contraire  qu'ils  tombent  départ 
^  diantre  du  centre ,  lorfque  c^efi  un,  fécond  diamètre. 

Premier  cas.  Lorfque  la  ligne  Aa^yin  premier  dia-  pio.  4<. 
mètre.  On  prolongera  la  tangente  M  T  jufqu'â  ce  qu'el- 
le rencontre  les  a^mptotes  CD^CG^  aux  points  D^  Ei 
&  Tordonnée  PM  y  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  l'afymp- 
toce  CD  au  point  N^y  on  mènera  enfîiite  par  le  point  ^  la 
ligne  AKy  parallèle  à  2>£,  qui  rencontre  l'aTymptote 
CG  au  point  /C,  &  la  tangente  F  G  terminée  par  les 
afymptotes,  qui  fera  parallèle  *  à  PJl/,  &  qui  rencontre  •  j)gfi  |^ 
au  point  O  l'autre  tangente  D  E. 

CQhwyféyAPcûiACyOn  P^ à  J C ,  en raifbn com- 
^HécésFNàFDyOVideOMiODyOa'^deOAiOGyOvt  *Art.  uo. 

dp  EKi  EGy  ^  de  FDi  FC^ ou  *  de£G  à  EC.  Or  ^r  efi  à  *yfrr.  iial 
TC, ou X£ à £C,  en raifbn  compofée  de  EKiEGyScdc 
EGiEC.  Honc  AP.  AC  :  :  AT.  TC.  puifque  les  raifbns 
comppfan^s  dç  ces  deuy  xaifom  fbat  les  mêmes  );8c  par 

con^quent  AP—i'AC  on  C P.  ÇA  ::  AT-^TC  ou, 
CA.  CT.  Ce  qui  étoit  propofe  eit  premief  lieu. 

K 


74  Livre    Tuoisi  e'^m  t. 

F  j  G.  47«.        ^^^M^  r^.  Lorfbue  la  ligne  j4a  eft  an  fécond  dia^ 

mètre.  Ayant  mené  par  le  centre  C  k  ligne  C  iC  pa- 
rallèle à  Tordonnée  PM ,  qui  rencontre  THyperbole  air 
point  ^  y  &  la  tangente  MT  za  point  X ,.  &  par  le  pomr 
touchant  M  la  ligne  M  K  parallèle  i  A  a  ^  il  eft  clair 
que  CB  fera  le  pi:emier  demi^rametre  conjugué  au  fè. 
cond  ./fif ,  &  qu'ainiî  Jkf  iC  &ra  ordonnée  a  ce  diamè- 
tre. 

Cela  pofê ,  fï  Ton  'nomme  les  données  C-^ou  Ca^ 
il  CBy  Ci  &  les  indéterminées  CP  ou  MKyXi  PM 
ou  CK^yi  on  aura  ièlon  ce  qu'on  vient  de  démontrer 

dans  le  premier  cas,  €R=:  ^  -y  &  partant  RK  ou  CK 
— C^=2n*.  Or  les  triangles  fcmbkbles  iC-RA/,. 
€IiTy  donnent  KK  ('-^=^') •  -RC  (-):  :  ÀfX  ( Jf ). 
CTz=.  -iSL^^ÏÎ. en  mettant  pour  yy— ^r  ia  valeur 

&  wi,     *  —•  tirée  de  ce  que  yy=i  *  '^  -f  ce.    Cèft  à  dire 

que  CP.  CA  :  :  ÇA.  CT.Ce^  reftnU  À  dénuium. 

F  R.  O  P  O  S  I  T  I  O  N    X. 

Théorème. 

F  2  é.j^i.Sc  IX  2.  «  Si  far  un  faim  qKektmque  M  i^Mf  Hfperhole  Mt 
4^*  apmr  centre  le  point  C,  m  même  une  ordonnée  MP  i  iW 
M  à  l'autre  axe  AZy&  une  perpendkulaire  MG  à  la  tan^ 
ffnte  MT,  laquelle  pajje  far  M  ;  7^  die  que  CP  /^-^  «^li- 
jours  À  P G  .M  /(^  Vi^y/S»  cUemée  de  faxe  A2.  afin  Para^ 
vtetre^ 

Car  nommant  le  demii^xe  CAckx Ca^^t^ Scies  indé- 
?>*•/•  !«,  terminées  CPy  xr  PM^f}  on  aura  *  Cr=r  ^  j  Etpay- 

çant  pr=z=  —fcî,  fHon  que  .^^  eft  le  preaiiei>  ou  le; 
fecond  axe.  Or  les  triangles  rëélangles  femblàbles 
TPMyMPGydàrm^mTp(j^^y.I'Miy)  -^PM 


Db   l'Hypeubole. 

.^v).  PG=— ^-..  D*où  l'on  tire  cette  proportion  CP 

puifqu'en  multipliant  les  moyens  8c  les  extrêmes,  on 

trouve  le  même  produit  xyjf.  Mais  CP^ ^C^  eft  â 

PMy  comme  *  Taxe  A  a  eft  à  ion  paramètre.  Donc  *  An.  %i. 
CP  e(ï  auflî  â  PG  en  cette  même  raubn.  Ce  fuUlfaUoii 
ihnimtm. 

PROPOSITION    XL 

Théorème. 

12.3.31  iunfoint  queUmque  M  J^une  Hyperbole^  ton  Fia.|0« 
tire  àfes  deux  foyers  F,  f,  les  droites  MF,  Mf  j  je  dis  que 
la  tangente  M  T,  qui  pajfe  far  C£  point  M ,  divife  en  deux 
également  f  angle  F  M  £ 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  FD^fd^  Cvtr 
la  tangente  MTi  le  premier  axe  j4a^  qui  pafle  par  les 
ibyers  F,  /,  &  qui  rencontre  la  tangente  en  T  î  &  l*or- 
.donnée  MP^  a  cet  axe:  on  nommera  les  données  CA 
onCa^  ti  CF  ou  Cf,  mi   &  Tindéterminée  CP^x. 

L'on  aura  AfP*(^-0^  Mfl^^^t)x'^  TF  wxCB  ^A^sj%. 

(»)~cr*{j).r/ouc/<w)-H-cr(^).puirqu'en*^^:ui. 

multipliant  les  extrêmes  6c  les  moyens,  ou  forme  le 
même  produit.  Or  les  triangles  réâangles  femblables 
TFD^  Tfd^  donnent  TF.  Tfw  FD.  fd.  L'Jbynothe-  _  . 
nufe  MF  du  triangle  réébmgle  MDF^  fera  donc  à  ' 
Fhypothenufc  Mfâxi  triangle  rédangle  Jlf^/,  comme 
le  coté  D  P  eft  au  côté  dfi  &  oar  confequent  ces  deux 
friandes  feront  femblables.  Donc  les  angles  FMDy 
fMd^  qui  font  oppofës  aux  côtés  homologues  DFydf^ 
feront  cgaux  £ntr'eux.  Ce  qylilfail0it  Hmmrer. 


Kij 
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COAOlLAIR£* 

114«  D^-i-A  il  eft  cvidenc,  que  la  tangente  MTy 
étant  prolongée  indéfiniment  départ  &  d'autre  du  point 
touchant  M  ^  laiflè  THyperbole  A  M ,  toute  entière  du 
côté  de  fbn  foyer  intérieur  F.  Et  comme  cela  arrive  tou- 
jours en  quelque  endroit  de  cette  Hyperbole  qu'on  pren- 
ne le  point  M  y  il  eft  vifîble  qu'elle  fera  concave  dans 
toute  Ton  étendue  autour  de  ion  foyer  intérieur  F. 

PROPO  SITION    XIL 

Théorème. 

Fi  G»  5i#  Ili)**  JL  a  différence  des  quarrés  de  deux  diamètres  cmja^ 

gués  quelconques  M  m ,  S  s ,  ^  é^U  à  la  différence  des  quar^ 
fés  des  deux  axes  Aa,  B b.      

Il  faut  prouver  que  CS*— CM*=CB*— CA\  eu  que 

^Dif.  II.  &      Si  l'on  mené  les  droites  MS ,  AS^  elles  feront  *  parai- 

*  13,      leles  a  Tafyniptote  Cg ,  &  de  plus  couppées  en  deux  éga- 

lement  par  Fautre  aTymptote  CG,  aux  points  H^Qr 

*D$f.  II.  &  puifque  *  les  lignes  Ms^  Ah^  font  parallèles  a  cette  afymp- 

/  i|.     '^tote,  &  que  \t%  féconds  diamètres  Ss^  Bb^  font  coup- 

"^An.  113P    pés  *  en  deux  également  au  centre  C:  Cefi  pourquoi  d 

ron  mené  fur  Tafymptote  CG ,  les  perpendiculaires  AF^ 
BB^  MLy  SKy  on  formera  les  trkngles  GAF^GBEy 
&  H  ML  y  HSKy({m  feront  femblaWes  &  égaux.  Cela. 
^Art.tt^  pofc^  foient  nommées  les  données  C  G  ou*  G.^,  m  y 
'  Gff  ou  GFy  al  A  F  ou  BE^  ii  &  les  indéterminées» 
CHy  xi  HMjjr  ce  qui  donne  CEz:=im—^ay  CFz=z 

m— ai  CE^—^EB^  ou  C^^==»f »^-+24r»f-+-^^-+^^, 
CF^'-^FA  ou  CA  =i«i«— x^»f-+^^-+^^.  Et  par- 
tant c5*—c35*=:  4^  »•  Or  les  triangles  femblables 
GAFy  ff Jlf Z ,  fourniflent  GA{m).  AF(i)  :.  HM 

(/).  MZ  ou  KS:=i.  Et  GA  im).  GF  ia]:.  HM 
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(/).  HZ  ou  HK=z~^.  DoncCJC=*-i-~,CX 


-  s  >  CK-^Ts'  o»  «'=«-f  i^-+  ^-^S, 


y^*  ,  vt;*  ^„  ;Tt:;* ^.^    **^  __i.  ^^  _.  **«r    r*. 

ex.  — 1-XJVf    ou  CAf  =xx  — — ---  — +  — ^  — f  -i=^  .  tt 

ff*  fliffi  mm 

partant  C5*— CJlf*=:  ^^  ==4^» ,  en  mettant  pour  xy 

la  valeur  *  mm.  Donc  CS*— CÂ5f*=r:c5*— cI5*i  Ce^An.i^t, 

qdil  fallait  dim^niteK 

Si  Tangle  G  Cg ,  feit  par  les  afymptotes ,  étoit  aigu , 
au  lieu  que  dans  cette  figure  &  le  raubnnement  qui  lui 
eft  approprié  ^  il  eft  obtus  3  CF  feroit  alors  plus  grande 
que  CE^  èc  on  prouveroit  de  la  même  manière  que 

CM^'^cT=iCZi^--C£\  Mais  fi  Tangle  GCg  fait  par 
les  a/ymptotes  étoit  droit ,  il  efl  vifible  alors  que  les  li- 
gnes^^,  MSy  feroient  perpendiculaires  fur  rafymp- 
tote  CGi  te  qu'ainfi  les  deux  demi-diametres conjugués 
CM  y  C5,  feroient  égaux  entr'eux,  de  même  que  les 
deux  demi-axes  CA^CS.  Or  comme  alors  la  difierea- 
ce  des  deux  diamètres  conjugués  Mm^  Ss^  efl  nulle ^ 
auffi-bien  que  celle  des  deux  axes  Ad^  JBii  il  s'enfuit 
que  cette  Propofltion  eft  vraîe  dans  tous  les  cas. 

CoHOLLAtUB. 

12ré#  X^^-LA  il  eft  évident  qu'un  premier  diamètre 

Ïuelconque  Mm^cik  moindre ,  plus  grand  »  ou  égal  au 
xond  diamètre  5  /,  qui  lui  eft  conjugué  ^  félon  que  Tan* 
SleGCgy  fait  par  les  afymptotes,  eu  obtus,  aigu,  ou 
roic. 

De' FINITION. 

16. 
Les  deux  Hyperboles  oppofëes  font  appellées  EfuiLu 
teres ,  lorfque  ^eux  de  leurs  diamètres  conjugués  queU 
conques  font  égaux  entr'eux  )  ou  bien  lorfque  Pangle 
fait  par  leurs  afymptotes  eft  droit. 

Kiij 
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ConoLtAiac. 

TiG.  ils  ^^7;  Sï  d^un  point  quelconque  M  d'une  Hypciba- 

le  cquilatcre ,  l'on  mené  une  ordonnée  MP  à  tel  de  fc$ 

»^r^8^^•  diamètres ^^  qu'on  voudra,  on  Aura  *  MP  =  CP  ^ 
i«8-  C^:  fcavoir  — ,  lorfqoc  A  a  eft  un  premier  diamètre  j 

&  —f,  lorique  c'ejl]k  un  fécond.  Car  le  diametse  conj^gu^ 

*  Art.  ix€.  au  dîunctre  As  *  lui  fcr^  toujours  cgaL 

PROPOSÏTION    XÏIL 

Problème. 

^®'  Î5*  54*       Ii8.  j3euX  diamètres  anjugnés  q$telcmques  étani  dan^ 
^^"  nés  y  ^f^achant  lequel  des  deux  efi  le  premier  l  au  ce  qui  re^ 

*  ^rt.  114.  yjgy^^  *  a^  mème^  les  ajymptetes  CD,  CF,  Jtune  Jiyferho- 

le  étant  données  y  avec  un  de  Je  s  {oints  quelconques  M:  me^ 
net  deux  diamètres  conjugués  A  a,  Bb^  qui  fafffnt  entr^eux^ 
un  angle  égal  k  un  angle  donnée 

AysLxit  couppé  dans  un  cercle  quelconque  qui  a  pouf 
centre  le  points,  un  arc  </r/ capable  de  Tangle  DCP 
fait  par  Ifs  afympcotes  5  on  méfiera  par  le  point  de  mi,- 
lieu  ^ ,  de  la  corde  df^  la  ligne  ec  qnx  fafle  avec  cettjs 
corde  de  part  ou  d'autre  Tangle  dec  onfec  égal  i  Tan- 
de  donno^JSc  par  le  point  c ,  où  elle  rencontre  l'arc  dif^ 
les  droites  cd^  cf.  Cela  fait,  on  prendra  fur  les  afymp- 
cotes les  parties  CD^CF^  éeales aux  cordes  cdy  cf\  te 
4yant  tire  DP,  l'on  mènera  Te  fecond  diamètre  £t  pa- 
rallèle à  cette  ligne ,  &  le  premier  diamètre  Aa  qui  pzC 
fè  par  fbn  milieu  £.  Je  dis  que  ces  deux  diamètres  ^^^ 
P6^  font  entr'eux  un  angle  égal  A  l'angle  donné ,  &  qu'ils 
ibnt  CQ  njugttés  l'un  à  Tautre^ 

'  Car  nar  la  conftyuûion  f  angle  dcf  ^  égal  d  l'anele 
DCP  nût  par  les  afymptotes  3  &  par  confequent  les 
triangles  DCJF,  dcf^  icDCE^dce^  font  éeaax  &  fèm- 
blables.  L'angle  P  Ca  ,  quç  font  enrr^eux  îcs  deux,  diau 
mç très  A  a^Bt^  ièxadonc  égal  à  l'angle  DEC  ou  dçç 
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4fâ  a  été  hit  égal  à  l'ingle  donné.  De  plas ,  fi  Ton  mené 

par  le  point  A ,  que  je  fappoiè  être  l'une  des  excr emi^ 

tés  du  premier  diamètre  Aa^  une  parallèle  i  DFy  il  eifl 

dair  qu'elle  fera  couppée  également  par  ce  point ,  puifl 

que  D  F  TeA:  au  point  E  $  &  qu'àinfi  ^  elle  fera  tangente  ^  Art.  109. 

en  A\  d'où  3  fiiic  *  que  les  diamètres  A^ >  ^é^Cjnt  co».  '^  ^^A u* 

|ugués. 

Maintenant  pour  déterminer  la  grandeur  de  cesdeuk 
diamètres ,  on  tirera  par  le  point  donné  M ,  une  parai, 
lele  Af /CZ  au  premier  diamètre  Aa^  laquelle  rencon- 
tre rafymptote  C  2>  au  point  K\  ic  rautre  afymptoce 
CF^  prolongée  au  deli  du  centre  C,  au  point  Z  :  de  ayan( 
pris  CA  moyenne  proportionnelle  entre  iCAf,  AfXj 
il  eft  clair  *  que  le  point  A  fera  Tune  des  extrémités  du  *-^^-  9i^ 
premier  diamètre  Aai  &  qu'ainfi  menant  les  lignes  ABy 
ab^  parallèles  aux  afymptotes  C/,  CB^  elles  "^  détermine-  *  -D#/;  li- 
ront par  leurs  points  de  rencontre  B^  h  ^  la  grandeur  du 
iêcond  diamètre  Sb. 

Comme  Ton  peur  mener  deux  dtfierentes  lignes  rr,  ee^ 
qâ  faâeat  avec  la;  corde  if^  de  port  &  d'Suitre  des  an. 
gles  deCyfeCy  égaux  à  l'angle  donné,  loric^ue  cet  angle 
a'eft  pas  droit  ^  il  s'enfiiic  qu'on  pourra  toujours  trouver  ' 
alors  deux  diflërens  diamètres  conjugués  Am^  ^^,  quiiiu 
lisfcrom  également)  comme  Ton  voit  dans  les  figures  54.  ^ 
ic  55.  Mais  il  eft  à  remarquer  que  les  diamètres  conju^ 
gués  Aa^  Biyàtlx  fig.  55.  ont  une  poikion  ièmblable  pat 
rapport  i  FafymptoteC  F^i  ceux  de  ta  figure  54,  par  rap- 
port â  l'autre  afymptote  C2)>&  quêteur  grandeur  de- 
meure la  même  dans  ces  deux  différentes  pofîtions.  Car^ 

i^.  Menant  du  centre  0  au  point  e^  milieu  de  la 
corde  df^  la  ligne  ûe^  die  fera  perpendiculaire  à  cette  • 
corde )  &  par  coiiièquent  les  angles  oec^  oec^  feront 
égaux  -,  c'Seft  pourquoi  ^tirant  les  rayons  oc  y  0c  y  les 
triangles  tf^r,  oec^  qui  ont  le  côcé  0e  commun ,  les  an- 
gles  oeCy  oeCyic  les  côtés  0c ^  oc^  égaux  encr'eux ^  au- 
rons auffi  leur  troifiémes  côtés ^^,  ec^  égaux.  Les  trian^ 
^icsf^Cy  deCy  qui  ont  les  côtés  ef^td^iceCy  ff>&Ies 


\ 
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angles  feCydec^  ^g^ux,  feront  donc  égaux  Scièmblo^ 
blés }  d'où  Ton  voit  que  Tangle  e  cf^  ou  Jg  C  P,  de  la  figo- 
re  55.  eft  égal  àTangle  ecd^  ou  ECD^  delafig.  54.  & 
qu'ainfi  la  pofition  du  diamètre  ^a ,  de  la  fîg.  55.  par  rap. 
porta  rafymptote  C/*,  eft  femblable  à  celle  du  diamètre 
^a^  de  la  figure  54.  par  rapport  à  l'autre  aTymptote  CD. 
1^.  Si  Ton  mené  dans  la  figure  55.  la  ligne  Jlf/, 
qui  faâe  avec  Pafymptote  CF^  prolongée  du  côté  du 
centre  C ,  Tangle MIC  égal  à  Tangle  MZ Cou  ECF^ 
de  la  figure  54:  il  eft  clair  que  les  lignes  Ml^  Mk^  de 
ia  figure  55.  teront  égales  aux  lignes  ML^  MK^  de  la  fi* 
gure  54  5  puifqu'on  mppofe  que  la  pofition  du  point  M 
par  rapport  aux  afymptotes,  eft  la  même  dans  ces 
deux  figurer.  Or  Tangle  MlZj  complément  à  deux 
droits  de  Tangle  iW/C,  de  la  figure  55.  ou  de  ECF  delà 
figure  54,  eft  égal  à  Tangle  MKky  complément  à  deux 
droits  de  Tangle  ECD  de  la  figure  55.  ou  de  ECF  de  la  fig. 
54}  Et  par  confequent  dans  fig.  5  y.  le$  deux  triangles  ZMl^ 
kMKy  qui  ont  ran^le  en  M  commun ,  &  les  angles  aux 
points  /,  /C,  égaux  ^  feront  femblables  :  ce  qui  donne  CM. 
Ml'f  kM,  MK.  Et  pikrtant  ZMy^MK=^lM^Mk  on 

^Arf.  94,    ZM^MK  de  la  figure  54.  D'où  Toti  voit  *  que  les  pre^ 

miers  demi- diamètres  CA^CA^  des  figures  54  &  jy, 
font  égaux.  Il  en  eft  de  même  du  diamètre  Bbi  puifl 
que  fà  pofition  &  fa  grandeur  dépendent  de  celles  du 
premier  diamètre  Aa ,  auquel  il  efV  conjugué, 
.  Comme  Ton  ne  peut  mçner  qu'une  feule  ligne  ec^  qui 
f^  avec  la  cordç  rf/de  part  ou  d'autre ,  un  angle  égal 

F  10.56.  &  à  l'angle  donné,  lorfque  cet  angle  eft  droit;  H  s'enmit 
57*      qu'il  n'y  a  que  dçux  diamètres  conjuguée  Aa^  Bb^  qui 

*-^r^  III.    fafîçnt  entr'eux  un  angle  droit  5  &  qu'ainfi*  ils  feront  les 

deux  axes.  Majs  le  triangle  ^/^/ ou  DCFy  étant  alors 
ifofcelle»  le  premier  axe  A  a  diviiera  par  le  milieu  l'an- 
gle BCE  fait  p;ar  les  afymptotesj  d'où  Ton  voit  que 
pour  trouver  de  pofition  \^s  deux  axes ,  il  n'y  a  qu'à  ti- 
rer deux  lignes  droites  Aa^Bb^  perpendiculaires  entrV- 
elles  9  dont  l'une  d'elles  Aa^  divife  p9x  le  milieu  Tangle 

BCF^ 
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DCFy  Eût  par  les  afymptotes:  après  quoi  Ton  en  dà:er- 
minera  la  grandeur ,  conime  on  vienc  dcrenièigner  pour 
les  diamètres  conjugués. 

On  peut  encore  trouver  les  deux  axes  de  cette  autM 
manière.  Soit  menée  parle  point  donné  M  une  paralle* 
IcMH  à  Tune  des  afymptotès  CF,  Se  terminée  par 
l'autre  C 17  au  point  H.  Soit  prifè  fîir  Tafymptote  CD, 
h  partie  CG  égale  à  la  moyenne  propordonnelle  entre 
CHy  H  M:  &  foit  tirée  par  le  point  G  une  parallèle 
j43  à  CF,  ttUe  que  chacune  de  itt  parties  Gji^  QS^ 
{oit  égale  â  CG.  Il  efl évident  que  les  lignes  CAy  CJS^ 
TJbront  les  deux  demi-axes  de  poiîtion  &  de  grandeur.  «  ^^  ^^^ 

&B8.     ^ 

CoaiOLL  AI  JIZ. 

^^9*  Il  cft  donc  évident)  i^.  Qu*iln*y  a  cme  deux 
diame&res  conjugués  qui  &ilènt  entr'eux  un  angle  droit } 
&  qu'aine  il  ne  peut  y  avoir  que  deux  axes,  jl^  Qu'on 
peut  toujours  trouver  deux  difierens  diamètres  conîu» 
gués  qui  faflent  encr*eiix  un  angle  égal  à  un  angle  don. 
né ,  lorfque  cet  angle  n'eft  pas  droit }  que  les  deux  pte» 
iniers  ont  une  pofitioh  ièmblable  par  rapport  à*  une 
a^mptote ,  à  celle:  des  deux  autres  par  rapport  à  l'autre 
afymptota^  d'où  il  fuit  qu'ils  font  iemblabiement  pofes 
de  part  &  d'autre  des  deux  axes ,  puiique  les  deux  axes  . 
divilënt  parle  milieu  les  angles  faits  par  les  afymptotès  ; 
&  qu'enfin  leur  grandeur  demeure  la  même  dans  ces 
deux  différentes  pofitions. 

PROPOSITION    XIV. 

Problême. 

130»  L/Bux  diamètres  cm^wg^s  qtutcMfBes  étant  Jm^ 
9hy  ^(ifOchMÈ Uaneldes  deux eftlefremieri  m  cemU.eBU 
mkme  cbofe  *  Us  apmftêtes  de  dMx  Hyfgfkples  ofpçfies  Ham  ^ji^  ^^^^ 
dmmees  éWic  m  de  Inrs  foims  qnekenqM  :  décrire  ces  Hy^ 
feeêêUs  far  em  muvement  cmuimu 


Il  L  I  V  n  X    T  &  o  I  j  I  b'm  E. 

On  cherchera  les  deux  axes,  comme  l'on  Tient  d'ea- 
Aip^  dans  la  Pfopoficion  précédente  ^  &  Ton  décrira 
«nfiiice  les  Hyperboies  oppoléesièlan  l'arcide  y  6. 

S  S  <:  b  N  D  £      M  A  N  I  £  R.  £• 


Fi G.  58.         Soietit  yif ^3  sis  ie^diainecres  coc^ugiuésjdoiiaés,  eii- 

tre  kfi|aeiK  le  diamètre uiM  eft  le  piemier^,  ou  bicnCGy 
Cg^  ks  afympcotesdoûiuSes,  avec  le  point  A^wi  de 
K^ii3t  dés  Hyperboiefi  oppoiiëes..Ayanfc  raeûé  parie  point 
doiiftdayf.tttie  parallèle ytf6,.di'une^9âj^mptoces.C£;9 
&  terminée  par  l'autre  en  G^  on  fera  ^lifler  le  lone  oe 
1  afymptote  CG  ^  indéfiniment  prolongée  de  part  &  d'au- 
tre  du  centre  C ,  une  droite  H  K  égale  à  C  G  ^  qui  entrai* 
nerâ  par  fcfn  ein:i:emicé  JFf  une  paralldé  H  M  a  rafymp. 
tote  Cg»  ic  par  (ba  autre  eictremité  K,  une  droite  KA 
mobile  autour  du  point  fixe  j4.  Je  dis  que  rinteriè&ioa 
continuelle  M  dts  droites  AK,  H  M  y  décrira  dans  ce 
moavement  les  deux  Hyperboies  oppofiaes  qu'on  de« 
mande* 

Our  i  cflfQfe  des  criailles  iemblabks  K  HM^  KG^^ 
on  aura  toâ^ours  KHoxl  CG.  HM  ::  KGx>mCH.GA, 
£t  partant  C HnH M::nCQnGA.  Le  point  ik/ier* 

f  ^rt.  loi»    donc  '^  un  des  points  de  Hiypeibole  qui  paâe  jpar  le 

point  donné  A  y  ft  qui  a  pour  arynaq>coces  ks  orokes 
données  CG>  C^J  ou  de  l'Hyperbole  oppûfée. 

PROPOSITION    XV. 

Problème. 

15^*  Les  mêmes  chûps  iiant  âotmees  que  dans  la  Prop^^ 
Jkim  piiiàemti  ikme  ks  HyfeeMes wffùfks  pè  fif^mrs 
frims. 

PlL£ltfltl.£MAKlSJL£* 

F I c.  19.         Soient  CD»  CE,  les  dTynipcoaat:  «bciades^  iBc  ^  ie 


I 
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•oiiit  donné.  Ayant  mené  par  ce  point  A  autant  de  Itgnei 
DE^  DE,  DEt^c.  qu'on  voudra ^  terminées  par  les 
aTympcoces  3  ic  ayant  pris  {or  c^  Ugnoidroio^^ies  parofis 
EM,  MM,  EMy  &c.  égalesâ  ADÎAD^  AD,  ^  j  içayoir 
chacune  î  ik  correfoondançe  ;  il  cft  clair  *  i*.  C^e  Ici  *^f.  io4, 
points  M  y  M,  M,  «c,  feront  i  l'Hyperbole  <jui  paflè 
par  1^  point  A^  lor^ue  les'points  EyEtE^  6cc, tombent 
au  dedôus  du  centi«.  z^  Q^  ce»  Hyperboles  ont  pour 
~  mptotes  le«  droitei  CD»  C  E,  Fa*ôd9C  d^ee  ^flèr 
-  tous  les  points  M»  M^  M»  Scç.  qui  tooibeoc  du» 
tgle  iàit  par  i^  aj^ptoties,  une  ,U^  f;onrbe,  U 

Kr les  autiaer pffiiniEs ikf 4 M^MyUcvisi (ombeof dans 
ngle  oppofë  au  fbmmet  à  celui-ci,  une  filtre  ligne 
courbe  )  ces  deux  lignes  feront  ks  deux  Hyperboles  op- 
pofees  qu'on  demande. 

Sec  ov  de'  Maniera 

■ 

Soient  les  kgnes  ^^,  j5«*,  tes  deux  diiunetrts  cooja-  p  j  ©,  ^<,, 
;gi}és  donné«,  encre  le^queil!^  A^^  le  ifiecond.  Ayant 
pris  iùr  te  premier  denHudiainerre  CJB  prolonge  indéfi. 
ninientducôtéde;9«depetiAesf«rt;iesC£,  EBj^  EE, 
Sic.  égates  encz'eUes ,  atttsmr  fie  d«  ceHe  grandeur  >q«'on 
voudrai  on  mènera  par  j^ejkn»  des  poines  ^v<¥ù  eiflt  ie 
plus  proche  du  centre  C/U  iigoc  iE/*  paraltete  i  J7  ^  j 
^  on  prendra  iir  le  lècond  diamètre  Aa  xie  partie  d'au, 
tre  du  centre  C,  autant  de  jpetites parties  C<P,  PP^  PP^  .. . . 
&c,  toutes  égalés  à  C/*,  au'il  y  a.de  petites  p^icdes  Ç£, 
EE^  EB,  &c.  Ayant  tire  CI)  perpendiculaire  &  égalé 
1  C^,  on  mènera  par  rous  tes  points  P^P,  P^  &c,  des 
parallèles  MPM,  MPM^  JWPiV/,  fcc^  au  premier  dia- 
mètre Bb^ivx  chacune  defquelles  on  prendra  de  p^rt 
&  d'aotre-dnpoint />^  3^partierPiUf,  PM^  éeales 
ciiècttne  â  (à  eorrei^Nmdante  £D.]é  dis  que  les  deux  li. 
gnes  eoai4>es  qui  paflèntpar  tous  les  points  Mainfî  trou- 
vésy  feront  lès  deux  {^^erboles  oppofees  qu'on  de- 
flianoe. 

^  Car  nommant  Ses  donnéesC^tf>CJ7euC2),r!  & 

Lij 


I 
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les  indctennmccs  CP^xi  PM.yi  \i%  triangles  ièmw 

blables  CAS  y  CPEy  donneront  cette    proponioii 

C^(/).C^(0::C/'(x).C£=^.Ef  à  caufe  da 
triangle  ECU  reâangle  en  C,  (  en  imaginant  chaque 
hypothenule  £  Z>  qu'on  a  omife  de  peur  de  confuijotr 
dans  la  figure  )  le  quarré  E  Z)*  ou  PAt  {yy  ) = ci*  (Î25v 

*Jirt.  %u&  ^HrCD*icc).  La  ligne  PM iêra  donc  ♦  une  ordonnée 
ii8.  au  fécond  diamètre  Aa^  qui  a  pour  conjugué  le  pre- 
mier Sii  &  comme  cette  démônftration  convient  i 
toutes  les  lignes  /M/,  puifque  chaque  CP  eft  toujours  à 
la  correfpondante  CE^  en  la  raiion  àit.CA  à  C^.-:  il 
s'enfuit  &c.  *     . 

F 1  e.  tf  t.  Lorfque  les  diamètres  conjuguée  Aa^  Sb ,  font  égaux 
•  Dtf.  x6,  cntr'eux ,  c'eft  â  dire  %  lorfque  Its  Hyperboles  ^u'on  de- 
mande font  équilateres  $  la  conftrmaion  devient  beau- 
coup  plus  aîfce.  Car  ayant  mené  Cu  perpendiculaire  & 
égale  à  CA^  &  tiré  par  un  ixjint  quelconque  P  du  dia- 
mètre A  a,  une  parallèle  MPM  au  premier  diamètre 
^^  î  il  n'y  aura  qu'à  prendre  fur  cette  ligne  de  ^Ktrt  & 
.  d'autre  du  point  P^  les  parties  PM^  PM,  égales  cha- 
cune â  PDjfout  avoir  deux  points  desHyperboles op- 
|>ofees.  Car  à  caufè  du  triangle  />  CZ)  réâan^le  en  C  (  en 
imaginant  chaque  bypothenuîc  CD} on  aura  toujours 

PD  on  P  M*  =zCP''^-t-CD'^  ou  C  a'  i  Et  partant  la  li-' 
gne  PM  fera.  *  une  ordonnée  au  fécond  diamètre  A  a  ' 
qui  a  pour  conjugué  le  premiet  -ff  ^  qui  lut  eft  égàH      ' 

D  e'f  I  Nî  TI b  m' 

F  10.^2.        Soient  deux  Hyperboles  oppofees  AMy-érm^  que, 

ayent  obur  premier  axè  là  %ne  Aa,  &  ppir  iècW, 
axe  la  ligne  S  6  »  &  foient.deux  autres  Hyperboles  oppo-. 
fces  ^5 ,  */,  qui  ayent  au  contraire  pour  preinier  axe; 
la  hgne  S  6,  &  pour  fécond  axe  la  ligne  A  a:  ces  deuac 
nouvelles  Hyperboles  S5y  iSyHom  ^$éllées  Qmjifaées 


*Art.  1*7. 


Del' Hyperbole.  gj 

aux  deux  Dremieres  AMy  étmi  Sclçs  qtiatre  cnfèmble 
font  appellées  Hyperboles  canfugu^es. 

ÇOKOLIAIILE. 

IJI.  Il  cft  clair  que  les  lignes  Sa^  Aby  font  paral- 
lèles j  puifque^les  droites  Aa^Bb^  terminées  par  ces  li^ 


conjii 


gne  Cg  autre  afymptote  de  THyperbole  ^Af  indéfini- 
ment prolongée  du  côté  de  C:  puifoue  ces  deux  lignes 
paflent  par  le  centre  C,  &  font  parallèles  aux  deux  droi- 
tes ^  i^ ,  BA ,  menées  de  l'extrémité  B  du  premier  axe 
Bb  de  THyperbole  BS  aux  deux  extrémités  A^  a^  du  fe- 
cond.  Il  eft  donc  évident  que  les  deux  droites  ^G>  Cg , 
parallèles  iAbjABy  indéfiniment  prolongées  de  part 
&  d'autre  du  centre  C,  font  non  feulement  les  afymptotes 
des  Hyperboles  oppofees^Af ,  ami  mais  auiC  des  deux 
autres BS^bSj  qui  leur  font  conjuguées* . 

PROPOSITION     XVL 

Théorème. 

155*  S I  ^M  f>iffi^  t^  MT  point  épteUmque  H  Jtunea^p» 
Ute  C  G  commune  aux  demx  Hyper&oles  Â  M ,  B  S ,  «ne  fa- 
taUeU  M  S  i  t autre  afymptote  Ce  \  je  ait  qu*eUe  rencontrera 
ces  deux  Hyfetholes  en  des  fétus  M ,  S  ,  fui  ferem  iytlemtnt 
iloiffUs  de  fart  é"  Vautre  du  feint  H.      ^ 

Car,  1*.  La  ligne  <W  5  i«aicontrera*  chacune  dtoHy-  *Art.  104, 
perperboies  AMy  SS\  en  un^inç,  i*.  À  caufe  de  l'Hy- 
perbole AM^lç  rcââii^[e.*pHMHJ^i=CGxo^iiii  » ^^,  ^^^ 
caufê  de  l'Hyperbole  ^S,  Ifr  réâangle  CHi(HS=z 
CG*GS.  Doncjpuifque  *  G 5= G >^,  il  s'enfuît  que  «^^  j» 

C /f  X /f  5=C /f  H /f  JVfi  Et  qu'ainfî/f  5= /fi»/.  Ce 
qu'il  faUoit  démontrer. 


96  LivR.B    Tkoisie'me. 

COROLLAIILE      I. 

^54"  Si  l'on  mené  des  points  Af ,  5,  des  deux  Hyperbo- 
les^^, ^5,  les  diamètres  AfC»ï,5Cj,  terminés  par 
*./irt.  114.  les  4eux  autres  Hyperboles  ^myisiiie^  clair  **  que  le 
diamètre  Ss  fera  le  lècond  diamètre  conjugué  au  premier 
Ml  des  deux  Hyperboles  oppolees  AMy  im»  &  réci- 
pcoquemenc  que  le  diamètre  Mm  ièra  le  (èc<»id  diamè- 
tre conjugué  au  premier  Ss  des  deux  Hyperboles  oppo- 
fées BSyis.  D'où  l'on  voit  que  deux  diamètres  conju. 
gués  quelconques  iVf  m,  5/,  de  deux  Hyperboles  o[^. 
Ices  AM^éiM,  ibnt  auflî  deux  diamètres  conjugués  des 
4eux  ancres  Hyperboles  ^5",  is^  qui  leur  lônt conjuguées  ^ 
a»cc  cette  dimrence  que  le  premier  diamètre  M  m  de- 
vient le  &cond ,  &  qu'au  contraire  le  fécond  S  s  devient 
le  premier. 

Co&OLLAI&E  H. 

'J5'  Dfi-i-A  il  ^mam^e  que  les  Hyperboles con- 
iuguées^5,^j,auxdeux^i^,  «m,pairenc  par  les  ex- 
tremitésS,f,  de  tous  les  ftconds  diamètres  S  C/  de  ces 
Hyperboles  :  âc  réciproquement  que  les  Hyperboles  ^M^ 
am^paSTent  par  les  extrémités  ilf ,  m.  de  tous  les  ièconds 
diamètres  MCm  des  deux  Hyperboles  35 ,  i  i ,  qui  leur 
ioxa  conjuguées. 


^ 
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QUATRIE'ME    LIVRE. 
Des  mis  Serons  Cmques. 

__  « 

De'finitiow.    ' 

ON  entend  par  le  cenne  gênerai  de  StUiMOni^fue^ 
chacune  des  trois  lignes  Courbes  dont  l'on  vient 
de  parler  dans  les  Livres  precédens }. ,  fçavoir ,  la  Pévr^t 
b*Ut  VEBtpfe,  VHyferhtle  ou  les  Hyperboles  cffofies. 

PROPOSITION    I. 

Thcorêmc. 

13^«  Si  t^  t extrémité  A  £un  dùtmeire MukMque  Az  p  ^  ^^  g^^  ^ 

iuM  BÏÏiffe  ^  ou  iun  premier  diamètre  Aa  étemi  Hyferhê^  \^ 
Uy  Ccn  mené  uneparaUele  AG  à  fes  ardenfUeâ  P  M,  qnifiit 
égaU  à  fan  forMmitre  i  (^M^m  tirede  tatUH  extnmiié  z^la 
Sroiiê  zGj  qui  CMfe  en  ô  miecrdcemie  queleonque  P  M  frè^ 
lomée  sUl  efi  nece(faire  :  je  dis  que  le  quarté  de  i ordonnée  P  M 
efi\al  au  réiiani/e de  AP^par  PO. 

Jl  faut  prouver  que  PM*=:APxPO. 

Selon  les  articles 41  JBc  55.  duiècond  Livre,  ^  &  ii8« 

du  troifiétne,  on  aura  A  a.  AGxz  AP^Pa.  P^:  Or 
à  cauie  éfs  triangles  ièniblables  aAG^aPO^  il  vient 
Aa.  AG  ::  Pa.  PO  z:  AP^Pa.  APuPÔ.   Donc 

PM^=zAP^PO.  Ce  qu'il faOoit  démontrera 

C  G  K  O  X  X  A  I  Jl  £      I. 

137*  D^-i-A  il  eft  évident  que  le  quarré  d'une  or- 
donnée quelconque  PJA  à  un  diamètre  Aa^  eft  tou- 
jours moindre  dans  TEUipie ,  ^  ooujours  plu^gnand  dans 
THypeibok^  que  le  réâangle  fait  di»  par^WWrc  AQ, 


€S  Livre    Quatrie^me. 

paria  partie  AP  de'ce  diamètre,  prife  entre  fon  oii* 

gine  ou  extrémité  A^  &  la  rencontre  P.de  rordonnée  j 

"^Art.  7.  &  au  lieu  que  dans  la  Parabole  *  ils  font  égaux.  Or  c*eft  à 

^-  caufe  de  cette  propriété ,  que  Apollonius ,  furnommé  le 

Fjg.  6f.     Grand  Géomètre^  a  impofc  aux  Serions  Coniques  les 

noms  qne  nous  avons  marqués  :  car  il  a  voulu  donner 
i  entendre  jpar  celui  de  FarakoUy  la  jufteflè  ou  exaâitu* 
de }  par  celui  à^ElUffe^  le  de^ut  ou  manquement }  0c 
par  celui  ^Hyperbole ,  Texcés  qui  fê  trouve  dans  la  comw. 
paraifbn  des  quarrés  àts  ordonnées  PM^  avec  les  réc^ 
cangles  corre4>ondans  AP'^AG. 

PROPOSITION     IL 

■  ■ 

Théorème* 

Ff6.é^«&      158.  Dans  une  Bttiffe  amt  diamètre  k^^&danileî 
'  .  Hyperboles  oppofees  tout  premier  diamètre  Kzefi  divifi  en 

deux  également  par  le  centre  Ç^  (jf  ne  rencontre  la  SeBion 
qiien  deux  points. 

On  a  démontré  cette  Propofîtion  dans  les  articles  50 
du  fécond  Livl^  j  96  &  103  du  troifîéme. 

PROPOSITION     IIL 

Théorème. 

M9»  Il  ne  peut  y  avoir  qu^une  feule  tangente  hkhftei 
p^jjepitr  un  point  donné  AJurune  SeBion  Conique. 

Cette. Propolîâon  fè  trouve  démono'ée  dans  les  arti^ 
clés  II  du  lÂyre  premier^  56  du  Livre  iècond  j^ioy  du 
troifiéme.   • 

PROPOSITION    IV. 

* 

Théorème* 

140.  Les  tangentes  LA  L,  1  zV^qui  pajfent  par  les  ex^' 
tremités  A  ^  a,  J^un  diamètre  quelconque  Jtune  EUipfe^  ou  de 

deujc 


Des  t&ois  Sections  CoNiQjfEs.     t^ 

deux  Hyperboles  offofees  i  fini  paraBeles  emr^Bes. 

Ceci  a  ëcë  démontré  dans  \ts  articles  44  &  5;  du  Li« 
vre  fécond ,  &  110  du  Livre  troifîéme. 

PROPOSITION    V. 

Théorème. 

141.  ijN  diamètre  quelcanfue  étant  demie  dans  tElliffi 
êU  dans  Us  Hyperboles  eppejees  i  je  dkfue  la  pefitien  dm  dia^ 
mètre  qui  lui  eft  cenjnffiiy  efi  déterminée ,  de  manière  qu*il  ne 
peut  y  en  avoir  au* mu  feule. 

Car  i^.  Si  la  Séâion  eft  une  EUipfë ,  ou  qu'étant  les 
Hyperboles  oppofèes  le  diamètre  donné  A  a  ibit  un  pre^ 
mier  diamètre  ^  il  eft  clair  félon  l'article  56  du  Livre  fè« 
cond ,  &  la  définition  13'  du  troifîéme  Livre ,  que  fbn 
conjugué  JBb  fera  parallèle  â  la  tangente  LAL^  qui  paC 
ië  par  Tune  de  fès  extrémités  A.  Donc  *  &c«  ^  Art.  i\$% 

1^.  Si  la  Se<£tionétant  \ts  deux  Hyperboles  oppofées ,  le 
diamètre  donné  Bb  eft  un  lècond  diamètre  j  la  chofè  x 
été  démontrée  dans'  Tardcle  115  du  troifîéme  Livre/ 

C01L0LLAI11E« 

141.  Il  eft  donc  évident  qu^ùne  Séâion  Conique 
étant  donnée  avec  un  de  fcs  diamètres ,  la  pofîdon  des 
ordonnées  i  ce  diamètre,  fera  déterminée  de  manière 

2ue  chacune  n*en  peut  avoir  qu'une  feule ,  &  qu'elles 
>nt  toutes  parallèles  entr'elles.  Car  elles  doivent  être 
1>arall€les  dans  la  Parabole  *  â  la  tangente  qui  pafle  par  «  Art.  tu 
'origine  du  diamètre  donné,  &  dans  les  autres  *^  Sedions  «/>#/;  ix,il. 
au^liametre  conjugué  au  diamètre  donné.  c^  i4»iÎl 


PROPOSITION    VL 

Théorème. 

^43*  13 ANS  une  EBipfe  tout  diamètre  Aa,  (^  danî 
les   Hyperboles  oppopes  tout  premier  diamètre  A  a  divifi 

M 
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la  SefiiM  m  an  fmi$m  AM,.  a.m,  f«i  étant  frifes  dt 
fia^r  f^  élémti$  \ie  C0  âUmetre  dans^  des  f9fitwm  amrains  y 
font  parfaitement  fend^laUes  ^  iptUs  nt/eMes^ 

Car  ayant  pris  fur  le  diamètre  Aa  (  prolongé  forfqull 
s*agit  des  Hyperbole*  oppofées,)  de  part  &  d'autre  da 
^'Art.  45.  centre  Cdeux  parties  quelcon(|ucs  CP^  Cp^  égales  en- 
55.  85.   &  truelles  5  &  mené  de  part  &  d'autre  les  ordonnées  PM, 
!**•  pm.ûtH  clair  que  ces  ordonnées  font  *  cffàles  entr'elles , 

»  Art.  141.  &  que  ks  angles  CPMy  Cf'm^  font*  égaux.  Si  donc 

l'on  conçoit  que  le  plan  C^ffiftièparé  de  celui  qu'on  voir 
ici ,  fbit  placé  de  Tautre  côté  du  dianmrtre  Aa  dam  une 
pciificiofflL contraire,  en  /bite  que  la  droite  Cf  tombe  fur 
CP,  bLfm^  fur  PM  i  û  cft  vifîble  que  le  point -*  oombe- 
»  Art.  15».  ra  *  fiu:  le  point  A  y  &  le  point  m  fiir  le  point  M.  Et 

comme  cela  arrivera  ooôjours  de  quelque  grandeizr  qu'on 
piôâfe  prendre  les  parties  CP',  Cp  3  ii  s'éniuit  que  fous  les 
points  ;»  de  la  portion  am^  tomberait  exaâefxicnt  fîir 
tous  les  points  jlf  dek  panioo:  AMj  Sl  qu'ainfi  ces* 
éasx,  pordons  fk  coiifonrdrant  l'une  avec  l'antre»  Ct^il 
fallait  démtmrsr^ 

PROPOSITION    VIL 

Tlaeoreine, 

Fiô.  «8. 69.  I44«  OiVen  mené f  m unpaùa  quelconque  P  i^m  dèatm- 
70. 7*-  fre  k^  d^mie  SeBian  Conique  (  frudonf^è  lorfque  la  SiElien 
étant  une  Hyptrkokj  c^eft  un  premier  diamètre  )  une  paralle^ 
te  MPM  aux  ordemUes  À  ce  diamètre  i  je  die qu^eSe rencen'^ 
teera  la  SeBion  en  deux  points  M ,  M ,  également  éleiyiès  dec 
part  ^  £  autre  du  peint  P^  (^nanen  davantage  ;  £t  récipre^ 
quement  que  fi  une  ligne  MM  terminée  par  une  SeBion  Coni^ 
que^  efi  coupée  en  deux  également  par  un  diamètre  A  ^  en  un 
point  P,  autre  que  le  centre  y  elle  fera- parallèle  aux  erdormées^ 
a  ce  diamètre. 

Ceci  a  été  démontré  daxi;$  les  articles  9 ,  ri  &  10  dir 
livre  premier  j  43>  4î  &  51  d«  livre ftcond j  83  ^  8j  ôt 
118  du  Livre  troiiîéme. 


1  De$  r&oss  SicTuoKC  Comiqjjes.       ^ 

G  O  H  O    L   L   A   I    &   E     I. 

^45^  O^-^A  il  eft  mafii^dde  «que  fi  «se  ligne iqueL 
TOfKjue  JV£  Af  terminée  par  ^ine  Sédioa  CoAÛpie ,  eft 
coupée  eti  <}etnc  ë^akmcnc  par  im  ^ametre  ji^  en  im 
point  P  autre  qife  le  <entfe  -,  (outes  les  parallèles  âxet- 
ce  Ëgne  ttiumnées  par  la  Sëàion ,  4e  feront  aiiffi. 

PROPOSITION  vm 

Problème, 

I4^«  Une  SèSian  Conique  étant  dmnie^  m^wvtf  u% 
diamexre. 

Ayantraenc  deox  droites  MM  s  NNj  parallèles  en- 
tr*elles,  &  Termmcespar  la'Séâîonj  on  tirera  par  leurs 
points  de  milieu  F^  ^une  ligne  droite  ^^  qui  lera  nm 
ûiametre. 


Car*  le  diamètre  tjuî  paflepar  le  peint  P  milieu  de  ^Art.iAt 
MMj  dok  aoffi  pafierpar  te  point  j^^milieu  de  2l2f. 

Co  iLO  t  ^aA  I  us     Ï. 

147»  Si  l^on  mené  en  même  (brte  un  autre  diamètre 
quelconaue  Ddy  il  rft  clair  que  la  ScAion  conique  fera 
une  parabole*  lorfque  Drfeft  parallèle  à  jiaijme  EUip-  *Def.j.  h 
fe  *  lorfque  Dd  rencontre  j4a  an  dedans  de  la  Sédion  j  &  '^Def.  9.  IL 
enfin  une  Hyperbole*  ou  les  Hyperboles  opposées  lord  ^Def.^.lïU 
que  les  diamètres  Dd^jÊa^^k  rencontrent  en  un  point 
C  hors  de  la  Scâion  j  &  que  dans  c^s  deux  derniers  cas 
k  point  de  rencontre  C  eft  le  vcntn.  Cela  eft  une  fuite 
des  définirions  des  diamètres  tie  ces  trois iignes  courbes. 

Loi'fque  fElJipïc  eft  donnée  toute«itiere ,  il  ùfffk  petir 
^voir  le  centre  de  mener  -un  diamètre  A  a;  car  fa  gran- 
deur étant  déterminée  f^t  la  rencontre  de  rElli{ue ,  il 
tf  y  a  *  qu'aie  divilèr  parle  milieu  en  C.  Il  en^eft  de  mêaie  *  jfrf.  j^.  ^ 
lorfque  *  les  Hyperboles  oppofees  font  tlonnées.  ♦  jin.  fé. 

Mij 
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Corollaire   IL 

14^-  JLJe-la  il  fuit  qu'une  Séâion  Conique  étant 
donnée ,  avec  un  point  O  fiir.  le  mêmeplan ,  on  peut  tou- 
jours mener  un  diamètre  D  d  qui  pafle  par  ce  point.  Car 
il  ne  faut  dans  la  Parabole  que  mener  par  le  point  donnée 
O  une  parallèle  Dd  i  un  diamètre  quelconque  ^ ^ ;  & 
dans  PEllipfe ,  ou  dans  THyperbole ,  ou  dans  les  Hyper- 
boles oppofëes,  une  lime  droite  2>^quipailè  par  le 
point  donné  O ,  &  par  îe  centre  C  que  Ton  aura  trouvé 
par  le  Corollaire  précèdent» 

Corollaire     IIL 

'49-  13b-la  il  eft  évident  qu'une  ligne  droite  MMy, 
ne  peut  rencontrer  une  Sedion  Conique  qu'en  deux 
points  Mj  M  y  &  jamais  en  davantage.  Car  u  Ton  mené 
par  le  point  de  milieu  J?  de  la.  ligpe  M  M  un  diamètre 
Aa^  il  eft  clair  félon  rarticle  1 44  ^  qu'elle  iera  parallèle 
,  aux  ordonnées  à  ce  diamètre  j  d'où  il  fuit  félon  le  même 
article  qu'elle  ne  peut  rencontrer  la  Seâion  qu'aux  deux 
points  M^  M. 

Si  la  ligne  droite  pafloit  par  le  centre  Ci  on  auroit  re- 
cours, i  l'article  138.  où  cela  a  déjà  été  démontré. 

CaROLLAlRE      IV- 

150»  \J  i^EEllipfe  OU  une  Hyperbole  ()%.^9. 70.)  étanr 
•  donnée 5  trouver  deux  de  f^  diamètres  conjugués  Aa^ 
^ ^  j  &  de  plus*  mener  les  afyraptotes  CG ,  Cg ,  lorfijue 
c'eft  une  Hyperbole. 

Ayant  trouvé  uadiametre  A  a  parle  moyen  des  deux 

parallèles  MMy  NNy,^  mené  par  le  centre  C  une  pa^ 

*2?e/ri^n.  rallele  ^^^  ices  deux  lignes:  il  eft  clair* que  les  diame- 

&  14. IIL.    très  AayBby  feront  conjugués  j. puifque  les  lignes  MM.^ 

J^Ny  étant  coupées  en  deux  également  par  le  diamètre 
*-//rr.  i3^^  A  a  aux  points  F^  Q^  feront  *  ordonnées  de  part  &  d'àiu 

tre  à  ce  diamètre^ 


Des  trois  Sections  Coniq;jjes.       ^j 

Maintenant  pour  mener  (/g.  70*  )  les  afymptotes  CG^ 

Cgi  on  fera  AP^Pa.  PM  :^  CA^.CÉ^  ou  CA\ou 
(  ce  qui  eft  la  même  chofè  )  comme  la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  AP^  Pa,çO::i  PM^  de  mcme  C  ^  eft  à 
CB  ou  C^.  Et  ayant  tiré  les  droites  ^ ^,  Ab^  ovi  leur 
mener^  par  le  centre  C  les  parallèles  indéfinies  Cg^,  C  <? ,  - 

qui  feront  les  afymptotes  cherchées.  Car  il  eft  ckir  que  ^ 
Bb  fera*  la  grandeur  du  fécond  diamètre  conjugué  au    -f ''^- &•  c5^, 
premier  ^^f  &  le  refte  eft  évident  félon  les  définitions 
15  &  14  du  troifîéme  Livre. 

PROP  O  SITI  ON    IX 

ProblcmCr 

ÏJI  •  Une  SéBion  Ccnique  hantdmnie^  avec  mtdefes  Sa^ 
mètres  Aa  j  trtmver  U  pojîiim  des  ordonnées  PM  à  ce  diamètre. 

Ayant  mené  d'eux  parallèles  au  diamefre  donné*  A  a  ^^^^  ^8*  ^>* 
qui  en  fbient  également  éloignées  de  part  &  d'autre  ,.&        7«'  '** 
qui  rencontrent  la  Sedion  en  des  point»  ilf  3  ilf  5  je  dis 
que  la  ligne  M  M  qui  coupe  le  diamètre  donné  au  poiot 
2^ y  eft  ordonnée  de  part  &  d^autreàcediâmetrej.pdur*- 
tû  que  le  point  P  ne*  tombe  point  fur  le  centre. 

Car  par  la  conftrudion  la  ligne  M  M  fera  coupée  en 
deux  également  par  le  diamètre  A  a  au  point  PibL  par 
confèquent  elle  fera  ^  ordonnée  de  part  &  d'autre  a  ce  ^Art.  t^ 
diamètre. 

On  peur  toujours  par  cette  manière  trouver  k  pofîtio]]^ 
d'une  ordonnée  PM  à  un  diamètre  donné  Aa.  Car  1^^ 
Dans  la  Parabole  &  l'Hyperbole  {fig.  6%.dt  70.  >  lorfque 
le  diamètre  donné  A  a  efî  un  prer»ier  diamètre  3  ii  efl 
clair  qu'à  quelqiie  diftance  qu'on  mené  de  part  &  d'au^ 
«re  les  deux  parallèles  au  diâniette  Ai»\  elles  rencon-  <i*t;ro.io. 
treront  chacune  la  Seâion  en  un  point  M  3  puifque  *  la  &f»  ^  uS« 
Séâion  s'éloigne  toujours  de  plus  ettplus  à  l'infini  du  dia- 
mètre  A  a.  1^.  Dans  l'Ellipfè  {fig.  69.  ),  &  dans  les  Hy- 
perboles oppofëes  (;%^7i«>  iojfqiue  le  diamètre  donné 

Mii| 
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st4iz^Wi  ikc^fnà  diannecte  ;  :U  cft  riaîr  -qu'oa  peut  iK>â. 
fcnirs  mener  dc^x  parallèles  de  ()arc  <c  d'aurre  xlu  dia.. 
metare  ^««r ,  cpad  xx>aipeiit  U  Seâioû  ducune  em  un  poinc 
Â/,  en  force  que  la  ligiie  M  M  œncono^e  le  ^ametre 
donné  ^^  >en  un  point  P  >âutre  oue  le  centre  j  puiique 

*  ^rt.  44*  dans  r£llsp^  *  les  ordonnées  du  diam^ie  u4a  vont  toâ- 
&  55*  jours  en  diminuaint  depuis  le  centre  C  juiou*en  ^yèc 
*Art.Zé^.&  qu'au  contraire  dans  its  Hyperboles  oppofôes  *  elles 
ii8.            ¥ont  toujours  m  «i^mencaot  i  mefure  qu'elles  :s'^l<^ 

gnent  du  centre  C. 

C  O  K  O  L  L   A  I   R  £        I. 

^S'^*  13  £-LA  on  tire(/g.(î8, 69, 70. )une  nouvelle  ma* 
niere  de  mener  une  tangeutepor  un  point  donné  A  fur 

*  jtft.iAt*  une  Scdion  Conique  donnée.   Car  *  ayant  mené  par  ce 

point  im  deÎMBetrç  A^,^  JSc  trouvé  une  double  ordonnée 
'^Art.10,10,  MPM  à  c^  diamètre  5  il  eft  clair  *  que  fi  Ton  mené  par 
44>5$i^>  le  point  A  iine  parallèle  â  MM^  ^le  Jmxangente 

5>I.u,U.7,  C<)AOtXAi*E    IX 

ly^.J^^^L^  on  voit  encore xonunent  une  Ellîpië  ou 
les  Hyperboles  oppofées  (i^-^^^  7^  7'-  ) «tant  idonnçfs 
avec  tm  tde  kurs  ^ainecrlîs  quelconques  ^^5  on  peut 
trouver  le  di^nu^ce  ^^  ^uilui  eft  comugué.  Car  il  n'y 
9.  qu'i  mener  par  le  ce^^tre  Camç  parallèle  ^i  aux  or*, 
données  i  ce  diamètre. 

Ou  i>îen  ;  Tok  ^<^4e  diamètre  donné  ^iSc  qu'il  faille 
prouver  {(m  ce^jilgué  A-a.  Ayant  ciré  M  M  parallèle  à 
S  ^  :&  terminée  par  la  Sedion  ^  ^tn  naenera  par  fbn  point 
de  miliea  J'^  &  k  »iilieu  c  de  J9^^  k  diamet|£  d^cbe 

C10  H-OXtL  A  I  IL£     il  II. 

«viei:  «m  ^  fès  féconds  dkraenes  £>i  dç  poûcion  j  en 
teimijier  k  gJiiDdeiir,,*Sc  trotivçr'^a  nême-cen^sia^po* 
^xioa  4c  &»  ordonnées. 


Des  TR015  SecTrows  C*kique$.      ^ 

On  cherchera  le  premier  diamètre  ^^goa^ugué  ta 
lècond  iP^^  par  le  moyen  de  la»  iècottde  mvMtrct  dit 

CoroUaire  précèdent  j  &  ayanc  fait  AP^f^*  FM^  t  : 

cT?.  C^*ou  cT.  11  efV  clair  *<juej!?^iera  k  grandeur  '^jtrt.Zu& 
du  fécond  diamètre  Bk^ic que  iej ordonnées teronrpa-  wS» 
raHetes  au  diamètre  A  a, 

>  R.  O  P  O  s  I  T  I  O  N    X. 

Problème. 

t^$^  l^UîT  /»r»f  i&mr  T  hors  une  Se&hn  Chnifue  don-  p  ,  ^  -^^ 
»fr  ,  wr»^  deux  tangentes  T  M  >TM,  à  cette Se&hf^.  7^ 

Ayant  mené  {fip  fi.  )  par  le  poine^ionnë  T*un  dîa-.  ^Aril  14 J^ 
mètre  qui  rencontre  la  Parabole  au  point  A  >  &  pris  ô 
partie  ^i^  égale  à  ^7*J  on  cirera  par  le  poine/^*  une  »^^   ^ 
parallelle  aux  ordonnées  qui  rencontrera  *  la  Parabole  ^An.  144. 
€n  deux  points  M  y  M  y  par  lefquels  &  par  le  point 
donné  Ton  tirera  les  droites rjlf>  TM^  qui  iscoQt  *les  '^^rt.iu& 
tangentes  cherchées.  .    .        *}• 

Pou  »   l'Et  IIP  SI, 

Ayant  ntené  { ;%.  73.  )  par  le  point  donné  T  *  le  dîa-  ^Art.  14?» 
mètre  Aa^  Se  pris  C/'  troifiéme  proporrionnetle  d  CT, 
CA  i  on  mènera  par  le  point  7^,  une  parallèle  aux  or- 
données qui  rencont?rera*rEtlipfeenideuxpoin»  A/,  Afy  "^Art.ij^ 
parle/quels  &  par  le  point  donné  T  on  tirera  les  droL' 
tes  TMy  TMy  qui  feront  *  les  tangentes  cherchées.       ^Art.  fjjir 

PotTU  l'Hyperbole  &  les  KYP£iLB9L£sorPôs>£^9.  * 


.  i 


Ayant  mené  {fig.  74.)  par  le  point  donné  T/  le  diame-  <Art.  14g, 
tre  Aa^  dont  on  déterminera  la  grandeur  *  sH  eft  un  *-^rr,  154. 
iecond  diamètre }  on  prendra  CP  troiiieme  proportioxw 


f6  L  I  ▼  H  E    QjJ  A  T  H  I  e'  M  E. 

nelle  à  CT,  Cj4  {du  même  côté  du  point  donné  T, 
par  rapport  au  centre  y  lorfque  ce  point  tombe  dans  Tun 
dçs  angles  faits  par  les  afymptoces  j  &  du  côté  oppofe  ^ 
lorfqu'il  tombe  dans  l'un  des  angles  à  côté  )  :  &  Ton  mè- 
nera par  le  point  P  une  parallèle  aux  ordonnées  qui  ren« 

fjtrt.14^.   contrera  *  r Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofëes  ea 

'deux  points  M,  Mi  par  le/quels  &:  par  le  point  donné 

*jirt.  ni.    Ty  on  tirera  ks  droites  TMy  TM^  qui  feront  *  les  tan* 

gentes  cherchées. 
Si  le  point  donné  tomboit  fur  le  centre  C^  les  deux 

f Alt.  10%^    tangentes  fcroient  alors  *  les  afymptotes  CG^  Cgî& 

on  les  tireroit  comme  Ton  a  enfeigné  dans  Tart.  150,  Et 
çnfîn  fî  le  point  donné  tomboit  Çwx  une  afy mptote  comme 
en  5,  on  tireroit  par  le  point  H  milieu  de  C^î,  une  pa- 
rallele  HM^  T^iutre  ajymptote  CG^  laquelle  rencon- 

»-rfrf^  104,    treroit  *  PHypçrbole  en  un  point  Af,  par  où  &  par  le 

*v*t.  foj^  point  dotmé  5,  ^n  tireroit  une  droite  S  M  qui  feroit  * 

ijne  dçs  tangentes  cherchées  j  &  Tàutre  feroit  rafynnp^ 
|;ptç  mçme  ç^g  fur  laquelle  fç  trouve  le  poiot  donné  S^ 

Ij^.  Comme  la  ligne  MPM  parallèle  auxordonr* 
fArt.  144*  nées  rencontre  toujours  *  la  Sédion  en  deux  points  iVf , 

M  y  également  éloignés  de  part  &  d'autre  du  point  P, 
&  non  en  davantage  j  il  s*enfuit  qu'on  ne  pçut  mener 
d'un  point  donné  T  hors  une  Séâion  Conique  que  les 
deux  tangentes  TM,  TM,  D'où  il  eft  évident  que  le 
dianietre  qui  pafle  par  le  point  de  rencontre  7"  d^  deux 
tangentes,  coupe  par  le  milieu  en  P  la  ligne  MAf  qui 
'  joint  les  points  touchans  3  ô(,  réciproquenient  que  le  dia«. 
mètre  qui  coupe  par  le  milieu  en  P  une  Ugne  droite  Jlf  Af 
qaJL  jo^t  les  points  touchans  de  deux  tangentes  J^  7% 
MT9  pafle  par  leur  point  de  rencontre  Tp 


Cdrol.  XL 


Des  t&ois  cictions  Coniques.     9^ 

C01LOLLAIB.K    IL 

^S7*  Xovrts  les  tangentes  de  la  Parabole  (^ 
y^*)  k  rencontrent  deux  à  deux ,  étant  prolongées  au^ 
tant  qu'il  eft  neceflàire.  Car  fi  Ton  joint  deux  jpoints  tou- 
chans  quelconques  Mj  M  »  par  une  ligne  droite ,  &  qu*^ 
prés  l'avoir  coupée  par  le  milieu  en  Py  on  prenne  wr  le 
diamètre  qui  palle  par  ce  point  y  &  qui  rencontre  la  Pft* 
rabole  en  ^,  la  partie  ^7  égale  â^Pi  il  cil  clair  que 
les  deux  tangentes  MT^MT,  qui  paHentpar  îesj^inti 
M,  M,  ie  rencontreront  en  ce  poiiit  T. 

C  DUO  L  L  A  I  H  E     IIL 

^j8.  Il  eft  encore  évident  (  ;%•  74.  )  que  toutes  les 


I  tangentes  d'une  Hyperbole  fe  rencontrent  deux  â  deux  ^ 
'  étant  pjrolongées  autant  qu'il  eft  neceflàire  ^  &  toujours 
au  de<ians  de  Tangle  £ut  par  les  afymptotes.  Cir  h  Ton 
joint  deux  points  touchans  quelconques  M,  il#  j  par  une 
ligne  droite^  &  qu'après  l'avoir  coupée  par  le  nmeu  en 
Py  on  prenne  lùr  le  diamètre  qui  paile  par  ce  point  8e 
qui  rencontre  ^Hyperbole  en^^  la  partie  CT  troifiéme 
proportionnelle  à  CP,  C^>il  eft  clair  que  les  deux 
tangentes  MT^  MT,  &  rencontreront  en  ce  point  r, 
lequel  fera  toujours  *  au  dedans  de  l'angle  fait  par  les  ^  jirt»  laf^ 
a/ymptooes^  puifque  le  demi-diametre  Cji  tombe  aa 
dedans  de  cet  angle* 

CoflLOLLAIJkX      I  V« 

li 9 •Toutes  les  tangentes  d'une  Ellipfiou  des  Hy- 
perboles oppofees  {j!g.  7}.  74.  )  fe  rencontrent  deux  â 
deuX)  lorfque  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  touchans 
ne  paide  point  par  le  centre;  fçavoir,  celles  de  l'JBllipfè 
du  même  côté  du  centre  par  rapport  à  cette  ligne ,  & 
celles  des  Hyperboles  oppofées  de  l'autre  côté.  Cela 
&  prouve  par  le  moyen  de  la  Propo/îtion  cy.deilus^ 


comme  Ton  vient  de  faire  voir  dans  les  deux  Corollaires 
prcccdens. 

PROPOSITION    XL 


/.  '- 


Problème. 

-    X^O.  Une  SéBU*  Cmqmi  ham  dgimSe  y  en  tmttvir 
iiametn  ft^i  fajje  de  f^m  m  O'mM  avtcfis  0rd<n^ 
^ès  égaux  À  m  angle  demi.  - 

POUIL     LA    PaKABOLÊ. 

»-ifrf.  141Ç.       Ayant  titouvë  *  un  de  fès  diamètres  AP^  on  meners 
Fi«,  75. 7*.  par  ton  origine  A ,  la  ligne  -^  JV,  cmi  fefle  arec  AP  àc 

P4rt  ou  d'autre  Tangle  PAN  égal  à  Tangle  donné  ^  & 
qui  renc^ontre  la  Parabole  au  pomc  N.  Ayant  divifë  A  N 
par  le  mîlierf  en  O,  &  tiré  OM  parallelle  à  ^i^  >  je  di* 
jgue  la  ligne  JVf  O  eft  le  diamètre  qu'on  cherche* 

Cai:  !••  Tous  les  diapfietres  d'une  Parabole  devanc 
êcrt  pai^llelcs  entt-enx ,  félon  la  définition  ièpciëme  dur 
prehner  Livre '^  il  s^enfiiît  que  MO  fera  un  diamètre  î? 
^jue-r4f-Petteft  un, 

\^:  La  li^ne  À  N  terminée  parla  Parabole  étant  cou- 
^  pée  en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  MO ,  elle  lu£ 
»;  Art.  144'  fera  *  ordonnée  de  part  &  d'autre.        - 

'  5^  A  câufè  des  pai^dîelesMO^^jf/»,  l'angle il/0^ 

que  fait  le  diamètre  .WO  avec  ion  ordonnée  O -^1^  fera 
égal  â  l'angle  PA  N  qui  a  été  fait  égal  à  Tangle  dionné^ 
Donc  &c. 

Si  Tangle  donné  eft  droite  â  efl  manifèfte  qye  le  dxu 
"^Art.  ly     mètre  M  O  qu'on  trouvera  par  cette  méthode  içra  *  Taxe 

de  Parabole 

Poun  LES  autx.es  Se^ctions* 

♦  Art.  14,^      Ayant  trouvé  *  un  de  leurs  diamètres  Aa^  81  <i4cnc 

P  o  fof  ce  diamètre  de  part  on  d'aua^  «n  arc  de  cercle  ANm 

^^*Zr  \rs  capable  de  Tande  donné  ou  de  ion  comptemenr  à  deaac 

^''^''  dr-^T;  <m  mènera  du  penne  J^  oîk  M  i^noe  U  Sç^ 


Des  TK.OIS  S&ctio  ns  Conic^es.  «99 
tien, aux  deux  extrémités  j4,a^  da  diamètre  ^^^^lei 
lignes  Nj4y  Naifax^\çs  milieux  defquelles  0»  i?^  &  païf 
le  centre  C,  on  tirera  deux^diametres  !^v.j:iy/>  Je  ^ 

2ue  chacun  de  les  diamètres  fera  de  past  ou  ji'aui 
rs  ordonnées  des  angles  égaux  à  Tangle  doniM^. 
Car  la  ligne  AN  terminée  parla  Scétion,  étant  cpn^ 
pée  en  deux  également aappintOp^ le  di^Q^QCre  Mm$ 
elle  lèra^  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  diamecre*  *jtri.  144» 
Or  le  diamètre  Mm  eft  parallèle  à  la  ligne  N^^  pui^'il 
di  viie  par  le  milieu  aux  points  C  j  O  ^  les  lignes  jtia^  A  Ni 
ic  partant  Tangle  mOA  Que  fait  le  diamètre  Mm  avec 

fon ordonnée  j1  O ,  &ra  ^al i  Tangle mN  A^  qui  par  1%  \ 

çonftruâioneft  égal  à  Tangle  donné ,  ou  à  fon  ^mple*^ 
ment  â  deux  droits.  On  prouvera  de  même  que  le  diamc- 
tte  S  s  fok  avec  Ton  ordonnée  QN  un  angle  égal  à  Pan. 
gle  donné /ou  d  fbn  complément  à  deux  droits.  Donc 
&c. 


\fi       .»> 


.1 


Il  efl  vifît>le  I*.  Que  le  diamètre  5/  efl  *  conjugué^  *l)e/Çii,n. 
diamètre  M  ml  puisqu'il  efl  pïtrallële  à  ion  oirdohné^  &i^^\ïL 
ON.  x\  Que  les  oiametres  conjugues  Mm^Ss,  devîen- 
lient  *  les  deul  axes  ^  lorique  Tangle  doxmé  eft  droit.      "^  ^^*  5^' 

PROPOSITION    XII. 

•  r 

Problème. 

lél«  \j  N  diamètre  d'une  SeHien  Conique  itan»  dcmtà  # 
étuecfen  paramètre  y  ^lafofitien  defes  ordamièes  y^pçochofè. 
de pms  fi Cefi  $m  fremier  mjècand diamètre  Urfyu*d s *a^p de   .^z  .r  ' 
t  Hyperbole  i  décrire  la  Seïtion  par  une  méthode  mUforme  poUr. 
toutes  les  trois. 

Première      Manie' ».£• 

Pour  la  Parabole.  Ayant  trouvé  ^  Taxe  AP^  fbn  onU  *Art.  zy. 
gine  ^,  &  fbn  paramètre  A  G  que  l'on  prendra  fur  Taxe  p  j  ^^  gj. 
prolongé  du  côté  de  fbn  origine  j  on  mènera  par  le  point 
0  une  ligne  droite  indéfinie  D  D  perpendiculaire  iPG. 

Nij 


.1  * 


ré^      •         L  I  y  R  E    Qj?  a  t  r  i  b'm  E. 

Ob  fera  mouyoir  enfîiice  une  lienç  droite  indéfinie  DM 
te  long'de<?I>  toûjourspàrallcleméntà^G,  en  entra?- 
natit  par  (on  extrémité  2>  le  côté  D  À  de  Pangle  droit 
I>j4My  niôbile  fîir  fon  fbmmet  ^  autour  de  rorigintf 
j4  de  l'axe  ji  P.  Je  dis  que  Tinterfedion  continuelle  M 
de  la  ligne  DM  &du  coté  ^;i/^  décrira  dans  ce  moa« 
veraent  la  Parabole  qu'on  dentande. 
i  .  ..-^  Car  meikinc  MF  perpendiculaire  à  Taxe^  les  trianJ 
gfes  rédartgles  AQDy  MPA^  feront  femWablcs }  puifl 
^ue  chacun  des  angles  QADy  PMAy  étant  pinc 
à  l'angle  PAM^  vaut  un  droit.    On  aura  donc  AGn 

Qp  on  PM  ::  PM.  A  P.   D*où  il'  foft  que  FM  z==. 
^ Art.  7,     OA^Ajf^i  àc  qu'ainfi  PM  eft  une  *  ordonnée  à  Taxe 

AP.  /      .  . 

On  a  déjà  donné  cette  conftruàîoft  dans  le  Livre  prir- 

mier  article  19 ,  d'une  manière  qui  convient  à  tous  les^ 
diametrçs  :  On  ne  la  répète  ici,  &  on  ne  la  reftraint  à  l'a:* 
i  "    ië,-quejpour  en  faire  voir  la  liaifbn&  le  rapport  qu'elle  a 
•  '  c  ;  I  '   avec  celle  qu'on  va  donner  pour  les  autres  Séâions. 

Pour  les  autres  Séfiims.  Ayant  trouvé  entre  le  diame^ 
tre  donné  &  fon  paramètre  une  moyenne  proportion- 
nelle y  &  l'ayant  placée  en  jTottçflu'eUe  foit  parallèle  aux 
»De/Cij.  II.  ordonnées',  &  coupée  en  dcui  paiement  par  le  centre  j 
&  1$.  III;  il  efl:  clair  *  qu'on  aura  deux  diamètres  conjugués  j  par  le 
♦  Art.  6^  moyen  defquels  on  cherchera  *  les  deux  axes ,  &  en- 
&  it^.        fuite   le  paramètre  de  celui  des  deux  qu'on  voudra 

dans  l'JBllipiè,  te  du  premier  dans  l'Hyperbole*    Cela 

fait. 

Vi^^Zuli*      On  prolongera  dans  l'ElKpfe,  &  on  coupera  dansr 

.  FHyperbok  Taxe  A  a  en  G }  en  forte  que  a  G  foit  â  GA^ 

comme  l'axe  Aadki  fon  paramètre.  Ayant  tiré  parte 

point  G  une  perpendiculaire  indéfinie  D  D  i  l'axe  Aa, 

on  fera  mouvoir  le  point  D  le  long  de  cette  ligne  ^  ei» 

•  entraînant  avec  lui  la  ligne  droite  D  ^  mobile  autour  de 

.    Textremité  /i  de  Taxe  ^^,  &  le  côté  DA  de  Tanglé 

droit  DAM  mobile  fur  fon  fommet  A  autour  de  l'au^ 

tre  extrémité  A  de  Taxe  A  a.  Je  dis  que  l'interfëâiork 


Des    TKOis   Sictions    Cokiqjjes.    ici 

continuelle  M  des  lignes  ^Af>  ^D,  décrira  dans  ce 
mouvement  la  Sëâion  requifè. 

.  Car  menant  MP  perpendiculaire  fur  Taxe  Aa^  ler 
triangles  fembUbles  aPMy  a  G  T> ,  donnent  aP.  PM  ;  : 
^G.  G\D.  Or  les  triangles  rëdangles  AGBy  MPA^ 
font  lèmblables;  putique  chacun  des  angles  G  AD, 
PMAi  étant  joint  à  Tangle  PAM\  vaut  un  droit j 
.Et  partant  AP.  PM  iiGD.GA.  Si  donc  Ton  mut 
riplie  les  Antecedens  &  les  Conièquens  dts  deux  prç* 
mieres  raifons,   par  ceux  de  ces  deux  dernières^  on 

ZVirzaPxPA.  FIT::  aG^OD.  GD^GAi:  aG.  GA, 
c'eft  à  dire  y  comme  Taxe  A  a  eft  à  ion  paramètre.  Donc 

n  eft  i  remarquer  que  plus  le  point  B  s'éloigne  dii  ^^ 
point  G  fur  la  ligne  D  Di  plus  Tangle  PaM  augmen- 
te,  &  plus  au  contraire  Tangle  iP^Jlf  diminue ^  deiçr. 
te  que  \ts  lignes  ^ilf^^^Af»  de  viennent  parallèles  dans 
lIHyperbole»  fie  (è  coupent  enfîiite  de  l'autre  côté  de  H 
ligne  D  Dy  où  elles  décrivent  par  leur  interfèâion  coq. 
f  inuelle  THyperbole  oppofëe. 

Si  Ton  conçoit  dans  rÉllipfè  &  dans  THyperbole^  que 
le  point  ^s'éloigne  à  Tinfîni  du  point  ^^  ou  (  ce  qui  ci  la 
même  chofè)  que  Taxe  Aa  devienne  infiniment  grand  ^  lés 
lignes  G^j  Da,  qui  ne  fe  rencontrent  que  dans  Tinfini^ 
peuvent  être  regardées  comme  parallèles  :  ainfi  cette 
dernière  conftrudion  retombe  dans  le  cas  de  la  précé*. 
dente.  C'eft:  pourquoi  TElIipfe  ou  THyperbole  déviecu 
droit  alors  une  Parabole  qui  auroitpour  paramètre  la  li. 
ne^G}  Et  par  conséquent  on  peut  regarder  une  Para^ 
oie,  comme  une  Ellipfe  ou  tineHyperl>ole  dont  Taxe  eft 
infini  :  fçavoir ,  le  premier  dans  THyperbole ,  &  celui  des 
deux  qu'on  voudra  dans  TEllip/e. 

S  E  C  O  N  D  E      M  A  M  I   i'' R  E. 

I 

Pour  laparahote.  Soit  un  triangle  ifoicelle  HALj  py^;  ^ 
dont  Tun  des  côtés  AH  (bit  finie  lur  le  diamètre  doo-        ' 
xyiAP  prolongé  indéfiniment  de  part  &;  d'autre  deibn 

N  ii] 


■1 


ï6l  L  I  \r  H  B    QaATÏLiE'ME. 

origine  A^  &  Tautre  côté  ^  Z  (îir  la  tangente  indëfînie 
ZAZ  qui  pafle  par  le  point  A.  Soit  conçue  ia  bafe  HZ 
fe  mouvoir  toujours  parallèlement  à  elle-même  en  en- 
traînant par  Tune  de  ics  extrémités  Z  la  ligne  indéfinie 
ZM  parallèle  iAP^^  par  l'autre  extrémité  H  la  li^ 
:ne  H  F  parallèle  à  AZ  ic  éeale  au  paramètre  donné 
lu  diamètre  AP^  laquelle  entraîne  auffi  par  fbn  extrémité 
jF  la  droite  FA  mobile  autour  du  point  fixe  A.  ]^  dis 
que  Tinterfëâion  continuelle  M  des  deux  droites  F  A^ 
ZMi  décrit  pendant  que  la  ligne  HZ  (t  meut  dans 
Tangle  HAZ  &  fbn  oppofe  ou  fbmmet,  la  Parabole 
MAM  qu'on  demande. 

Car  menant  l'ordonnée  ilf  J?  au  diamètre  AP^  les 
triangles  fèmblables  AHF^  APM,  donnent  AH  ou 

AZ  ou  PM.  H  F  ::  AP.  PM,  &  partant  PM^:^ 

'^Art.  7.  &  AP^HF.  Donc  *  &c. 

*o.  On  doit  obferver  que  le  point  H  doit  tomber  au  de- 

là  de  l'origine  A  du  diamètre  APilorfque  les  points 
-F,  Z ,  tombent  de  part  &  d'autre  de  ce  diamètre. 

FiG.  Sy.  S6.      pour  Us  autres  Serions.   La  conftraâion  eft  la  même 

le  pour  la  Parabole ,  d  l'exception  que  la  ligne  Z  M 
[oit  tourner  autour  de  l'autre  extrémité  a  du  diamètre 
donné  ^^  ;  au  lieu  que  dans  la  Parabole  elle  lui  eft  pa^ 
ràllele.  On  fiippofè  dans  l'Hyperbole  que  le  diamètre 
donné  eft  un  premier  diamètre  5  car  fi  c'étoit  un  fécond, 
on  trouveroit  félon  l'article  115  du  Livre  troifiéme^  le 
premier  qui  lui  eft  conjugué  &  fbn  paramètre. 

Car  menant  M P  ordonnée  au  diamètre  Aa^  les 
triangles  femblables  ^i^Af,  ^AZ^  &  APM  y  AHF^ 
donnent  aP.  PM  ..aA.  AZ  ou  AH.  Et  A  P.  PM  :  : 
AH.  H  F.  Et  partant ,  fi  Ton  multiplie  les  Ântecedens 
&  les  Confèquens  des  deux  premières  raifbns  par  ceux 

des  deux  fécondes )  on^mr^aPxPA.  PM  \\  ésA^AH. 

*^**T'  -^^^^-«^  ••  '^^^  ^^-  I^onc  *  &c. 

II.  ©•  11^.       ji  £^m.  obferver  que  les  points  H  y  a^  doivent  tomber 

de  part  &  d'autre  du  point  A  dans  l'Ellipfè  ^  &  du  même 
côté  dans  l'Hyperbole ,  lorfque  les  points  p^  Z ,  tom« 


mu 
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bcnc  de  part  &  d'autre  du  diamètre  A  a. 

C  O  H  O  L  L  A  I  ft  E      L 

réi.  JL/E-LA  on  voit  comment  an  diamètre  ^^éeant 
donné  avec  une  de  ïts  ordonnées  PMi  on  peut  tnwu 
ver  {bn*parametre  Ht^  Cari^.  Dans  la  Parabole  on  Fis.  %^ 
prendra  fur  le  diamètre  uiP  la  partiel  Ki^akiàJ'Jlfi 
K  ayant  tiré  la  ligne  Ht  parallèle  i  PM^  àc  tei'miheâ 
en  JP  par  la  ligne  AM  tirée  de  Torieine  A  du  diamètre 
par  l'extrémité  M  de  l'ordonnée  ^  fl  eft  clair  qaç  cctïiii 
ligne  H  F  fera  le  paramètre  du  diamètre  A  P. 

i"*.  Dans  les  autres  Serions ,  on  mènera  par  Tune  des  Fio.  8;«  S^» 
extrémités  ^  du  diamètre  donné  ^4;  la  ligne  a  M  qui 
rencontre  la  tangente  AZj  qui  pafle  par  l'autre  extremi. 
té  j4y  au  point  Z  >  &  ayant  pris  fîir  k  diamètre  ^^  la 

{)artie  A  H  égale  â  ^  Z ,  on  tirera  H  F  parallèle  a  PM^ 
aquelle  rencontrant  en  j^  la  ligne  AMy  fera  le  paroi;^ 
mètre  du  diamètre  ^^r  .         > 

C  o  IL  o  L  L  A  I  n  fi     IL 

l6y  On  tire  de  la  féconde  manière  qu'on  vîentdlex. 
pliquer,  une  méthode  uniforme  &  trés-exaâe  dans  Iz 
pratique  de  décrire  une  Séâion  Conicwe  par  nluf&urs 
poinrs.  La  voici  dans  l'£Ilîpfe  :  &  elle  fervira  oe  K^e 
pour  les  autres  Sédions. 

Ayant  pris  fur  la  tangente  AZ ,  qui  pafle  par  Tune  des  F  i  «^  87. 
extrémités  A  du  diamètre  donné  Aa ,  la  partie  A  O  éga- 
le a  fbn  paramètre  ^  &c  mené  une  parallèle  indéfinie  G  E 
iAai  on  tirera  librement  par  le  point  A  autant  de li- 
«les  droites  AF^A P^&Cc.  qu'on  voudra.  Ayâik  près  fur 
ik  tangente  indéfinie  ^Z^ les  parties  AZ^  AZy  &c^  • 
égales  au:^  correfpondantés  GFyGF,  Sec.  Se  mené  les 
droiœsi^Z^^Z,&Cj  je  disquelesinçeriKâiowAf,.il/, 
ècc.  des  droites  coi!re4>ondantes  FA  ^La^  FA^  ^Za^  Étç. 
feront  des  points  às^El^k  qui  .a  pour  d^MQffCre  la  lignes 
Aa^  pour  tangente  la  ligne  AZy  &pour  paramètre  du 


X04  L I V  H  E   Qir  a  t  r  i  e'  m  e; 

diamètre  A  a  la.  ligne  ^  G.  Cela  eft  vilîhie  en  menant 
F  H  parallèle  à  yiGy  &  tirant  la  ligne  ffZ  par  le  point 
Z  correipondant  au  point  F.  Car  le  triangle  H  AL 

»  Mjf,        fera  ifofcelle  j  puifque  *  -^  Z  eft  égale  à  Gf  ou  ^ Jf,  & 

MF  iera  égaie  au  paramètre  du  diamètre  Aaz  c'eft 
pourquoi  cette  coûârruâion  retombe  dans  celle  de  la  fé- 
conde des  deux  maniéries  précédentes. 

Comme  les  lignes  GF^A  i/deviennent  fort  grandes^ 
lorfqull  s*agit  de  trouver  des  points  M  qui  fbient  pro- 
ches  du  pomt  a  >  on  pourra  fè  fèrvir ,  pour  trouver  ces 
points, de  la  tangente  al  qui  pafle  par  l'autre  extremis 
té^a  du  diamètre  A^^  &  de  la  ligne  g/parallek  à  Aa^ 
comme  Pon  voit  dans  cette  figure. 

Si  Ton  mené  les  ordonnées  MPy  MPy  Sec.  parallèles 
i  la  tangente  AL^tc  qu'on  les  prolonge  de  Tautre  côté 
du  diamètre  AacnMjM^ScCy  en  forte  qu'elles  fbient 
coupées  chacune  en  deux  également  par  ce  diamètre  j 

%Arr.  41*    jj  çft  ^^  »  q^e  cts  nouveaux  points  M,  Mj  ficc ,  &ronc 

encore  à  la  même  Ellipfe. 

On  pourroit  fè  fèrvir  d'une  même  ouverture  de  com- 
pas G  F  ou  A  Z  pour  marquer  fîir  lei  lignes  GF^  AZ^ 
autant  de  points  F^F^Ôcc^  L^Z^  &c,  qu'on  voudra  ^ 
rar  par  ce  moyen  toutes  ces  petites  parties  étant  égales 
entr'elles ,  chaque  G  F  feroit  égale  a  la  correfpoimnte 
^Zi  ce  qui  eft  le  fondement  de  la  démonflration. 

PROPOSITION  xm. 

Théorème. 

Fic.8S.S9.  I^4'S*iL/  d  deux  droites  MN,  AR^  tmnhUiS  fécr 
9^.fù  Me  Skiicn  Cmque^  lefquelUs  Je  rencontrent  en  mm  point  P^ 
^  ^Mi  fiient  parallèles  À  deux  droites  demtées  de  pofition  i  je 
dis  que  le  rèllangle  MPxPN  fera  toujours  au  riSangle 
A  P  X  PR  on  rayon  donnée ,  en  quelque  endroit  de  la  SiHion 
que pui font  tomier  les  droites  MN,  ÀIL 

Pôun 


w 

I 


Des  TK.61S  SEeriOMS  C^-vCt^tt,     lof 

Pour    la    PA&ABOts.  * 

c^Soient  (^.  ÎB.  )  les  tangentes  C^,  E£»  <jui  fêren^ 
j^  ^trent  au  point  JBy  paraltelcs  aux  droites  MN,  AR: 

^îs  que  MP^PN.  AP^PK  ::  C  JV  'eB\ 

^v ^ar ayant  mené  *  par  le  point. G  milieu àtM^N  le  *^if.  14t. 
^Wjtnetre  CO^ix.  tiré  par  Ton  origine  C  la  parallèle  CÉ^ 
i  Af  -A^  i  il  eft  clair  *  qu'elle  fera  tangente  eh  C.  On  mé-'  »^rr.  10.*, 
nera  de  la  même  forte  la  tangente  jE^  parallèle  à  -^iC,  41. 
ijue  Pon  prolongera  jiifqu*à  ce  qu'elle  rencontré  le  dia- 
mètre CG  au  point  iCi  &  tirant  par  le  point  toucHant  E 
l'ordonnée  £Z,  on  aura  *  KC=::^CZ9  &  par  confe-  ♦^rf,ii,<^ 
^uent  KB^=iB  E.  On  tirera  enfuite  A  D  ordonnée ,  &  ij* 
A  F  parallèle  au  diamètre  CG,  &  on  nommera  les  dojv 
nées  KB  ou  BE,  mi  BC^ni  CKy  e;  le  paramètre 
Ç/f  du  diamètre  CÇ^fi  5c  les  indéterminées  AP^  x} 
PM,  yi  AD,r}  CD,  s. 

Cela  pofé ,  les  triangles  femlblables  KBCy  APF,  donne- 
ront/^J?=—,Vi?ott2?G;=—:  Et  par  conftquent 


xrj.QM  =>'/— l-^/-+irr^£i  jrJlfH-^x-+r« 


m$  '   m 


Or  *CD(/).  CG(-'-^-s)  ::  AD\rr),  OM  =^rf.*jtrt.  t&. 

2x,  puifque  y4Z>*  (rr)  =zCD*CH:*^ 

(  / j) .  Et  comparant  enfembls  ces  deux  valeurs  de  Gm.:^ 
on  formera  l'équation  ^^  -+  ^ y^^xry  — +.  i?  xh 

-— *-  -r>f— ~  f==p^>  qui  convient  ég^cment  4  tous  les 

points  de  ]z  Parabole,  lorfque  la  ligne  AR  tombe  au 
deflùs  du  diamètre  CG^ti  que  le  point  d'interféétion  P 
tombe  entre  les  points  A^R* 

Maintenant  fi  -l'on  fait  dan^  cette  équation  y^=^o^ 
OQaura  (en  e£&oant  tou^s  Içs  termes  où  y  fe  rencontre) 

O 


^  f 


%o6  ÎlIV&Z     QjCTATKlfi'AtB.    . 

£rxx^  ?x-2jf=^«.  D'où  l'oa  tire  x=îî^-«!r 

mm  mm  ■  m$         m 

zrzARi  puifque  jPMly)  devenini:  ptflle.  ou  zéro,  il 
eft  claix.  que  A  F  (xj.deviwt  A  Ri  X^otk,  AP^PR 

::c2^^a»l.  É^  ,i^vt\^  puifqtfea  multipliant  les  ex- 
ttêmes  ôfiTes  nciQyën?  >  ôh  retrouve  réquatibn  précéden- 
te. Ofi'çQiïïmç.l^s  fiWJgÇn^^^  CJ?,:J5fj|  demeurent  tou- 
jours Tes  mêmes ,.  en  quelque  endroit  de  la  Parabole  que 
tombent  leujcs  parallèles  JVfiST,  A  Ri  il  s'enfuit  &c. 

II  peut  arriver  difFçrens  cas  ^  félon  les  différentes  po- 
iîtiôhide^' droites  M2f^  ARy  mais  comme  ia  démon- 
ftratjôn.  demeure  toujours  la  même ,  &  qui!  ne  peut  y 
îtyoir  de  changemîent  que  dans  quelques  lignes,  ou  dans 
quelques  termes  qui  s  évariouifïent ,  je  ne  m'arrêterai 
poinjf  â  le^-çxplicjuer  en  détail  On  doit  obferver  la  mc- 
nié  chbfè  dans  les  deux  autres  Sédions. 

•    -      "  .  •  V  •    ■ ,,  -  i    • .       •   • 

Pour    uïs    autres    Se^ctions. 

Ay^pf  mené  {fi^.  89. 90.  gi,  )  les  çieux  demi-diame- 
tresC<);-CJff>paratiefe^ali:îÉ  droites  M2f^  A  Ri  je 

Soitjmené  le  diamètre  ÇG  qui  ait  pour  double  or- 
dônné)^'  MNyhr  lequel  fbient  aJbaiffêes  les  drcntes  SE^ 
jiUy  parallèles  à  J^Nxic  ayant  MAB  parallèle  à 
à  G  ciblent  nommées  les  données  dB ,  m  j  £E  y  n  i  CE ,  ^  > 
^  k^emiwdiâmetfe  GXi  tr  fbn  demî-coftjugtté^CO^  r> 
^  leis  interminées  APyXiJPMyp  AD^riÇD^  s. 

Cela  pofc ,  les  triangles  fèmblables  CBE^  APF^don^ 

hcrontPF=:  —,  ^i^ou  DG^iz  —  .    Par    coofëouçnt 

dans  rHypjçrfeoIf  og,lc)s  Hyçerboles.opppifi*^  {/^g,  90. 
&  91.)  on  aura  CG=.  ^  i<^>  G^  o»  ®^  ac=  • 
-+  ~— r,.-PiV  ou.  (?;V'-4-Gi>=:»— J-  ~—a  fyUJP^P2f 
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"^-       rr.' Or*  CD*  Jf.CK*  i(  #  r  q:  /-/f .  CG*  t^^*  *^ri.9^& 


*vp^* 


fi99tX 


%9Si» 


SSZÇ^tt)  x:  AD^  {rr).   OM^^=zrr 


nS. 


mm 


s 

rr 


pour  ^-^^fa^vaieur^.  £1:  cempattat  ^aiêinhle 
deux  valeurs  de  GJMty  on  fbritx<ra  VéqoMhhyj 


-'i-,  ^î 


-f-r7 


ii8. 


j» 


-f  ^ 


n 


nntt'^UÊê 


t»rtt 


xx^  '^' *'•' ;»^ v^' fg??» fe )C ^to^  /.l^ 


Guelle  mettant  à  fa-place  tîétw/r-^'if^ir^  fa"  vatow  mi»  (  il 
faut  imaginer  THyperbole  conjtt«uëe  ^ui  p*to^  pa*f eit:  ^j^rt.  ij^. 
tremité  Jî,  lorf(}ue  C5  eft  la  moitié  d'un  fecond  diamètre) 
tirée  de  ce  que*  C£*-+.ÇiÇ*  (^^-^^").  RjS^l^nn).:  ^jtrt.Zu& 
CK\tt).cd\éc):on  aura' cefié^ia W^+  ^i -> r;f  "'•• 

r=tf  ^  qui  confient  à  tous  les 


ce  imnt 

XX'^  


XiCêi 


points  de  là  Sédion ,  lorfque  les  points  ^»  R  j  tombent 

de  part  &  d'autre  du  diameCre  Ct? ,  &!  qi^elcpoâit  d^iiï» 

terteon  p  tombe  entre  les  points;^ ,-«.    ^.  ^ .  '    V  ' 

Maintenant  fî  l'on  ftïtdàns  ctitte  éqdïitidnt/îr^ii ,  oit 

aura  (en  effilant  tous  les  termes  où  v  (ç  rencontre)  •—- 


lar/y 


i^«r/ 


x=:^.  d'où  ro;i  tire  x 


Kwnw 


=^Jt5  puifque'Pilf  f  y)  devenant  nulle xîûTéro^  iTeft 
clair  que  -rfP  (  x  )'  devient  JK.  'DônÇ  V^^^-^. 

::  cF{mm) ,CC^  {et).  Car  mukipHant  les-exti^met 
&  les  moyens  de  cette  proportion ,'  on  i-etPoûve  l'^ittU 
tion  précédente.  Or  comme  les  '<kmi^iai»et^'s  x:0\ 
C£,  demeurent  toujours  les  même*  en  ooelque  endroit 
de  U  Séâion  que  tembeot leurs  parallèles  M^%AKi 
as'cnfoit&c.  -   --•'  ^-•;-    .    "  -  -r.      ;   V 

■  Je  rie  meti  poinéicîWi  pârtîculiorl«««kulfoar  l'Ellif- 
fe ,  parce  qu'il  ne  âiffee  ^  celm  de'Il'Hyperbolc  qu'en 
quelques  lignes.  Oij 


.;ç,t-7 


iô8  L  I  ▼  n  E  Qy  a  t  n  i  £'  m  e. 

:    C  O  R.O  L  L  A  I   IL  £      L 

»  _ 

Fif,  ja. .  '  lé/.  S'il  y  a  deux  lignes  droites  MN^  AR^  termi- 
nées par  une  Séâion  Conique ,  lefquelles  fè  rencontrent 
en  un  point  P  j  &  qu'on  mené  par  tour  où  l'on  voudra 
^leux  autres  droites  FG^ -ffZ> >. parallèles  aax  deux  pre- 
mières, &  terminées  auffi  par  la  Sédidm,  lefquelles  fe 
*  *  rencontrent  en  un  point  Q^.  il  eft  clair  que  MP  x  PN. 
AP'^PK  :  t  PQ^QG.  SQ^Op.  Car  les  deux  droites 
AR^  Spy  étanr parallèles  entr*elles,  feront  parallèles 
à  la  ntêmef  droite  CZ  donnée  dcfoCition-^  cdmme  auffi 
les  deux  droites  M 2^ y  fG^  à  la  même  droite  CY  donnée 
:  pareillemeiaitdepofition. 

■  • 

CORO  LLAI  RE    IL 

.i  :  «  ^^y*  Df'^^  y  ^  4eux  parallèles  AR  y  SB i  terminées- 
pair  une  Sé6lion  Conique ,  lefquelles  rencontrent  aux: 
points  By  Qy  une  ligne  droite  F  G  terminée  par  la  même, 
Sediony  je3is  que  PE^EG.  AE>^ER  :  :  FQ^QG^ 
^fl^çip^  Car  c€>ncevan,t  dans  le  premier  Corollaire, 
que  iUf  JSTtombe  iur  ^G,.il  eft  clair  que  \^  rédangle& 
MP^PK y^ÀP^PR  y  deviennent  PEkeg  ,.  AE^Ell. 

CoKOLLAiiuE   IIL   Poirn  ££  Cercle.^ 


'•  i^/*  vJn  peut  tirer  de  ce  Thîeoréme  la  propriété 
dit  celtcle  ^ui  eft  fi  connue  de  tous  tes  Géomètres  ^  f^a^ 
voir  que  fi  par  un  point  quelconque  P  pris  au  dedans 
ou  au  dehors  d'uxv  cercle ,  on  mené  autant  de  lignes 
q]X*ortyc^dfix  A-R^Mi^y  Jif^y  &Lc  terminées  par  la 
circoflference ,  les  ;  ré^angles^  AP^PR^  MP^P  n[^ 
MP^PLy  &c.  feront  tous  égaux  entr'eu^  Car  menant: 
les  demi^diametres  ÇB,  ÇO,  GD^  &c.- parallèles  â  ces 
lignes  9  il  eft  clair  par  le  Théorème  ^  que  tous  ces  réâaji^ 
gles  feront  entr^ux ,  comme  les  quarrés  de  ces  demi^ 
dîatnetres  ou  raypns,  lefquels  parla  propriété  e^Ieo.^ 
Iklle  du:  c^cle  font  tous  éeaux  entr^eux.  ^ 


r 
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I 

CojàOLLAi&s  IV.  Po  vklaVax^bolb. 

l6%.S'ih  y  a  tine  ligne  droite  MN  terminée  par  Fio^^^. 
une  Parabole  >  &  qu^on  mené  par  un  des  points  queU 
conques  A  de  la  Parabole  un  diamètre  A  F  qui  ren- 
.contre  cette  ligne  au  point  i?  :  je  dis  que  le  reâangle 
MF^FN  eft  égal  au  rcdangle  à^AF  par  le  paramètre 
CH  du  diamètre  CG^  qui  paflè  par  le  milieu  de  MN'* 

Car  concevant  dansie  Théorème  que  ^JP  tombe  fur 

AFyû  eft  clair  que  la  ligne  PF  (  —  at  )  devient  nulle 
ou  zéro,  &  qu'ainfi  ^=-o.  Cell pourquoi e£façant dans^ 
rëquation  i  la  Parabole  vv-h- îîf  y  _}- 1  r  y  —f  iî^ij^^r 
-^  ^—  ^  x=^ ,  tous  les  termes  ou  —  fe  rencontre 
on  en  formera  celle-ci  yf-^iry^^xzz^io.  Or  A  F 

=  ^,  CMz=^f^  &  MF>^F2sr :=zyy-^irf.  Donc  «ce. 

Ce  n'eft  cjue  pour  faire  voir  la  généralité  du  TheoL 
-rême,  que  j'en  déduis  cette  propriété}  car  on  la  peut 
démontrer  plus  aifëment  ians  y  avoir  recours^  eh  cet- 
te forte.  G  A£*=  G  CxC//,  AD^  ou  GF^=lDC^CHy 
&pairtantGAf*— g/ou  MF^FN=^QC—DC^CH 

:=^AF>^CH. 

»,  •  -  .    ■ 

COKOLLAIHE  V.POU»,  tA  pAftASOlEr  '  \ 

16^.  De-la  iï  eft  cvident , 

I».  Que  i'il  y  a  «feux  droites  Af  JV,' Mir,  terttiiiiées- 
par  une  Parabole  ,  &  parallèles  ehtf *elîes  j ,  &  <](u*ôh 
mené  par  deux  points  quelconques  A\  ^,  de'  cette  Pa- 
rabole ^  deux  diamètres  AF  ^  BP ,  qui  rencontrent  ces 
lignes  aux  points  F^P:  il  eftr  évident^  dis- je,  que 
MFxFN.  EP^PL  ::  A  F.  PP.  Çaf^  diamètre  Ç  6 
qui  paâe  par  le  milieu  de  MIT^  paile  auffi  par  le  miliea 

Oii| 
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de  EZi   &  par  confequent  le  rcdangle  jEPxPZ=z 
BP^kCH^  de  même  que  Mf^fNz±^F^CH. 

%^.  Que  s'il  y  a.  une  ligne  droite  MN  terminée  par 
une  Parabole  ,  &  qui  rencontre  deux  de  fès  diamè- 
tres ^J7^  ^rjp,  attx  poims  J,  ^f  on  aura  Mf^FIT. 

3^.  Que  s*il  y  alleux  lignes  droites  M  2/^  £Z,  termi- 
nées par  une  Parabole ,  &  parallèles  entr*elles ,  qui  ren- 
contrent un  de  (ts  diamètres  quelconques  SP  aux 
points  Ky  Py  oi!kfiViTSLMK^Kli.£P>^P£  :  :  BK.BP. 

CoRpLLAiifiE  VI.  PouK  LA  Parabole. 

YJO.  1Je-la  on  voit  comment  on  peut  décrire  une 
Parabole  qui  jafle  par  trois  points  donnjés  AyMyN^ 
de  dont  les. diamètres  j4F  /CG^^  fpient  parallèles  à  une 
ligne  droite  donnée  de  pofîtion  j  &  démontrer  qu'il  ne 
peut  y  en  avoir  qu'une  feule.' 

Car  ayant  tnëné  une  ligne  Af  ^<)ui  joigne  deux  des 
points  dotmétM^  Ni'  on  cirera  par  le  troifîcnr^  A  un 
diamerre  AP  pi^r^eje  à  U. ligne  donnée- d^  pofîtion^ 
&  qui  rencontre  U  ligne ^  MN  au  point  F^  &:par  Iç 
point  de  milieu  (?  de  MNnnç  parallèle  GC  à  -ri  i?.  On 

fera  enfirite  MFxFN.  MGxQN.  ou  GAf *  ::  AF.  GC. 

Et  ayant  pris  C  H  troiiîcme  pfoportîonnèHe  à  CG^Ù  M  y 
*jtrt.%^.&  on  décrira  *  du  paramètre  C/f  ^  &  du  diamètre  CG 
50.  dont  Torigine  çft  çn  C ,  une  Parabole  dont  les  ordon^ 

nées  fbient  parallèles  iMNy  elle  fatisfera  à  la  queftion. 
♦  Art.  7.  &     '  Car  1^,  Elle  paflera  *  par  les  points  My  N i  puifquç  par 

*^-  la  cooftruiaion  CK  xCG=z GM*  ou  G N*: z\  Elle pad 

ieràparlepoiûtirffipuifqueikfGxG-A^,  MF^FNi.CQ, 
FA.  3^  Les  diamètres  ^i?,C G,  feront  parallèles  à  la 
droite  donnée  de  pofirion. 

Comme  la  Panibole  qui  iatiijfait  au  Problême ,  a  ne^ 
^eilàirement'nwr  dii^  la  ligne  CG^  qui  a  pour  ori- 

gine le  point  ç  3  8c  pour  paramètre  la  ligne  déterminée 
CH  i  il  s'enfuit  qu'il  ne  peut  y  çn  avoir  qu'une  feule* 
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CoKOLtAIRE  VIL  POUH   LA  PaRABOLE* 

17^*  S'il  y  a  deux  droites  j4R^  MN^  tcraiiniccs  f,ç^  gg^ 
par  une  Parabole ,  lesquelles fe  reHcontfcm enxm point 

/^i  &  qu'ayant  fait  AP^PR.  MP^PK:  :  ITp.  Pf\ 
on  tire  la  ligne  AF  :  ]cdis  que  cette  ligne  fera  un  dia^ 
mètre.  Car  ayant  mené  les  tangentes  C£^  E£y  paral- 
lèles aux  droites  MNyARy  &  par  le  point  touchant 
C  le  diamètre  CO  qui  rencontre  EB  prolongée  en  iC  î  ' 

on  aura  YjS^  ou  k3\  SC'' ::  AP^^PR.   MP>^PN  :: 

AP  .  Pf\  &  par  confequent    KB.  CS  \i  A  P.  PF. 

Les  triangles  KBCyAPF  feront  donc  fèmblables,  & 

leurs  cotes  AF  ^  KC^  parallèles  entr*eux  :  d*où  il  fuit 

que  la  ligne  A  F  qui  fê  trouve  ainfî  parallèle  au  diamètre 

CG,  fera  un  diamètre  5  puifque  dans  la  Parabole  *  tous  *Dç^  7.  I^ 

les  diamètres  font  parallèles  erftr'eux. 

COKOLLAIRE  VIIL  FoUR  L  A  P'AU  AB  G  L  E. 

17^*  \J^  ^^  ^^  Corollaire  précédent  une  manière 
de  décrire  une  Parabole  qui  pafle  par  quatre  points 
donnés  ^,  iWf, '5, JV;: 

Car  ayant  jpînt  ces  quatre  points  par  deux'  droites 
'u4R^  MN^  c\vLi  s'entrecoupent  en  un  point  P,  &  fait 

AP^PR^  MP^PN  :  :  Â1p\  ¥Fj^  on  tirera  la  ligne  AF^ 

&  on  décrira*  une  Parabole  qui  pafïb  par  les  trois  points  *  An.  170: 

A^  M^  2fy  &  dont  les  diamètres  fuient  parallèles  à  H    .  . 

ligne  AP\  Elle  fera  celle  qu^on  demande  $.  car  félon  le 

Théorème  la  ligpe^^i'  doit  rencontrer  cette  Parabole 

en  un  point  Jt,  tel  qpe>^/^xi>ig,  MPinPIf  ::  JLB* 

ou  KB\  BC^i.AP\  PF\ 

Si  Ton  eut  pris  le  point  F  de  l'autre  côté  du  point  JP,    f  i  a.  95. 
on  auroit  décrit  une  autre  Parabole  qui  auroit  encore 
paffô  par  les  quatre  points  donnés.  Mais  Ton  doit  remar^ 
quer  que  lorfqu'un  de  cts  points  jF  tombe  fur  Tun  des 


points  donnés  M  on  N  ^iï  ne  peut  y  avoir  qu'une  Pa* 
rabole  qui  {ktis^Qè  5  Se  que  iônque  to\is  les  deux  toip^ 
bent  (iir  les  points  My  N^  il  n'y  en  peut  avoir  aucune  ; 
puifqu^alors  le  diamètre  AP  dei^ Parabole paileroit  par 
*^Jirt.  jQ.    deux  de  fes  points ,  ce  cjue  Ton  a  démontré  *  être  iiji^ 

poflible, 

CO  ROLLAIRE    IX. 
Pour  l'Hypeiibple  ou  lç$  Htperboï-es  oppose'es, 

FiG.  9^,J7,       ^73»  S*ï  ^  y  ^  ^^  ï^gW^  droite  MN  terminée  par 

line  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  oppolëes  ^  laqueU 
le  rencontre  une  alymptot 
parallèle  à  une  ligne  apnn 
par  un  point  quelconque 
AJP  parallèle  g  ciette  afymptote,  &c  qui  rencontre  au 
point  P  la  lijgne  M  N:  ]ç  dis  quç  le  ré^angle  MP^^PN 
fera  toujours  au  réftangle  xAP^PQ^^Vi  raifbn  donnée^ 
en  fl[uelquç  ençifoit  de  la  Sédion  quç  topibçnt  \%s  drpi- 
tes  M  2Ty  A  P. 

Car  concevaiît  dans  Iç  Théorème  {fig.  90.  91.  )  que 
le  demi- diamètre  CB  devienne  une  afymptote,  îX  ef^ 

^  Arff  tçif  clair  *  qu'alors  les  trois  côtés  du  triangle  C£É  dçviennenç 

chacun  infini.  Ç'eft  pourquoi  menant  (^.  96.  97,  )  par 
l'extrémité  K  du  diamètre  Z  K  qui  paiw  par  le  milieu 
de  MN^  une  parallèle  KS  i  M  N^  qui  rencontre  Ta- 
^  "  fymptote  CS  en  5,  on  formera  un  triangle  CKS  dont 
tous  les  côtés  feront  finis,  &  qui  fera  fèmblable  au  trian- 

*Art^  II}.  gleC^jB;&  partant  on  aura  CiC  (/).iÇ5  ou*  CO  {c) 

::  CE{e).  BS{n).  Ce  qui  donne  cez=znt.  Si  l'on  met 
î  la  place  de  ce  fà  valeur  nt  dans  l'équation  à  l'Hyper-, 

bolejr;.^  -y^T^ry^  —^jj^  xx-        ^^^    .    xn^ 

.    que  Ton  a  trouvée  dans  le  Thçorêmç  ^  on  en  formera 
ceUe-ci yy^-^y^x ry^f   •^^,.     x=90}^yy^  ~jr 

^j,ryz=i  T* T^ **" XkS^t en  prolongeant ^D, s'ii cft ne, 

ceilàire , 
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ceflàire,  jufqu'd  ce  qu'elle  rencontre  l'alymptoce  CS 
en  JF/,  les  triangles  ièmblables  CKS^  CJD/f ,  don> 

ncrontCJÇ(/).X5  ic)::CD{s).  Dif=  ÏÏ.Etpar- 
tant  AH  CM  PQ^z"-^*''  On  aura  donc  MPxPN 

CS{m)  ::KS.  es.  Puiibu'en  multipliant  les  extrêmes 
&  les  moyens  on  retrouve  l'équation  précédente.  Or  les 
lignes  KSy  CS,  demeurent  toujours  les  menues  en 
quelque  endroit  de  la  Séâion  que  tombent  les  droite 
MN^  APi  parce  que  le  diamètre  LK  qui  pa£k  par  le 
inilieu  de  Af^,  palTe  aulC*  par  le  milieu  de  toutes  les  pa.  '^Art.  145. 
ralleles  i  MN  terminées  par  la  Sé<îUon ,  en  quelque 
endroit  qu'elles  fè  rencontrent.  Donc  &c. 

On  peut  démontrer  ce  Corollaire  immédiatement,  Ei  e.  $6*^ 
&  iàns  avoir  recours  au  Théorème ,  en  cette  forte.  Soient 
les  données  CK=ty  KS  ou  CO=:c,  CS=zm,  &  les 
indéterminées  CD=zSy  AD  ou  DJ=:r^  AP:=:x^ 
PM=y.  Les  triangles  émblables  CSK^APP»  don- 
nent PF=.  ^,  AP  ou  2)(;=  ^  I  Et  partant  G  M  ou 


«ar  tm 


G2/=iy"+-^r^ÇG:^^  — +■/.  Or  à  caulè  des  trian. 
gles  femblables  CKS,  CDH^  CGQ^on  aura  CK  (/). 
KS  (c)  ;:  CD  (s).  DHz=.^::  CG  (^-f/).Gl{^ 

= 2  —f  T" .   Et  partant  MQ x QN  ou  G^^GM* 

ou  Di^^DJ  =  ^'— rri  d'où  Ton  tire  (en  e£&çant  de 
part  &  d'antre  ^  — '■r,  &  tranfpo/ànt  d'une  part  tous 
les  termes  où,jf  iè  rencontre)  cette  équation//— 4*^ 
•P.  X  r/  z=r^  — I-  ~ ,  laquelle  étant  réduite  en  propor- 
tion, donne  A//»xi»^  (//—+- ^—ir/).  xAPnPd 

P 
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(*^>f  irx)  ::  KSiO.  es  (m).    Ce  ^'il  fiilloit  d^i 

montrer. 

La  démonftratfon  effi  Ta  même  pour  les  Hyperbole*^ 
oppofôes  4  (quelques  figues  près» 

G  OK  OLL  A  IRË    X: 
Pour  lHyperbole  où  les  Hyperboles  ôwosE'fiSi' 

BiQ.  9^.^     ^  ijr4.  \t  fuit  du  Corollaire  précédent , . 

**  i^.  Que  s'il  y  a  deux  droites  parallèles  entr'ellêi  Jlf  ^,* 
H  G  ^iterminëes  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hypers 
boles  oppofcès ,  oc  qui  rencontrent  une  afymptote  CS 
aux  pcfints  Qj^Ii  &  qu'on  mené  par  deux  points  quel- 
conques  A^  -S ,  de  la  SàSlion  deuxparalleles^  .P^^T),, 
"  '  i  Pa^mptote  C5y  qui  rencontrant  ces  lignes  au»  points* 
Py  î):  les  réiSÊângles  MPy^PU  y  lAP^PQjtront  en- 
tr*eux  ^  comme  les  réâangîes  MDkDG  ,  iSDxDIi  ôç- 
partant  on  aura  MP>^-Plf.  H^x^BG  .i  APkP Q.^ 

'  xKC^t  ^^  y  a;  dtfox  droites  parallèles  eititr'cllèj  iii^^^, 
JFfGi  teiroinées  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyper-: 
iJoles  ôppôfëes^.  &:  qui  rencontrent  une  aTymptote  C  S- 
AUX  points  (^r^i  &  qu'on  mené  par  unpokftqueleoii^ 
<jue  A  de  là  Scdion^.une  parallèle  AO  à  C*,  quiren:. 
contre  ces  lignes  aux  points  P ,  O  ;  on  aura  (  en  conce- 
ratit  dani  le  cas  précèdent  que  Sî>  Côrabe  Rxr  AP  )ce€^ 

«e proportion , .JUfi^>< P-^.   HOM OG  . ::-  APxP Q^ 

-    r*  Q?^  ^^  y  ^  ^""^  %^^  dreke  /£G  cermiiiée  par' 
nne  Hyperbole oupar des Hyperboleè^ppofëes ^,& qui- 
rericontJte  ufie  aiympitote  Cy  eti:  /;  &  qù'6n  r&ene  par 
deuit  pokiis  quelconques  dekt$éâion^>/i  S\  deux,  pa^ 
rilleles  ÂOyBDyÀ  CSy  qui  rentantrèat  cette  ligne 
aux  poitiCs  0,2):  on  atira  MO>iûG.  H.D^Dù  :r 
AOxOL  BD^DL-  Cela eft  encore  une  fiiite  dii pre. 
«ier  cas^^en-  concevant  que  la  ligne-  MN  tombe  (xxtHG.- 
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17^.  Si  1*0»  conçoit  qu^une  ligtic  droke  J?D  qui  p^g^^^, 
urencontre  une  Séâion  Conique  en  deux  points  S^D^ik 
meuve  parallelemenc  à  elle-même  jufqu'a  ce  qu^elle^ aie 
ia  Seâion,  cfeft  à  dii£ ,  }i^ufd  ce  qu'elle  devie&oe  la 
trangence  X£;  il  eft  oiair  que  les  4eiK  poioits  d'incerfëc- 
tion  S^D^iè  réilniâent  ilors  an  t^vac  Koutich^ùt  Z,  i  & 

3u'aiûfi  on  peut  confidciiBx.up point .toikiianC)Coimne 
eux  points  d'interiëâioa  q^t  x^i^sk^gaox^  i-un  ^l!a(utie. 
Or  cela  poië,  on  voit .naîrise.  des-Coroilaires  ii ,  a,  5, 10» 
jplttfîeurs  cas  dont  voâd  les  |)iinijçipftux. 

1^.  S*il  y  a  deux  «angentesjS:^^  Z:5,  qui  iè  t«ncoix. 
xrent  en  un  point:  S^  &  deux  ^»tpSiS  droites  MN^  AR^ 
parallèles  à  ces  tangentes  &  terminées  par  la  Séâion , 
iefquelles  fe  rencontrent  en  ami  point '.Pi  Je  dis  que 

JVf/^xjPAT.  AP^FSi  :  :  JC5\  zT.  Ceci  aëtc  dànontf/é 
dans  le  Théorème  a  Tégard  de  la  Parabole  :  mais  pour 
Jes  autres  Siéâions^  concevant  dans  le  premier  CoroUai* 
re  que  FG  tombe^fur  la  taxigente  KSjSc  JBJD ^ ZSi 
il  eft  clair  que  les  d«ux  poiixs  d'interfé^on  f^Q^  Ce 
f ëiiniflènc  «u  poi^t  -touij^fwt  K ,  comn^?  auâî  les  demc  \ 
JS^B^  au  point  tovdtvaot  Z^  ^  qu'^ainfi  les  r^t^ngky 

Kl^QG^  Si^,Q,.T>^  deviennent  ksquatnwK  KS^.Z^^ 
!<>.  Si  dans  uneSH^  op-dims  des  .H^nedbal£sx)ppQ:. 
fées^  l'on  me«e  use  t$s^9idfc:prjfrputûiekà  JSiS^U  qui 
rencontre  ^Zaupoîdt  ^JT^  Qn:p«pu«eQtcoiQmeidadDsie 
nombre  précédent,  cfutMJPi^Pîf.jéB^^R^^Tjr^^ 
XX\  D'où  il  fuit  que  KS\  ZS"  ::  r^McP*.EtiC& 
5X  ::  TJT.  LJT.  Ccft  â  dire,  ^  £  deux  tangentes  pa^ 
ralleles  jK:5,  r^,  lenconerent  une  tToèfieme^taii^nte 
%S  aux  points  5 ,  ^,  on^aura  JC51.Z  5  :  :  Tjri  i  jar.oa 

5^  Si  djiîisHiB^  JEl%fe^  dMs  *une  Hyperbole  ou<kais 
ides  Hyperboles  qppoftes^  il  ,y  ,a  deux  tangentes  is:5 , 
Z  5  »  qui  &  rencontrent  ep  mp  posât  S^  &  qo^on  .mène 

Pij 


# 


^i8  Liva^  Q^kr%iz'M^, 

iiux  points  JE ,  J?  :  on  aur»  (^en  coaiceTïkiM;  dtmïts  deux 
f^remiers  nombi^s  du  Corolhitt  4aiéme ,  que 


décantes  Jl/i^^  Gi=f ,  tombent  lur  les  deux  tangentes 
KR^ZJ!)  r*.  Lequarré  Kit*.  ZF^^nAJl^IiSi.Biv^FV), 

PROPOSITION    XIV, 

Problème. 

f  i<;^99.jia9».      17^^  OB^CRUie  me  BiUpfi  m  dè$tx  Mypeihdet  apfc^ 

&  10;.        fèeioutMf  £m  faràUèté^amm  damé  JF GH  K ,  ^-dant 

tun  dt  fes  diametf^^  AB  fatalkU  mlx  deux  cbtex^  FK^ 
iGH,  jiii  afin^anjufffé  DEf  en  la  raiJaidetinéedemÀn^ 
Ayant  meniéfes  lignes  jiS^  2>  jS,  qui  coupent  par  le 
milieu  les  cotes  .oppcdës  idu  parallflograinme  aonné 
FGHKj  il  ^  clair  *  qu'ielles  feront  fiwr  deux  (^mètres 

?  -rfr/;  14^.  conjugué*  dp  la  SJpâàon  qu'on  demande ,  &  qu*ainfi  leur 

jXQiot  d'interieâion  en  fera  le  centre  5  pitfique  félon  Tune 
des  condidoQs  du  Probl^ême,  les  parallèles  FG^  KH, 
/doivent  ^tre  terminées  p^  la  S^éâion ,  a:ui&4>iei!i  que  les 
dexixa\itr€s  paratiele^  FK^  G^.  Or  celapoie^  &  ïon 
frend  A3  a  D^S.^  j^iur  oesdeui:  •<Uameties  conjugués ,  &; 
qu'on  non>i»e-(  lesipoînts  Zj  O^  coupent  «nd^x  parties 
icgales  les  lignes  F  G,  K  H.^  )  les  donû(écs<?X  ou  CO ,  4L^ 
ZF  oiiOKy  b^  ^  l'inconnue  Cjî  o^lCM»^ /S  Q» aura. 

»Art.  ^i,&  .î%  Lorfque  *  Je  Së<aioneft  une  £ll*pfeL>  ^IxZA  {str^^\. 

55-  ZF^  (ii)ii'AH',  BJ^;:  mm.nn.^^nàmM:;^àije 

•jlrt.%u&  1— 1-'-^— .  if.  Lorfque  *  iaSéâibn  doit  ê»e^eux  Hyper- 

?**'        boles  opjiofces ,  ^i:ç!c^iad'zç.u).'lBiU)  -, .-  lî?*. 

5^::  mm,:iin,  ce  <|ui  4»nne  -*i:^<*/«r-  -^jj'  PU  ** 
^ î^  -^^î  fçavoir  ttz=uta^~  kwique  la  iigne 
^J?  eft  unpïfmierdiamctie,  Pc  **=  'H^^^^iotC 

que  c'eft  uo  ^cond.  ï>*oi  Pon  ôre  U  co^rmaio»  fui- 


r. 


t  « 


^    I 


X 
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tante  cpxt  je  diftingue  eil  trois  diâcrens  cas. 

premercas/  Lorlque  la  Sëâion  cft  une  Ellipfe  j  foie 
Eut  un  triangle  cëâangle  P^S  T  dont  l'un  des  côtés 

ST=Clr,  &  l'autre  SP^=:^ZFi  &  foit  décrit  du 

demi  diiuiietre  CA:raTP^y  qui  foità  fbn  demi-coi^u- 
gué  CD ,  comitié  m  «ai »  mie  Eltipie :  Je  dis^ (pi*dl« 
facisfer»  au  1^#ôblême.  Car  f .  Le  diameoe  AS  paraU 
k aux  côeés FKiGMytilk d  (on  conjugua  D £5  en  la 
faiibn  donnée  de  »  à^  n.  1'^.  A  caufe  du  triangle  TSf^ 

fédangle  en  5,  le*  tjtaarré  TP^"^  ou  CA^  {tt)^=^TS^\ 


{aa)^SV^ ( -;^)  j  &  partant  BL^LA  {tt—aa^ 
t=~:  c'èft .  J)bui:qw)i:  l'on  awia  BZxZA(^). 

LF^ (bb)umfn.  nn  ::  -r/5*.  jp£*.  D'où  Ton  voit  que 
XF  eft  uiîe  ordonnée  au  diamètre  ABySc  qu^aihu  la 
Sédion  pâfîè  p»  le  poifii  k  On  prouvera  de  même  que 
k  Sédion  paflèra  par  leis  points  G,  H",  Ki'  puifque 
6Z=zZF=zOK=OFiySi  que  CO  =  CZ. 

Second  cas.  Lorfqoe^la  SéAion  doit  être  deux  Hyper- 
boles oppoiëes 9. âc  que  C £  eft  plusgrande  que  ^  ZF : 
Jbit  fôrtwi  «i  triangle  T5^  yéâkiAgle  en  S>  dont  i*un 
des  côtés  sr—'lLT,  te  Phypothenufe  VT—CZi 

&  foienc  décrites  du  premier  demi- diamètre  CA=i  TSj 

3ui  fbit  ^  fon  demi-conjugué  CD,  comme  1»  efl  â  0  ,> 
eux  Hyperboles  oppofées.  - 

Troi&éme  cas.  Lorlque  la  Sé^Slion  doit  être  déuX  Hy- 
perboles oppoiees ,  fie  que   CL  eft   plus  perite^  que 

\ZF  :  ofr fomrtrâim cria<igler5^ rédangle en  r  dont 

l'un  des  côtésT5=CZ,&l'bypôtIienufe  S;?;':i=^Z/'. 

On  décrira en^te  du  iecond  demi- diamètre Ci^::;=rA% 

3uifbit  a  ù>n  demi- conjuguer  CD,  comme  m  éfkin^ 
eux  Hyperboles- oppofees. 

La  démonftration  de  ces  deux  derniers  cas  eft  ièm-r 
Uable  à  celle  du  premier)  mais  il  faut  remarquer  que^^ 


110  Livre   Qjj  AT».  ifi'rMJï. 

lorfque  CZ=J XJ?,  le  Prdbl6mc«ftimp<ïffib]e;  - 

Corollaire    I. 

177*  Comme  la  pofîcion  des  deux  diamètres  con- 
jugua ji£^  2>£,eft  d^cerminée,  auffi-bieo  que  kuor 
rrandeur }  p^iique  félon  les  eondidons  du  Probl^iXie  ils 
loiyent  couper  par  le  milieu  les  côtés  oppofës  du  paraL 
lelogramme ,  &  qu'on  ne  trouve  pour  le  demi- diamètre 
C^  ou  CB  qu'une  ièule  valeur  :  il  s'enfuit  qu'U  ne  peuc 
y  avoir  qu'une  feule  Séâion  quifâtisjâile. 


Co  R  G  L  L  A  I  R  s     IL 


178.  D 


E-L  A  on  voil''«Dmment  on  peut  décrire  une 
$éâion  Conique  autour  d'un  parallélogramme  donné 
JFGHK^Scqui  pafle  par  un  point  donne  M. 

Car  ^yanc  mehc  les  deux  diamètres  conjugues  ÂJBy 
Z)  JS ,  qui  coupent  par  le  milieu  les  côtes  oppofés  drf 
parallélogramme ,  2c  du  point  donné  M  Tordonnée 
MP  sa  diamètre  ^£^  laquelle  rencontre  les  côtés  op- 
pofés FKyG  H  y  aux  poi0ts  A,  Q^^  ^^  Séâjon  (  qae  je 
ilippoiè  décrite  )  au  point  iV^i  il  eu  clair  que  J?Nzz=PMi 
&  qu'ainfî  RN=:QM^  puifquc  PRz=.P(l^  Le  rédan^ 
gle  RM^MQjttz  donc  égal  au  rééUngle  RMnRNj. 

^  Art.itj^.  Ov"^  FR>^RK.MR^RNoaRMxMQiiÂW/DÈ\ 

Et  par  coniequent.la  raifbn  du  diamètre  AB  parallèle 
aux  côtés  FKyGHyiÇon  conjugué  D  £,  eft  donnée } 
puilque  les  rédangles  FR>^RKy  RM^MH^  font  don- 
nés. De  plus  la  Séâion  fera  une  EUipfè ,  lorfqu'entre 
Içs  deux  ordonnées  MP^KOy  au  diamètre  A^^  qui 
tombent  du  mêmç  côté  du  ceQtrç  C  y  celle  qui  eft  la 
plus  proche  du  centre  eft  plus  grande  que;  Iji  plus 
éloignée  ^  &  au  contraire  deux  Hyperboles  oppojfees  ^ 
lorfqu'elle  eft  plus  petitç.  D*où  ron  vqic  que  cette 
queftion  fc  réduit  au  problème  précèdent. 

Si 


Dzs  TjLots  Sections  Coviqjjis.      iu 

Si  le  point  donné  M  comboic  fur  Tun  des  côtés  du 
panUlélogramfflc ,  prolongé  â  difcrétion  ^  il  eft  clair 
que  ce  Problème  ieroic  alors  impoffible  ,  pmfque  ce 
côté  rencontreroic  la  Séétion  en  crois  di£fcreas  points  j  ce 
qiii  ne  peut  *  être.  *jtn.  i4>. 

COHOLLAIILE     IIL 


^79'  ijE-LA  on  rire  encore  la  manière  de  décrire 
une  Sëdion  Conique  ,   qui  ait  pour  diamètre  une  li- 
gne j4B  donnée  de  pofUion,  pour  centre  le  point    - 
donné  Cy  &  pour  deux  ordonnées  â  ce  diamètre  les 
droites  MF  y  KO. 

Car  jayant  pris  iîir  le  diamètre  j4B  h  partie  CZ 
ésaje  àCOy  &  mené  Z  F  parallèle  j6c  égale  i  OKi  il 
eft  clair  qu'elle  fera  *  une  ordonnée  au  diamètre  jélS,  '^^^•4Mf« 
&  qu'ainh prolongeant  KO  en  H ^  &  FZ  en  G,  enibr.  SI*  <^  ^^ 
teqiieO/f =OXj&  ZO=zZF,  les  droites  éeales  & 
parallèles  JC if  ^  ^G,  ieront  *  deux  doubles  ordonnées  t^jtrt»  i^ 
du  diamètre  AB.  DV)ùron  voit  que  la  Séâiondoit 
être  décrite  autour  du  parallélogramme  FGHKf  ic 
palier  par  le  point  donné  jif  s  ce  qui  &  fera  par  le    *        '   ^ 
jnoveo  d^,  Corollaix^  précédent. 

Comme  cette  queftion  fe  réduit  i  celle  du  Corol- 
laire précédent ,  qui  fe  réduit  au  Problême }  &  que 
félon  te  Corollaire  premier ,  on  ne  peut  trouver  qu'une 
feule  Séâion  qui  y  fàdsf^fle;  il  s'enfuit  de  même  qu'on 
qe  peut  décrire  qu'une  feule  Séâion  qui  rempli^e  les 
condidons  de  ce  aernier  Corollaire. 

PROPOSITION    XV. 

Problême. 

''iSo.  ]3b^cmiie  m^  SéRiM  Cê»iaw  qMifaffe  pdf  cinq  pi^.  j^^; 
fmts  darnUs  F^M^K^G^Nj  &  detfMttrer  qu'il  riy  en  lo;. 
fm  itvoir  fu^rnie  feule. 


XII  LlV.HE      QjaATl.IE'Ml* 

Ayant  joint  quatre  des  points  donnés  par  deux  lignet 
droites  FGy  MN^  qui  te  rencontrent  au  point -R,  on 
mènera  par  le  cinquième  point  donné  K  deux  droites 
KDy  KHy  parallèles  aux  droites  FG^  Af  i\^ ,  &  qui  les 
rencontrent  aux  points  E ,  i^On  prendra  fîir  ces  deux 
lignes  prolongées,  s*il  eftneceflaire,  les  points  D^  H^ 
tds  que  MRxRN.  GRxRF  i:  ME^EN.  KE^ED.  Et 
ER^RG.  MRxRN  ::  FQj^QG.  HQ^QK.  en  obfer* 
Tant  que  les  points  K,  D,  ou  K^  H^  doivent  tomber 
de  part  &  d'autre  du  point  de  rencontre  £,  ou  Q^  lorfl 
que  les  points  M^N^om  F^G^  tombent  auffi  de  parc 
&  d'autre  de  ce  même  point  j  &  au  contraire.  On  mè- 
nera eniùite  par  les  points  de  milieu  des  parallèles  DKr 
FGy  &  MNy  KHy  Ics  droites  Z/,  A:By  qui  s'entre- 

♦  ^rt.  179.  coupent  au  point  C.  On  décrira  enfin  *  la  Sédîon  Co-^ 

nique  qui  a  pour  diamètre  la  ligne  AB  donnée  de  poE» 
tion ,  powr  centre  le  point  donné  C,  &  pour  ordonnées 
les  deux  droites  MPy  KO.  Je  dis  qu'elle  fàtisfera  aa 

r  ]^.  /     vProblème ,  &  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  celle-là. 

»  Jtn.  166.  .  Car  les  deux  points  Dy  H  y  feront  *  à  la  Séâion  qui 

pa/Ie  par  les  cinq  points  donnés  FyMyKjGylfy  Ut 

"^Jirt.  i4<;  ainfi  îts  lignes  Lly  AS^  en  feront  *  deux  diameciaes^ 

&  147.  "  qui  en  détermineront  par  confequent  le  centre  par  leiir 
point  d'interfeâion  Ù.  Il  efe  donc  évident  que  la  Séâion 
Conique  qui  paâe  par  les  cinq  points  donnés ,  doit  avoir 
siecei&irement  pour  diamètre  la  ligne  AS  donnée  dç 
pofition  y  pour  centre  le  point  C  >  &  pour  ordonnées  au 
diamètre  AB  les  droites  MPy  KO.  Ot  comfme  il  n'y  a? 

3u'une  feule  SéâionConique  quipuifle  remplir  ces  con«. 
itions ,  il  s'enfuit  que  ce  fera  celle  qu'on  demande ,  & 
qu'il  ne  peut  y  avoir  eue  celle-Iâ. 

S'il  arrive  que  les  aiametres  ABy  Lly  fbient  parai- 
^  Art.  i47«  lelcs  entr'eux  ^  la  Séâion  fera,  alors  *  une  Parabole  qu'on 

par  l'article  170. 


"J 


LIVRE     CINQUIE'ME- 

De  la  comforaifin  des  Seâions  Comqttes  entrr 

eUes^  tf  de  leurs  Segmens. 

L  £  M  M  B      I. 

l^UOi  la  JUffiWue  de  deux qmaMitk  dimimf  cmttimeU 
lemem  y  enfrrie  f^eBe  devienne  enfin  nmndre  qn^amcime  gran^ 
ieuT  damée  i  je  die  que  dans  cet  iiat,  ces  deux  quantités  fe^ 
rené  égales. 

Car  fi  elles  ne  l'étoient  pas, on  pourroit  aflîgner  en* 
truelles  quelque  difierencej  ce  qui  eft  contre  rjbypo^ 
theiê. 

L  E  M  M  £      IL 

loi»  ^i  la  raifen  de  deux  quantiiés  efi  teïïe  que  tante^ 
cèdent  demeurant  toujours  le  même,  fa  différence  avec  fan  can^ 
fequent  diminué  cantinueffement  ^  en  forte  qu^eSe  devienne  enfin 
moindre  qt^  aucune  fraudeur  donnée  y  je  die  que  dans  cet  état, 
tes  deux  quantités  feront  égales. 

Car  parle  Lemme* précédent,  Tantecedent  fera  égal  ♦rfrt.  ih. 
i  fbn  confequent  ;  &  ainfi  les  quantités  dont  ils  expri. 
ment  le  rapport ,  feront  égales* 

L  £  M  M  £      IIL  ,        - 

1S3  •  S I  l'an  fuppafe  fur  une  liffie  courbe  quelconque  ABG  F  x  q«  104: 
unarclAl^  infiniment  petit,  t^efi  k  dire,  moindre  qu* aucune 
ffondeuf  donnée  y  é*qu*on  imagine  far  les  extrémités  de  cet  are 
les  ordonnées  lAV  ^  Î^Q^  k  P axe  au  diamètre  KC^  avec  les 
faratteles  MR,  NS,  a  ce  diamètre  i  je  die  que  les  faraL 
lelogrammes  PQRM,  PQNS,  peuvent  être  fne  chacun 
four  îefpace  PQNM  renfermé  entre  les  ordonnées  PM, 
Ç^N^  la  petite  droite  V  Ç^&  le  petit  arc  delacourbe  MN. 

Tous  les  points  d'une  ligne  courbe  ou  s'éloignent 


tl4  LlVUlClM  Q^U  I  E^M  I. 

continuellement  de  plus  en  phis  de  fbn  diamètre,  oa 
bien  s'en  approchent  continuellement  de  plus  en  plus } 
ou  enfin  cette  ligne  courbe  eft  compofëe  de  pluiieurs 

J)ortions  y  dont  les  unes  s'éloignent  de  plus  en  plus ,  8c 
€^  autres  s'approclient  de  plus  en  plus  de  ion  diamètre* 
Car  il  eft  évident  qu^il  ne  peut  y  avoir  aucune  portion 
dans  une  4igne  courbe ,  dont  tous  les  points  fbient  éga- 
lement éloignés  de  fbn  diamètre  j  puifquUlors  cette  por* 
don  ne  feroit  plus  courbe ,  mais  une  ligne  droite  parai-, 
kleâ  ce  diamètre. 

Suppofbns  i^.    Que  l'arc  ilf^fbit  fïir  une  cour-* 
hc  y^MB  dont  tous  les  points  s'éloignent  de  plus  en 
plus  de  fbn  diamètre  ^  C.  Si  Ton  prend  du  coté  da 
point  N  Farc  MO  d'une  grandeur  finie,  &  au*ayant 
mené  l'ordonnée  0  F  parallèle  i  MP^on  tire  les  droi- 
tes ODy  M£^  parallèles  au  diamètre -/^ Ci  il  efb clair 
que  Tefpace  curviligne  PFOM  fèi;a  plus  ^rand  que  le 
parallélogramme  infcrit  PF EM^  &  niomdre  que  le 
parallélogramme  circonfcrit  P  FOB.  Or  fïTon  ima- 
gine que  le  point  O  fe  meuve  fuivant  la  courbe  vers  le 
point  ilf,  il  efl  vifible  que  le  parallélogramme  MEOD 
qui  efl  la  différence  des  parallélogrammes  infcrits  &  cir« 
confcritsârarc  0  A/,  diminuera  continuellement  jufqu^â 
ce  qu^eklfîn  il  devienne  nul  ou  zéro  dans  Tinflant  que  le 
point  O  parvient  en  M.  D'où  il  fiiit  que  lorfque  le  point 
O  efl  arrivé  en  N^  c'eft  à  dire,  infiniment  prés  de  A£  , 
le  parallélogramme  M£0  D^qvi  devient  MR  NS^  fera 
moindre  qu'aucune  grandeur  donnée.  Il  efl  donc  évu 
*  vf r/.  itu  dent  félon  le  Lemme  *  premier,  que  les parallelograrn- 

mes  P(IR  M,  P/lJ^Sj  deviennent  alors  égaux  entr'- 
eux}  &  par  confequent  aufli  égaux  chacun  à  l'efface 
curviligne  PQNM.  Donc  &c. 

Suppofons  z®.  Que  le  petit  arc  M  2f  fait  fur  une 
courbe  BMG  dont  tous  les  points  approchent  de  plus, 
en  plus  de  ceux  de  fbn  diamètre  C  O.  Il  efl  vifîble  que 
fa  aémonflration  demeure  la  même  que  pour  le  premier 
cas,  en  obfèrvant  fîmplement  que  le  parallélogramme 
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circoc/crit  P^lNS  devient  infcnt  dans  ce  cas-ci. 

Suppoibns  3^.  Qu'une  ligne  courbe  telle  que  ABG, 
ïoit  compofce  de  pTufieurs  portions  dont  les  unes,  com* 
me  ABy  s'éloignent  de  plus  en  plus  du  diamètre  AGI 
&  Vos  autres  au  contraire ,  comme  B  Gy  s'en  approchent 
de  plus  en  plus.  Je  dis  que  les  points ,  comme  B,  qui  (ëpa^ 
lent  ces  portions ,  ne  peuvent  tomber  iîir  les  arcs  MN  : 
car  fi  cela  étoit  le  point  B  feroit  plus  prés  du  point  M  que' 
n'eft  le  point  ^5  ce  qui  eft  contre  la  fîipppiition.  Il  eft 
donc  évident  que  ce  dernier  cas  efl  neceliairement  rêxv- 
fermé  dans  l'un  ou  dans  Tautre  des  deux  premiers. 

COROLLAIIIE       I. 

« 

184.  De-l  A  il  foit  que  fi  Ton  mené  par  tour  où  Ton 
voudra  une  ordonnée  CB  parallèle  à  PMy  &  S^'^^' 
imagine  que  la  portion  de  courbe  AB  foit  divifee  en 
une  multitude  infinie  d'arcs  infiniment  petits ,  tels  que 
M  Ni  Tefpace  ACB  renfermé  parles  droites^C,C^, 
&  par  la  portion  de  courbe  ABy  fera  égal  à  la  fbmme 
de  tous  les  jparallelogrammes  tels  que  PQJtM  ou 
P QN S.  H  s'enfuit  de  même  que  l'efpace  M P CB  ren- 
fermé par  les  droites  MPy  PC  y  CB,  &  par  la  portion 
de  courbe  MB^  fera  égal  à  la  ^mme  de  tout  ce  qu'il  y 
aura  de  ces  parallélogrammes  dans  cet  efpace  ^  &  de 
même  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe  ABG, 

C  O  &  O  L  L  A  I  K.  E     II. 

.  ïSy*  S*ï  t  y  â  une  fleure  quelconque  CMDOC  ten-  F  i  o.  loj, 
fermée  entre  çleux  parafieles  C£,DFyàc  qu'on  imaeine 


égal  au  reâangle  d'une  d'elles ,  comme  de  il/  O ,  par 
leur  diilance  M  A  ou  OS.  Car  menant  la  perpendicu» 


it6  1.1  vKi    C  f  V<t:P  i  e'  M  «. 

laire  jiJB  fur  Iç*  paraUçlej  CE,  DP  s  laquelle  rencon- 
tre les  parallèle*  MQ^  NZy  aux  points  -P,  c^;  il  eft 
*>^y/.  i8}.  clair  par  le  Lemme  *que  Teipace  PMNuciké^  au 

rédangle  PMHQ^  &  Tefpace  POZiJL^^  réûangle 
POSQj  Se  par  coufequenc  que  Teipace  OM^Z  cft 
^gal  au  réâangle  OMJiS  ou  QM^PQ^ 

Cquollaiuil    II L 

i8^iLruic4u  Corollaire  prçcçdçQt,  cpies^ily^ 
deux,  figures  quelcgnques  CMDQÇ^  Jj^QFHB  ren- 
fermées entre  deux  parallèles  CE,Dl^ytL  qui  foient 
telles  qu'ayant  mené  entre  c^s  parallèles  par  tout  où 
Ton  voudra  une  ligne  M  H  parallèles  aux  droites  CE^ 
DFi  les  parties  MO  si  OH  y  de  cepte  ligne  oomprifes 
dans  les  figuras  CMDOC,  BGFHB»  foient  toiL 
jours  entr'eUes  en  raiibn  donnée  :  il  fiiit ,  dis^je ,  que  ce$ 
deux  figures  (  j'entends  les  efpaces  qu'elles  compren-i 
nent  )  font  auflî  entr'elles  en  raiibn  donnée*  Car  imagi* 
nanc  une  ^u^re  par^lele  N  K  infiniment  prçche  de  M  H, 
6ç  cirant  une  pejp«ndicukûre  ji4£  fur  les  parallèles  CE^ 
ï)Fy  laquelle  rencontre  les  parallèle^  M- fi  7  NK^^tux 
"^-Art.  185,   points/^,  Qjji  eft  claiç par  le  Corollaire  *  précédent  que 

refpace  OMNZ  eft  égal  au  reâangle  OM^PQ^iiiàj^ 
même  que  l'eipace  G  H  Kl  eft  égal  ait  rédapgie 
GHxjPQ.  Ces  d«u^.efpaces  içront  dpnc entr'eux. com^ 
me  MO  eAiGHi  de  comme  cela  arrive  toujours  en 
quelque  endroit  qu'on  mené  la  droite  M  H ,  il  s'enfiiic 
que  la  fomme  de  tous  les  petits  eibaces  MNLOy  c*eft 
à  dire,  l'efpace  CM  DOC  iera  à  la  fomme  de  tous  les 
petits  efpaces  G  H  K I ,  c'eft  à  dire  ,  i  refj)ace  EGJFHB^ 
en  la  raubn  donnée. 

On  prouvera  de  même  que  la  parde  MDO  de  la  figurç 
CM  DOC  y  eft  encore  â  la  partie  correipondante  QFH 
de  l'autre  figure  EGF HE^enhi raifbn donnée  :  comme 
auflî  les  parties  rçAantes  CMOy  £GH. 

Il  eft  vifibleque  fi  la  raifbn  donnée  eft  celle  d'égalité^ 
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c*cftàdire^  que  fi  les  parties  MO^GMy  de  la  droite 
MH^  font  toujours  égale*  entr'elles  j  les  efpaces 
CMBOC^  EGFHE^  &  leur  parties  correfpondan- 
tt%  MDOy  GFHy  &  CMOy  20 H^  feront  égales  en- 
truelles. 

L  £   lif  M  B       IV. 

loy*  01  Pm  fufpofefuf  une  ligne  c&ttrBe  quekenque  unari    F  i  «•  io^« 
injlnimenifetii  MN}  ^ ^'an  inumne  les  tangentes  MT^  NT, 
fui  fe  rencemrem  au  fpini  T,  ta  fùktenâame  MN^  ^  /^ 
1^//^  N  S  fetpeniicnlaife  fut  M  T  frolengée  :  je  dk  qu*m 


feut  f rendre  pûur  tan  M  f^  fa  foàtendante  M  N  ^  m  la  Jim- 
me  des  deux  tangentes  MT,  NT ,  ^ ^»  la  droite  At  S. 

Toute  ligne  courbe  eft  néceflairement  ou  toujours 
concave  vers  xm  ceitain  endroit ,  ou  compofôe  de  pla. 
fieurs  pordonsf  donc  les  unes  étant  concaves  vers  une 
eerfaidc  ptut,  lés  autres  le  font  vers  le  c^ti  oppofé.  Or 
\ts  points  qui  ^parent  ces  portions  *  ne  peuvent  point  fo  *  -^'**  '•}• 
trouver  for  les  arcs  infiniment  petitf  M  If:  pui/qu'ils  fe.  ^  '• 
loient  plus  prés  du  point  M  que  n'éft  le  point  Ni  ce 
oui  eft  contre  la  foppofition.  On  peut  donc  toujours 
/uppofer  que  Tare  M  N  fait  partie  d'une  courbe  ou  por. 
tion  de  courbequi  efl  tôûjoér^  coâcave  vers  un  certain 

côté. 

Mâûntenant  û  Ton  prend  fur  la  courbe  du  eôté  du 
Doinc  M  l^^i'^^  M  O  d'une  grandeur  finie ,  &  oti'on  tire 
la  fodtendUnte  OMy  la  tangente  OOyfSthi  parallèle  0  D 
i?rS:  il  eflr  clàif  i"*.  A  caufe  dû  triangle  M  DO  réOangle 
en  D,  que  la  tangem^  JlfD  eft  moindre  que  la  foûtendan- 
te  MOy  &  â  plus  forte  raifon  moindre  que  Tare  AfNO  i  de 
force  que!  l'arc  MKO  St  fa  foûtendante  MO  font  plus 
grands  cbactin  qutf  Jlf  D,  &  chacun  moindre  que  lafomme 
des  éitxx  tangentes  M£Gy  0  0. 1^.  A  caufc  de  la  coilcavité 
de  rare  MNO  vers  le  même  côté,  C  Ton  mené  par  un 
point  quelconque  N  de  Parc  MO  une  tangente  TR^ 
ic^  points  TyRy  oh,  elle  rencontre  les  tangentes  M  G  y 
06,  feront  fituez  entre  les  points  Jlf,  6,  &0>Gi  ainfi 


ut  L  t  V  Kl  Cin  Qjj  I  e'  M  I. 

l'angle  OGD^wi  eft externe  au  triangle  TCR^jçik  plus 
grand  que  Tangle  RTG  ou  MTS. 

Ceci  fùppolc,  fi  Ton  mené  les  droites  M E^  MF^ 

1)aralleles  aux  tangentes  OG^  JSTT",  &  qui  rencontrent 
a  droite  D  0  aux  points  E^JFî&c  qu'on  imagine  que  le 
point  0  fc  meuve  fuivant  la  courbe  vers  le  point  JVf  :  il  eft 
vifîbleque  Tangle  OGZ>,  ou  fon  égal  £  il/ D,  diminuera 
continuellement  jufqu'â  ce  qu'il  s'évanottiflè  dans  Tinil 
tant  que  le  point  O  parvient  en  M  y  puifqu'alors  la  tan- 
genté  OG  le  confond  avec  la  tangente  M  D  :  d*où  il 
^lit  que  la  ligne  ME  diminue  continuellement ,  jufqu*â 
ce  qu'enfin  elle  devienne  égale  à  MD  dzns  cet  inftanc 
JDonc  lorfque  le  point  0  eft  arrive  en  -AT,  c'eft  d  dire  ^ 
infiniment  prés  du  point  M ,  la  ligne  ME ,  alors  en  MF^ 
pe  fera  pour  lors  différente  de  la  tangçnte  M  D ,  que 
d'une  grandeur  moindre  qu'a»cune  dônnéç  j  ^  par  corii. 
*jiri.  |8^  fequent  *  les  lignes  TN^  TS  .  dont  elles  exprimçaç 

le  rapport,  ièronç  égales  cntr'elles^  I^es  dçux  tangentes 
MTy  TNy  prifcs  enfçmble  »  lieront  donc  égales  à  1^, 
droite  M S^ comme  aufiî  à  Tare  MN^SçiUit  foilten^ 
^ante  JkfiV;   Ce  ^uUl  failoif  démomrer^ 

C  O  &  O  l.  l.  A  I  I^  P     I. 

l88,  PaiSQtjE  Tangle  FMD,  ou  fon  égal  NTS^  eft 
infiniment  petit  dans  Ta  lùppofition  quç  le  point  N  foit 
infiniment  prés  du  point  M^  il^'eniidt  que  aaiis  Iq  tpaiv 
cle  MTN^  Tanglc  interne  JS^JUf  j;  qui  eft  moindre  que 
^extérieur  NTS,  fera  auffi  infiniment  petit  ^  c'eft  à  dire, 
moindre  qu'aucun  angle  donné  j  &  qu'ainfî  on  ne  pour- 
TfL  mener  par  le  point  M  aucune  ligne  droite  qui  tombç 
dans  r^gie  TMN.  D'où  Ton  voit  quç  ces  deux  lignes 
MTjJ^Mjfç  confondent  entr*elles ,  fc  qu'ainfi  on  peut 
regarder  une  tangentç  comme  une  ligne  droite  quipa/Ie 

ar  deux  points  4'upç  lignp  courte  jinf}|ûment  prochç« 

un  dç  r^utrç. 


î 


m  *      V  , 


Conoi,. 


l 
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COKOLLAI&E    iL 

189 •  pi  Ton  imagine  qu'une  ligne  courbe  queicon* 
que  iôit  ^iviiëe  en  une  multitude  infinie  d'arcs  infini-- 
ment  petits  tels  queAf ^>  il  eft  clair  qu'en  prenant  au  lieu 
de  ces  arcs  leurs  fbûtendantes ,  on  verra  luitre  un  Polj^ 
eone  d'une  infinité  de  côtés,  chacun  infiniment  petit,  que 
Ton  pourra  prendre  pour  la  ligne  courbe  :  puifqu'clle  *  ?-^»*»  ilf* 
n^en  diâèrera  en  aucune  manière.  De  plu^  les  pe^ 
dts  côtés  de  ce  Polygone  étant  prolonge  de  part  & 
d'autre ,  feront  les  tangentes  de  cette  courbe }  pmfqu'ilt 
paUènt  chacun  par  deux  de  fts  points  infiniment  pro* 

ches  l'un  de  l'autre. 

R  £  M  A  K  c^^u  E. 

190»  Ok  doit  faire  ici  attention  que  l'idée  ou  no. 
tion  qu'on  a  donnée  des  tangentes  des  Séâions  Coni» 
^ues,  ne  convient  qu'aux  lignes  courbes  qui  font  toiL 
jours  concaves  dans  toute  leur  étendue  vefs  le  même 
côté  y  comme  font  "^  ces  Séâions  :  au  lieu  que  cette  der-  *  ^rr.  ù. 
niere  notion  efl  générale  pour  toutes  fortes  de  lignes  6u  ix^ 
courbes.  Âuffi  eft-ce  elle  qui  fèrt  de  fondement  à  la 
méthode  des  tangentes  que  j'ai  expliquées ,  dans  mon 
Livre  des  Infmmem  fetits ,  &  que  j'ofe  afi^r  être  la 
plus  fimple  2c  la  plus  générée  qu'on  puifle  fbuhaiter.  On 
en  vçrra  unfoible  échantillon  a  la  fin  de  ce  Livre. 

P  £*  F  I  N  I  T  I  G  N  5, 

f. 
Deux  fegmens  de  lignes  courbes  quelconques  SAD^  F  i  o.  107- 
iady  font  appelles  Semblables  ^  lorfqu'ayant  infcrit  dans  io8«iof, 
Pun  d'eux  une  figure  réâîligne  quelconque  BMNOD\ 
on  peut  toujours  infcrire  dans  l'autre  une  figure  réûili« 
gne  fèmfolable  imnod. 


X. 


! 


Deux  Séâions  Coniques  font  appellées  Semilahles» 
kviqu'ayant  pris  dans  l'une  d'elles  un  iègmenc  quelcon. 

R 


que  BAJy^  on  peut  toujours  afCgner  dansTâucre  on 
tegmcnt  fcmblabie  h  a  à. 

On  appelle  diamètres  Semblables  A  P^  df^  dans  di£i 
^rentes  Séâions  Coniques^  ceux  qui  font  avec  leur» 
ordonnées  PMy  fmy  les  mêmes  anglep -^^Pikf,  afm^ 


t 


'^  Corollaire* 

I^I'JTLUS  chacun  des  côtés  SM,  MN^  Sec.  6m ^ 
-^wrt,  ôcc.  devient  petit 5  plus  leur  nombre  augmente^  fie 
Jus  auffi  les  figures  redflignes  ièmblables  B MNOD^ 
>mnody  approchent  des  iegmens  BAD^bad^  aufquel^ 
elles  font  inforites  5  de  forte  qu'elles  leur  deviemienc 
«  ,/frf.  iS^.  enfin  égales  *  lorfque  chacun  des  côtés  eft  infimment: 

petit ,  &  que  leur  nombre  par  confequent  eft  infini.  D'où: 
il  fuit  (^e  les  fègmens  iemblables  BADy  bad^  font; 
entr'eux  comme  les  quarrés  de  leurs  foutendantes  ^D  ^ 
b  d ,  qui  foat  des  côtes  homologues  ^  6c  les  portions  des 
.  1  ,.      >"  courbes^  ^D,  ^^^>  comme  ces  foutendantes^ 

PROPOSITION    L        ' 

Théorème. 

Fifc  X07e        19  £•  Soient  deux  Paraboles  AM,  ara  y  qm  ^enf 

deux  diamètres  femblabUs  A  L ,  a  L ,  fisuès  fur  la  même  droi^ 
te  y  en  forte  que  leurs  ordounées  PM^  pm,  foienu  faraUeles^ 
entf  elles  >  é^foit  marqué  Jur  cette  droite  au  dedans  des  Para^ 
boles  un  poimfixe  L  y  tel  que  LA  foit  ii  L  a ,  comme  Urfafa^ 
mètre  AQ  du  diamètre  AL  de  la  Parabole  AM^  ej^  au  fa^. 
rametre  ag^&r  diamètre  aL  de  la  Parabole  am«  Je  d»  que 
fi'on  mené  du  point  fixe  Là  un  point  quelconque  M  de la^ 
Parabole  AM y  une  lipie  droite  LM\  eÈe  rencontrera  Vautre* 
parabole  am  en  un  point  mt  tel  que  LM.  Lm  ::  L  A,  La^ 
Ayant  mené  l'ordonnée  MP^Sc  nommé  les  données* 
XAyaiLa^bi  AG^pi  6cles indéterminées  AP^kj 
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*      hé  ' 

Or  fi  Ton  prend  fiir  le  diamètre  iiZ  de  la  Parabole  am^ 
la  partie  ap:=:  —  ^tc  qu'on  mené  Tordonnée  ^i»  ;  il  eft 

clair*  que  /3w*r=/iix4g /^  1  =  ^  <n   mctiant  ^-^'^.tf.^j 
pour^Ac*iâ râleur/^ 5  &  qu'ainfî  /w=  fe.  Donc  PM  •JHd. 

^y).fmi^):i  ZP(i*— x).  Zf{i~).  Et  par  cm. 

fèquenc  la  ligne  Z  M  paflêra  par  le  point  m  excremicé 
de  l'ordonnée  p  m  y  c'efl  i  dire ,  qu'elle  coupera  la  Pa- 
rabole ism  en  ce  point.  Donc  à  cauiè  àes  triangles  fêm- 
blables  LPM,,  Lfm^  on  aura  Zilf.  Lm  ::  PM  {y  ). 

fm{^)'.'.  ZA{a).  Zà{h).  Ce quHl  faUoit  dhnoittnr» 

CoilollaiiieL 

19  3»  s  I  l'on  prend  dans  la  Parabole  j4M  un  fêg- 
ment  quelconque  £  AD  i  &  qu'ayant  mené  les  droites 
ZSyLDy  qui  rencontrent  l'autre  Parabole  ^maux 
points  byd^on  tire  la  ibûcendante  bd:\t  dis  que  le  fèg* 
ment  badàtXz Parabole  am^t^  iemblable  au  feemenc 
^^D  de  la  Parabole  A  M.  Car  ayant  infect  dans  le 
fegment  S  AD  une  figure  réâiligne  quelconque 
BMNOD,^  il  eft  clair  que  fi  Ton  mené  les  droites 
Z  Af^  Z^,  Z  O ,  qui  rencontrent  l'autre  Pajr^bole  aux 
points  9,  ii,<7i  les  triangles  Z^Af,  Z^ip»j  ZJlf^^ 
Lmm  LNOy  Znûi  LOD^  ZêdiLJSD^Zbd^kront 
lèmblables)  &  qu'ainfî  les  côtés  ^Af^  imi  MNy  mni 
NO^npy  OD^ùdi  SD^kdi  feront  parallèles  ,&  tod- 
)oars  en  même  raifbn  chacun  â  (on  correfpondant } 
Md/que  toutes  les  droites Z^,ZJI#,  ZN^  ZOy  ID^ 
lont  coupées  en  même  raiibnaux  points  b^m\^n^0^d. 
D'où  l'on  voit  que  les  figures  réâilignes  BMNOD  » 
bmn^d^  ibnt  femblables.  Or  comme  U  eft  évident  que 
^—  déitîonftration  fubfîftc  toujours,  telle  que  puiflc 
â  figUicc  réâiligtir  iûfciîter'difas  le  fegment  ÈADi 

Rij 
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»1>«/ 1.     il  s'en^t  que  les  fegmens  BAD^  iad,*  font  fêmbla- 
»  Drf,  X,    blés  j  &P^  coniêqucnt  *  que  les  Paraboles  jiM,  a  m,  le 

6)0X  aum. 

COHOLLAIHE     II. 

« 

t94*  iJE-LA  â  eft  évident  que  it  Ton  mené  par  le 
point  Z  une  double  ordonnée  EJP  dans  la  Parabole  j4M^ 
laquelle  rencontre  l'autre  Parabole  am  aux  points  ey/ï 
les  fegmens  EAF^  eaf,  des  deux  Paraboles  AM^am  ^ 
feront  iëmblables  eatr'eua;^ 

Co  ILOLLAIRE     IIL 

I9i*  Toutes  les  Paraboles  font  femblables  cntr - 
elles  j  car  fi  l'on  prend  fîir  deux  diamètres  femblables  de 
deux  difierentes  Paraboles  ^  les  parties  AL^  aLy  qui 
foient  entr'elles  comme  les  paramètres  AGy  a  g  i  &  fil'bn 
conçoit  que  le  diamètre  Z  a  foit  fituë  fur  le  diamètre 
Z-i^,  en  lorte  que  les  points  ZyZy  tombent  Tun  jfîir 
Tautre,  &  que  leurs  ordonnées  PMj  ^m^foientparaE. 
leles  entr'eÙes  :  il  eft  clair  qu'ayant  mené  du  point  fixe 
Z  â  un  point  quelconque  M  de  la  Parabole  JfM ,  une 
ligne  droite  ZMi  elle  rencontrera  toujours  l'autre Pai 
r^ole  affi  en  un  point  m  tel  que  Z  Af.  ZmwZA.L^. 
\4rt^  i^j.  Donc  *  &c. 

Co  no  L  L  A  I  n  £     IV. 

'9^*  13^-LA  il  fuit  que  Ç\  Ton  prend  fur  deux  dia^ 
mètres  fèmblables  de  deux  difierentes  Paraboles ,  les 
parties  AZ,aZ^  qui  foient  entr'elles  comme  \ts  para« 
mètres  de  ces  diamètres  ^  &  qu'ion  tire  par  les  points 
Z 1  Z  j  les  doubles  ordonnées  EF  >  ef:  les  tegmens  EAF^ 
gaf^  des  deux  Paraboles  AM,  am^  feront  femblablea 

CO&OLLAIJLE     Vr 

^97 •  Si  deux  fëgmens  SADt  iad^  font  fèmblables 
entr'eux  ^  &  qae  Tiu  d'enx^^D^  foit  le  fegmenc d'une 


Delà  com^araisôm  des  Sect;  Coni(^^:ij5 

Parabole  )  je  dis  que  Tautre  h  ad  fera  le  iègmenc  d'une 
autre  Parabole  ^  &  qu'ainfiil  nV  a  entre  toutes  les  cour- 
bes imaginables  que  des  Paraboles  qui  puiflent  être  fem- 
blables  â  une  Parabole  donnée.  Car  fî  Ton  place  le  petit 
fegment  h  ad  au  dedans  du  grand  BAI) ,  en  forte  que  . 
\&%  fbûoîndaAtes  èd^  BJ)^  foiênt  parallèles }  &:  qu'on  ^ 
inicrive  dans  l*un  &  Tautre  deux  figures  rcâilignes  qutk 
conques  jfemblables  BMNQD  y  bmnod  :  il  eil  clair  que  les 
côtés  homologues  BM^  bmi  MNj  mtty  &c,  de  ces  deux 
figures  feront  parallèles  :  puifque  les  anglesD^A/^  demi 
JBMNy  hmni&cc.  font  égaux  entr'eux.  Or  menant  ZM^ 
Llf^LOi  par  \i  point  cfc  concours  L  des  deux  droites 
^^^  D^^  qui  joignent  les  extrémités  des  fbûtendantes 
parallèles  BDs  ^)  ^  ^^^  ^^^  ^^ux  côtés  homologues 
donnés }  ces  droites  ZM^  LN^  ZO^  pafferont  par 
\^s  points  correfpondans  m^n^  0^0x1  elles  feront divi« 
iees  en  même  ratfbn  que  Z^  Teflen  6y  ou  ZD  en  di 

puifque  BD.  hd  :  :  ZB.  Zi  :  :  BM.  bm  :  ;  ZM\ZmixMIf. 
Mn  ;:  ZN.  Znxi  NO.  noiz  ZO.Z011OD.0d 

Maintenant  fi  l'qn  mené  par  le  point  £  le  diamètre 
ZA  de  la  parabple  j4Mi  qu'on  le  divife  en  rf,  en  la 
même  raifitn  aue  Z  B  Vefh  en  f ,  où  Z  2)  en^i  &  qu'on 
décrive  *  du  diametce  aZs&^du  paramètre  ^g^qui  fois  ^jirt.  1^1; 
an  paraAietre.^G  du  diamètre  AZ  delà  Parabole 
AM^  comme  Z^.efl  i  ZAy  une  Parabole  am  donc 
les  ordonnées  /!»f  fbient  oâralleles  aux  ordonnées />JVdC 
de  l'autre  Parabole:  il  eft  évident* qu'elle  paflèra  par  *Art.  iy%: 
cous  les  points  ^,m,ii,^)^/,  qui  divifent  dans  la  railbjx 
donnée  de  -&  D  à  ^  ^  toutes  les  dçoites  ZByZM^  ZNy 
Z  O y  ZD.  Or  comme  ce  raifonnement  fubnfle  toujours 
cel  que  puiffe  êtSre  le  nombre  des  côtés  des  figurés  réc- 
dlignes  tembjables  BMNO  Dytmncd^écde  tel^e  gran^ 
deur  qu'ils  puif&nt  être  5  il  s'enfuit  oue  ta  Parabole  a  m 
pafile  partout  par  où  le  ^gment  èaa^dTe^ic  qu'ainfi  ce 
fegment  en  eft  unepordon.  Ce  ^'Ufylhit  dhrnmnr. 


Riij 
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?  R  O  P  O  S  I  T  I  O  N    ir. 

••   •     .  • 

.  Théorème. 

Fie,  io8,      198.S01T  muBttipfefm  HyperiaU  kU  qui  ait  fm 
^  ^^'  jm  de/ks  premiers  diamètres  la  liffie  A  H  '^  ^  peur  paramètre 

4e,  ce  diamètre.  la  liffte  AG^  &  ayant  pris  Jur  ce  diamètre 
{prolongé  dans  tHyperiole)  un  point  fixe  L^  &  diwji  en 
même  raifin  aux  points  a^  h,  fes  parties  L  A^  LH.  Soit 
une  autre  Ettipfe  ou  Hyperbole  a  m  qui  ait  pour  preràier  dia^ 
fuetre  la  liffie  ali^  pour  paramètre  de  ce  diametn  la  liffie  ag 
qfù  fait  à  AG  com$ne  ah  efià  AH  ^  df  dont  les  ordonnées 
p  m  faient  paratteks  aux  ordewnies  PM  de  Vautre  Séfliou 
A  M«  ^e  dis  que  fi  Nn  mené  du  point  fixe  Là  un  point  queL 
Conque Mde  la SéffionAMyUne ligné tboite quelconque hM^ 
elle  rencontrera  t autre  SUHon  am^  en  un  point  m  tel  que 
J^M»  Lm  :;  LA;  La  :  c*e/l  k  dire  que  toutes  les  droites 
tirées  du  point  fixe  L  aux  points  de  la  Sé&ion  A  M  9  faut  dUvi* 
fffsenmièntàtaifonparlaSéflion  ^m. 
.  ;  Jlfa^  pxpuiwr  que  LM.  Lm  :  :  LA.  La. 
^   A^^aAC:  iskCXK  VardxMnée  M Py  &  nommé  lot  doiuiëei 
'  If^^^  ai  La^  hiiAHy  iti  &LltsAdéKvnïméçsA^^xi 
i^M.jioÀuxu:^  £ji{a).   La  (b)  m  ZH.  Lh  .1 

ZH-^LA  bu  AM  (%t).   Zh±Za    ou  ^/5as~^ 

Or  fi  Toû  prend  fur  le  diamètre  4  ^  de  la  Séôioiji  am  la 

partie  apzzz-^y  &  qU'oo  mené  rQrdoiu»£e  ftmiû  efk 


•jtrt.Ai.<<,  clair*  que  AP^PM{  xtxZ^xx).PM*'  iyy)  ::  AH. 

qu'ainfi /«=| .  Donc PM[y).^in{il)uZP (**-*>J 

X^  (i— iî).  Et  par  confequient  la  ligne  LM  pa^ra 

par  le  point  w  extrémité  de  l'o* donnée  p  m ,  ctil  i  dire 
qu'elle  coupera  la  Scûion  am^n  ce  point.  Donc  i  cau- 
J  des  triangles  femblables  LPM^  Lfm^  on  awr* 


De  LA  C0M>A&A7S0W  DES  SEC  T.  CoNIQ^    t}^ 

ZM.Zm::PM{y).fm{^)  ::  ZA{a).  La{b).CequUl 
fdUoit  denunttrer.  « 

C  O  ROLLAXIIE      I. 

I99«  Si  l'on  prend  dans  k^éâion  AMnn  fêgmenc 
quelconque  BAD^ic  qu*ayanc  mené  les  droites  LBj 
ZDy  qui  rencontrent  l'autre  Séâion  am  aux;  points 
tyi^  on  tire  la  ibûtendanre  bd:  je  dis  que  le  fegmenc 
^^ fi  de  la  Séâion  am  tfï  femblabie  au  fegment  BAD 
delà  Séûion  A  Mi  &  partant  que  Ci  Ton  mené  par  le 
point  Z  une  double  ordonnée  £/?  dans  la  Séâion  AMy 
laquelle  rencontre  l'autre  Séâion  aux  points  e ,  fi  le» 
iègmens  EAFyCaf^  des  deux  ËUipies  ou  des  deux  Hy-. 
perboles  AM^  am^ feront  iemblables entr'eux.  Cela  fe 
prouve  de  même  que  pour  la  Parabole  dans  les  articles 
193.  &  194. 

CohollaireIL 

ZOO,  Toutes  les  Ellipfês  ou  Hyperboles  AM^amy. 
qui  ont  deux  diamètres  iemblables  AH^ah^  en  même, 
raifbn  avec  leurs  paramètres  AG^ag^  font  femblables 
entr'elles.  Car  fi  Ton  prend  les  parties  ^Z,^Z,  qui 
foient  entr'elles  comme  les  diamètres  AHyahy&c  que 
Ton  conçoive  que  le  dianietré  a  h  fbit  fîtué  fîir  le  mx^ 
mecre  AH^en  forte  que  les  points  Z^Z^  tombent  Tum 
fur  Tautre,  &  que  les  ordonnées /;»^tPil/y  foient  pa^\ 
ralleles  entr'elles  :  il  eA  clair  qu'ayant  mené  du  point  ^ 

fixe  Z  à  un  point  quelconque  M  de  la  Séâion  A  M  une 
ligne  droite  Z  JVf ,  elte  rencontrera  toujours  l'autre  Sec- 
tion ^m,  en  un  point;»  telqueZAfr  ZmivZA.  Za., 
Donc  *  &c.  M  >^ 

Corollaire    IIL 

XÔI.  Ue-la  il  eft  évident  que  s'il  y  a  deux  Ellipfes 
<m  deux  Hyperboles  AMlam^  dont  deux  diamètres  fem- 
blables  AH^  ah^  foient  en  même  raifbn  avec  leurs pa^ 
rameties  ^G>  ^g  ^  &  qu'ayant  pris  les  parties  AZ  yaZy 


4 


.  » 
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qui  fbient  cntr'elles  comme  les  diamètres  AHyah^om, 
tire  par  les  points  Z ,  Z ,  les  doubles  ordomices  EF^  ef: 
il  eft évident,  dis- je,  qu«  les  fègmens  EAF ^  eaf^  des 
deux  Serions  -^Jlf,  am^  font  ïembUblcs  cntr^eux* 

CoROLLAïae    IV. 

lOlOr  deux  fègmens i?y^Z),  bad^  font  femblables 
cntr'eux  j  &  que  Tun  d'eux  foit  le  fègment  d*une  EHip-. 
fo  ou  d'une  Hyperbole  AMy  qui  ait  pour  un  de  fès  diame* 
.  très  quelconques  la  lignç^/f  dont  le  paramètre  kHAGi 
Je  dis  que  Tautre  badiéri3i  le  fègment  d'une  autre  Ellipfè 
ou  d'une  autre  Hypçrbolç  am^  qui  aura  pour  l'un  de  fès 
diamètres  fèmblaoles  à  AH^  Ja  ligne  a  h  qui  fera  en  mê- 
me raifon  avec  fon  paramètre  a  g ,  que  ^H  avec  le  fîea 
A  G.  Car  ayant  place  le  fègment  èad^$xi  dedans  du 
ie^ment  BAD^  en  forte  quelafoûtendantç^^foitpa^ 
raîlele  à  U  fontçndante  ^D,  &  que  les  lignes ^^^  Bd^ 
concourent  en  un  point  Z  du  diamètre  AH  {cç qpiçflb 
toujours  poflîble),  &  inforit  dans  Tun  &  T^utrc  deux  fl, 
gures  reoilignes  quelconques  fçmblftblçs  j  oq  prouver^ 
comme  dans  la  Paraîjolç  ^rticjiç  1,97.  que  Içs  droites  ZJl/^ 
ZN^  ZOy  pailçront:  par  les  points  correfpondans  m^n^ 
û ,  où  elles  içroqt  div jiëçs  çq  rn^rne  jraifbn  que  Z  B  Teft 
en  ^ ,  oU  ^  D  en  is/, 

Maintenant  fî  Pon  divife  les  parties  ZA^  ZH^  ^w 
diametrç  AH  ^fts:  poinçs  a^h^çn  même  raifon  quç 

♦  Art.  i6u  ZB  Tçft  çxxh  tç  qu'oij  déçrivç  *  du  diamètre  ^i&  6c  du 

paramçtrç  a  g  qui  îbit  jtu  parjtmcCfç  AQ  du  diamçtre 
AH^  commç  Za%{\iiZAy  onah  ÏAH^  unefllipfèpu 
une  Hyperbole  am  \  dont  les  ordonnées  p  m  foient  parai» 
leles  aux  ordonnées  PM  de  l'autre  Ellipfe  ou  Hyperbaf 

*  Art.  1^9,  Iç  AM  ;  il  cft  ^iden  *  tqu'ellç  pafïera  par  tous  les  points 

byfn^n^e^d^  qui  divifènt  dans  la  raifon  donnée  dç  id 
à  BD  toutes  les  droites  ZBy  LM^  ZN\ZO^  JOJy, 
Or  comme  ce  raifonnement  fîibfîfle  toujours  tt\  que 
puiflç  être  Iç  nopibrç  dçs  cotes  dçs  figurçs  ré^iliene^ 

f^mblwle^ 
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De  la  comparaison  dès  Sect,  Cokiq;^^  fJ7 

ièniblables  SMNOD,  bmnod,  &  de  telle  grandeur 
qu'ils  puJilènc  être  ^  il  s'enfuit  que  rEllipfê  ou  THy perbo. 
le  a  m  paflè  par  tous  les  mêmes  points  par  le/quels  pafle 
le  fègment  id^  &c  qu'ainfi  ce  iegment  en  eft  une  por- 
don.  Ce  qu*il  falloit  démMirer. 

COROLLAI&E      V. 

2.03. 1 L  eft  donc  évident  que  fi  deux  EUipfès  ou  deux 
Hyperboles  AM^am^  font  fèmblables  ,&  qu'on  pren- 
ne dans  la  Séâion  A  M  un  de  {ts  diamètres  quelcon- 
ques AHh  Ay  aura  toujours  dans  Tautre  Sëâion  a  m 
un  diamètre  an  fèmbiable  i  AH^  qui  aura  avec  fbn  pa- 
rametre  a^  la  même  raifbn  que  A  H  avec  le  fien  A  G  : 
&  qu'ainu  les  diamètres  fèmblables  AH^  ah  y  feront 
en  même  raifbn  avec  leurs  diamètres  conjugués.  Or 
comme  dans  une  EUipfè  ou  Hyperbole  il  ne  peuty  avoir 
*  que  deux  difièrens  diamètres  conjugués  qui  faflent  en-  *  Art.  6t. 
tr'eux  les  mêmes  angles ,  &  que  ces  diamètres  ne  difie-  ^  ^*8* 
rent  que  par  leur  pofition ,  leur  grandeur  demeurant  la 
même  ^  il  s'enfuit  que  dans  les  ElHpfès  ou  les  Hyperboles 
fèmblables  tous  les  diamètres  conjueués  qui  feront  les 
mêmes  angles ,  feront  entr'eux  en  même  raifbn  ^  en  ob^ 
fervant  de  prendre  pour  les  antécédens  de  ces  deux 
raifbns  les  plus  grands  de  ces  deux  diamètres  conjugués, 
&  pour  confëquens  les  moindres. 

PROPOSITION  m. 

Théorème. 

3.04«  ^  I  ^M  mené  dans  une  Séflien  CMtque  deux  pa^  p  1  ^^  joo. 
raUeles  quelconques  B  D ,  E  F ,  terminées  far  la.  Séffian  y(jr  m- 
qu*cn  joiqju leurs  extrémités  par  deux  droites  B  E ,  DF  :  je 
disqueSs  figmensBMEByDMFDy  compris  par  des  por^ 
fions  de  la  SéSion  ^  ^  par  les  droites  qui  joiynent  les  e^Stre-* 
mités  dis  far  attelés ,  feront  éymx  emfeux^ 

S 
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Car  ftyâat  prolongé  les  fbûcendantes  SEy  DF^  ]tiù 
qu'à  ce  qu'elles  fè  rencontrent  en  un  point  G,  fcavanc 
mené  par  ce  point  &  par  le  point  de  milieu  H  de  la.  h-- 
ene  BD^h  droite  GHi  il  cû  clair  qu'elle  divisera  par 
le  milieu  en  iC  la  parallèle  EF  iBD^  comme  auifi  par 
le  milieu  en  P  un  autre  parallèle  quelconque  O  O  à  la. 
même  ligne  S  D.  Donc  la  l^ne  HK  fera  unr  dkmetre 

*  -^^^*  ï4*'  *  qui  aura  pour  ordonnées  de  part  &  d'autres  Iqs  paraL 

leles  BDy  EFi  6c  partant  fi  Ton  mené  par  un  de  fesi 

points  quelconques  F  une  parallèle  à  ces  lignes  y  elle 

^jirt.  144,  rencontrera  *  la  Séâion  en  deux  points  A/,  Af  ,.égale^ 

ment  éloignés  du  point  F  i  d'où  Ton  voit  qiie  les  parties^ 
MOiOMydclz  même  parallèle  MMiBD^  compris 
fës  dans  les  fègmens  BMES^BMED^  font  toujours- 
égales  entr'elles ,  en  quelque  endroit  que  puiflè  tomber 
cette  parallèle  entre  les  lignes  J5 D ,  EF.  H  cft  donc: 

*  jirt.  iStf*  évident  *  que  ces  deux  fègraens  feront  égaux  entr'eux^ 

Si  les  fbûtendantes  ^£^  DF^  étoient  parallèles  en- 
tr'elles ,  il  faudroit  mener  par  le  point  de  milieu  H  de 
la  ligne  B  D  une  droite  H  K  parallèle  à  ces  fbûtendan.* 
tes ,  &  la  démonflration  demeureroit  toujours  la  même;. 

COKOILAIHZ     I. 

Fi 0.  no,        lOj. Puisque  PMek  toujours  égale  i  PM;  3 

s'enfuit  i  ^.  Que  les  Trapefês  Coniques  KHBE ,  KHDFy. 
font  égaux  entr'eux.  i^  (  Lorfque  la  ligne  BD  ^n  liect^ 
de  rencontrer  la  Séâion  en  deux  points  la  touche  en  ui^: 

Î)oint  A  )  que  les  Trilienes  Coniques  AKEy  AKF^ 
ont  égaux  ^  &  qu'ainfî  it%  fègmens  AEMA ,  AFMA^ 
le  font  auflî  3  puifque  le  triangle  AEF  efl  divife  en  deux 

Earties  égales  par  le  diamètre  AK  qui  pafle  par  le  mi- 
eude£i?. 

Co  R  O  L  L  A  l  R  s     IL 

pic.  110.       2  06.  Si  la  Séaion  étant  une  Parabole,  une  EIlipfe,oa 

une  HyperboleJ'on  mené  parles  extrémités  desparaUeks 


De  LA  COMPARAISON  DES  SeCT.  CoMl(^  I59 

i7Z>,£i^>  les  droites  BF^  DE^  qui  s'entrecoupent eo- 
cre  CCS  parallèles  j  les  fegmens  BFDABy  VEBylDy  fe- 
ront égaux  entr'eux.  Car  les  triangles  BFBy  SED^  qui 
font  entre  les  mêmes  parallèles  J^D,  £^,  &  qui  ont  la 
même  bafe  ^D^fbnt  égaux entr'eux  )  &  partant  fî  Ton 
ajoute  d'une  part  le  fegment  DMFD  plus  le  fegment 
BADByicde  l'autre  BMEB  égal  au  fegment  DMFD^ 
plus  auifi  le  même  fegment  B  AD  Biles  touts  BFDAB^ 
DEBADj  feront  égaux  entr'eux. 

COR.OLLAII.E     III. 

^oj.  Xys-i'A  on  voit  comment  on  peut  couper  par  Fi  q»  112.* 
im  point  donné  D  fur  une  Sédion  Conique  ^  deux  ieg- 
mens  DGEDy  DFBDy  égaux  chacun  à  un  fegment  donné 
BEDB.  Car  ayant  tiré  les  droites  BD^  DE ,  &  mené  BO 
parallèle  i  DE^  ic  EF  parallèle  i  BDy  lefquelles 
rencontrent  la  Séâion  aux  points  G,  Pi  il  eft  clair  ^en  *Art.  xo6. 
joignant  h  droite  DF^  que  le  fegment  DFBDeiké^  au 
ferment  BEDB^  a  caufe  des  parallèles  DB^  EFi  àc  de 
même  en  joignant  DQ,  que  le  fegment  DGED  edt  égal 
auieement^£Z)J9,  âcaufe  des  parallèles  BG^  DE. 

Si  le  point  donné  tomboit  fiir  Vune  des  extreimtés 
du  fegment  donné  que  je  fuppofe  être  à  prefent  DGED^ 
il  faudroit  mener  par  l'autre  extrémité  G ,  une  parallèle 
GF  i  la  tangente  qui  paffe  par  le  point  D  )  &  tirant  par 
le  point  F  ou  cette  parallèle  rencontre  la  Sédion,  &  par 
le  point  donné  D,  la  fbûtendante  D  i^ ,  il  efl  clair  que  le 
fegment  DFBD  fera  égal  au  fegment  donné  DGED. 

Il  eft  vifîble  qu'il  ne  peut  y  avoir  dans  ce  dernier  cas 
que  le  feul  fegment  DFBD  qui  fbit  égal  au  fegment  don* 
né  DGEDy  puifque  tout  autre  fegment  qui  aura  pour 
Tune  de  fes  extrémités  le  point  donné  2>,  fera  plus  grand 
ou  moindre  que  le  fegmentD PJ^D^felon  que  fon  autre  ex- 
trémité fera  plus  proche  ou  plus  éloignée  du  point  D  que 
n'ejQ:  le  point  F.  D'où  il  fuit  que  11  deux  fegmens  DGED, 
i>  FBD^  qui  ont  une  extrémité  commune  D,  font  égaux 

Sij 
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cntr'euX}  &  que  fi  Ton  mené  par  le  point  D  une  parallèle  i 
la  droite  G  F  qui  joint  leurs  autres  extrémités ,  elle  fera 
tangente  en  D. 

Corollaire    IV. 

108.  On  tire  du  Corollaire  précédent  une  manière 
toute  nouvelle  &  fort  aifee  de  mener  une  Tangente  par 
un  point  donné  D  fur  une  Sécbion  Conique  donnée. 

Car  ayant  tiré  par  ce  point  deux  droites  quelconques 
D£^  JBEy  qui  rencontrent  la  Sédion  aux  points  ^,£, 
on  mènera  par  le  point  JB  une  parallèle  SG  z  D  E^&c 
par  le  point  E  une  parallèle  EF  iJBD^  lefquelles  ren- 
contrent la  ScAion  aux  points  G ,  JF,  que  Ton  joindra 
par  une  ligne  droite  GF^i  laquelle  on  tirera  par  le 
point  D  une  parallèle  qui  fera  la  tangente  cherchée } 
puifque  les  fègmens  DGEDy  DFSD^  étant  égaux  chacun 
au  même  fcgment  B  E  D£  ^  le  feront  entr*eux. 

PROPOSITION     IV- 

Théorème. 

•  •  • 

F 1 6.  iij.  109#  S*i  L  y  a  dans  une  Ettiffe ,  dans  une  Hypeihole  ^ 
**4*  "5*  -^  dans  les  Hyperioles  'oppojies  deux  lignes  droites  B  D ,  EF; 
parallèles  entr^ elles  (^  terminées  par  la  Séfiion  5  ^  ^u^on  tire 
du  centre  C  les  demi-diametres  CB,  CE,  CD,  CF^  les 
SéBeurs  Elliptiques  ou  Hyperboliques  C  B  E,  CD  F ,  feront 
égaux  entT^eux. 

Car  menant  par  les  points  de  milieu  H^K^  des  droi-^ 
Ks  B  Dj  EFy  le  diamètre  C/C,  les  triangles  CMBy 
CHD^&i  CKEy  CKFy  feront  égaux  entr'eux  j  puifl 
qu'ils  ont  le  même  fbmmet  C,  &  que  leurs  bafcs  MB\ 
HDy  HcKEyKFy  font  égales.  Par  confequent  (/g.  114. ) 
KHBE^^CBE  —  CKE--^CHB=CKF^CHD^=± 
=KHDF-\-CDFy  iii(fig.  ii},  iiy.)  KHBE^CBE 
=:i±:CHB':j^CKE=i^CHD'=^CKF=zKHBF'-- 

CD  F.  Donc  puifque  les  Trapefcs  Coniques  KHBB-^ 
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KHDFy  font  *  égaux ,  il  s'enfuit  que  les  Seâeurs  Ellip-  *  jfrt.  105. 
tiques  ou  Hyperboliques  CJB£^  CDF^  le  feront  auuî, 

CohollaireL 

lïo*  Si  la  Sédion  eft  une  ^lipfê ,  ou  une  Hyperbo-'  f  i  o.  hj. 
lei  éc  que  la  ligne:?  D  parallèle  iEF^  devienne  tangen-  114. 
te  en  Ai  il  eft  clair  que  les  Sedeurs  CA  Ey  CA  F  ^  fè. 
ront  égaux  entr'eux.  Car  prolongeant  le  demi- diamètre 
CA  jiuqu'â  ce  qu'il  rencontre  la  ligne  £i^  au  point  Ky 
cette  ligne  fera  coupée  en  deux  également  en  ce  point  y 
&;  par  confeqùent  les  triangles  CKEy  CKF,  feront 
égaux.  Or  les  trilignes  Coniques  AKM^AKFylc  font 
T  aufE.  Donc  &c.  ^Art.  105. 

Corollaire    IL 

XII.  J^E-LA  on  voit  que  pour  divifèr  en  deux  par^ 
ties  égales  un  Seâeur  Elliptique  ou  Hyperbolique  queL 
conque  CE  Fi  il  n'y  a  qu'a  mener  le  demi-diametre  CA 
qui  divife  par  le  milieu  en  K  la  fbûtendante  EF  de  ce 
Scéteur.  Ce  qui  donne  encore  lesSeâeurs  CSE»  CDFg 
égaux  entr'eux ,  en  fîippofànt  £D  parallèle  ^  EF.  Car 
ayant  de  cette  manière  les  Sedeurs  CAE.y  CAFytc 
CA  £y  CADj  égaux  entr'eux^  les  Se^urs  CJSE, 
CD  F  y  qui  en  font  les  diâerences ,  doivent  auffi  être 
égaux  entr*eux. 

P  R  O  P  OS  I  Tl  ON    V- 

Théorème. 

m.  Soit  un  demUeercU  A  D  H  ^  qui  ait  pùur  diamètre  p  1  o.  u6. 
le  premier  ou  ^and  dxt  AH  d^une  ditnii^EUipfe  ABH  ) 
fiit  menée  par  un  point  quelconque  P  de  iaxe  Ki\yUne  per^ 
pendiculaité  à  cet  akè  5  qui  femcmre  tEttipfe  au  point  M  >  & 
le  cercle  au  point  N  )  par  oà  ^  par  le  centre  C  [oient  tiréee 
ies  droites  QM,  CR  Je  dm  que  le '^éBeur.EUiptiqut 

Suj 
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CKyieJi  a»  Semeur circtdam  C A N ,  comme UmtitU CB 
du  petit  axe  de  PMliffi,  eft  kU  nuitià  C  A  «»  CD  dm 
ffond. 

*Art.^u  &      Car  par  k  propriété  *  de  rEIHpfe  Wm".  CS*"  :  : 
iS»  AP^ PH.  AC^ CH  ou  C  a\  Sic  par  h  propriété  d\i 

cercle, PN*".  cn'^  «:  APx-PH,  AC^CHow  CA*» 
Donc  Pm\  C^  ::  PiS^*.  CB^ .  k»xPM  ,  PN*  î:  C5*' 
CD*.  £t  en  tirant  les  racines  quarrëes,  PM»  PN  t  :  C^, 
CD  oa  CA.  Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quel- 
que endroit  que  tombe  la  perpendiculaire  PM2\r,il 
s'enfuit  *  que  reft>ace  Elliptique  entier  AJ3HA  t&9a 
demi-cercle  ADHA^Uh  portion  APM  de  cet  cC- 
pace  à  la  portion  APN  du  demi.cercle ,  comme  CIt 
eft  à  CD  ouàC^.  Mais  le  triangle  réûangle  CPM  eft 
au  triangle  rédangle  CPN  qui  a  la  même .  auteur , 
comme  la  balè  PM  efl:  â  la  bue  PN,  c'eft  i  dire  «  com. 
sne  C  ^  eft  à  CD  oaiCAi  &  par  con^quent:  l'çfpzce 
Elliptique  A  PM  plus  on  moins  le  triaûgle  CPM  (  plus 
lortoue  AP  e&  moindre  que  AC,&c  moins loriqu'elle 
C&  plus  gr^ide  )  c'eft  i  dire,  le  Séâeur  Hliprique  CAM 
iêra  i  Telpace  circulaire  APN  plus  ou  moins  le  trian. 
gle  CPN,  c'eft  i  dire,  au  Sédeur  circulaire  CAN^ 
comme  C^cft  à  CD  pniCA,  Ce  fifil  fattoi$  dèmmnn 

C0X.0LI.A11LS    h 

115.  (JoMMÉ  Te  Sé<9£ur  de  cerde  CA2stc&  égal  au 
réâangle  de  l'arc  AN  par  la  moitié  du  rayon  C^ou  CD  i 
il  s'enfuit  que  le  Séâeur  Ellipcique  CAM  eft  auffi  égal  au 
réâapgle  dç  ce  nijême  arc  ^JV  par  la  moirié  de  CJ5* 

-  ■       •     .•  :      •     u       "  •   • 

C  O  &  O  I-  L  ▲  I  &  B     11^ 

ti4*  Si  r^tt  mené  pir  un  point  quelconque  O  du 
«and  axe  ^/f  autre  que  le  point  P^  une  perpendicu^ 

EMjre  à  cet  axe  >^  qui  jre^^ootre  r£Uîpfe  m  p>m  M  >  l^\» 
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icerde  au  point  J7  s  je  dis  que  les  Séâeurs  Elliptique» 
ACM  9  ACM  y  iônt  endr'eux ,  comme  les  Sëâeurs  cir- 
culaires ACBy  ACN.  Car  ACM.  ACN  t:  C£. 
CD.  Et  de  même  ACE.  ACF  :  :  CB.  CD.  Et  ^zt- 
UntACM.ACN::AC£.ACF.EiACM.ACEii 
AC2/.  ACF.  jyaà.  Ton  voit  que  pour  trouver  uu  Sec 
teur  Elliptique  ACMy  qui  fbit  au  Stôeur.  Elliptique 
ACE  en  rauôn  domiée)  u  n'eft  queftion  que  de  trou, 
▼er  un  Séûeur  circulaire  A  CN  qui  /bit  en  raiiô»  don- 
née au  Séâeur  ACF^oa  ce  qui  eft  la  même  chofè ,  de 
divifèr  en  raifôn  donnée  Tare  ANE  ou  Tangle  A  CI. 

PROPOSITION    VL 

Théorème, 

llf.  S'it  /  -^  tlf»x  demi-Hyfericles  AM,  AN»  *•'"«•  »»7' 
B  M ,  D  N  »  f «f/  ^ent  fomr  centres  U  mime  point  C  >  four  un  '* 
de  leurs  demi-^ametres  la  même  droite  CA,  ^  four  les  deux 
denù-diametres  conjuyiès  au  demi-diametres  CA,  deux  droi- 
tes quelconques  C  B ;  CD  ^fituies&r  la  même  liffie i  é*  q^vn 
nune.  far  un  point  quelconque  V  du  demi-diametre  C  A  (  fro.. 
longé  fil  eft  neceffaire  )  une  droite  parallèle  i  CI>,  laqueÏÏe 
rencontre  les  Hyperboles  aux  points  M,  N  j  pa/lefquels  (^ 
far  le  centré  C ,  filent  tirées  les  droites  CM  y  CN:  je  dir 
que  les  SéEleurs  Hyperboliques  C  A  M  »  C  A  N,  ««  CBMy 
CDN,  /2r«f!tf  ent/eux,  eemtme  les  denU»diametns  conju- 
yiès CB.  CD. 

On  aura  par  la  propriété  *  des  deux  Hyperboles  *-^»*.Sft* 

'AMy  AN  y  ou  BM^  D  N,  ces  deux  proportions  PM'' 

CB  '.'.CP^CÂ*.  C-/  uFFr\cD\  Et  par  confé-  ^ 

quent  PM^.  PN*  r;  CJJ*.  CD*.  Et  en  prenantles  racines 
quorrées,  PM.  PN  :  :  CB.  CD.  Or  comme  cela  arrive 
toujours  en  quelque  endroit  que  tombe  la  parallèle 
l'MNi  il  s*en(iiit*  quelese^aces  Hyperboliques -^i'Af,  "jfrt,  tft, 
APNy  ou  CPMBy  CPND ,  font  entr'éux  comme  CB 
eft  à  CD.  Mais  les  triangle;!  CPM»  CPNy  font  en. 


tr*eux,  comme  leurs  bafès  P M^  P  N^  (  pui/qu'ils  font 
lîtuës  entre  les  mêmes  parallèles  CD yPN)^o\x  com- 
me les  demi- diamètres  conjugués  C -5,  CD.  Et  parcon^. 
féquent  (/g.  117.  )  CB.  CD  .1  CPM—APM.  CP  2/ 
~APN  ::  CAM.  CAN.  Ou  bien  (j%.  118.  )  CA 
CD  xxCPMB-CPM.  CPND-^CPN  i:  CBM. 
CDN*  Ce  quUlfaUoit  démmÈter. 

C01LOLLAIR.E. 

11^.  Si  les  deux  demi^ametres  conjugués  CA^ 
CD  y  font  égaux  entr'eux,  l'Hyperbole  AN  on  D  2/ 
fera  équilatere.  Et  fî  Ton  avoit  trouvé  le  moyen  de  quar^ 
reries  Sédeurs  Hyperboliques  CAN^  ou  CDN^  on 
auroit  auflî  la  quadrature  des  Seâeurs  CAMj  ou  CJSAf^ 
qui  ont  pour  pafè$  des  portions  AJlf  ^  on  BM  d'une 
auti-e  Hyperbole ,  dont  le  demi-diametre  conjugué  CB 
peut  être  pris  dç  telle  grandeur  qu'on  veut  5  puifquç  le 
rapport  des  Scâeurs  Hyperboliques  CAM^  CAN^  on 
CD  2/ y  CBM  y  étant  exprimé  par  les  droites  C-D^  C^, 
efl  donné.  D'où  Ton  voit  que  fî  l'on  avoit  la  quadratu- 
re de  l'Hypçrbole  équilatere ,  on  auroit  aufli  cçîle  de 
*-^r/.  m.  toutes  Tes  autres   Hyperboles:   de  mêmç  qu'ayant* 

la  quadrature  du  Cercle  ^  oq  âuroi(  cejile  de  putes  les 
EUipfès. 

P  ROPO  S  ITION    VU. 

.  .       .      « 

Tlieorêmc, 

F 1 0.  uf.        XVJ.  Si  fM  prend  far  une  aJympMe  Ç  N  (tune  Hypet^ 

iûle  EB DF  y  deux  parties  CK,  CL,  qui  [oient  enif^eies 
en  même  raifin  que  deux  autres  parties  quelconques  C  G, 
CH,  de  la  même  afymptotei  (^  qu*ayant  mené  les  paraUe* 
Us  GF,  HD,  KB,  LE,  k  l'autre a^mptote  CP,  lefqueU 
les  rencontrent  l* Hyperbole  aux  points  F ,  D ,  B ,  E ,  ^  tire 
Us ^demudiametres  CF,  CJD,  CB,  CÈije  diSjqueUsd^x 

Sèiiews 


■ 
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SeFieurs  Hyperboliques  C  B  E ,  C  D  F,  feront  égaux  entieux. 
Ayant  mené  les  deux  droites  BDyEF^  qui  rencon- 
trent les  afymptotes  aux  points  Af,  O,  iV,  P5  les  paral- 
lèles KBy  //-Ordonneront  cette  proportion,  MS.  MKi: 
DO.CH^  tfi%  parallèles  LE^GF^  donneront;  auffi  cette 
a;utre  proportion,  ^  J?.  NZi:  FP.CG.  Et  partant  puif- 
que  *  M£=DO,  &  N£=FP,  il  s'enfuit  que  MK=zCH^  *  ^rt.  >  5. 
de  NZ=zCG.    ôr  par  la  fùppofition  CG  ou  ZN. 
CFî  ou  KM  :  :  CK.  CZ\\^  Z  E.  KS.Et  partant  ZN.  ^Art.  loo, 
Z  £  :  :  KM.  KB.  Donc  les  lignes  NE^  MB ,  c'eft  à  dire, 
les  deux  droites  EFy  B D^  dont  elles  font  parties ,  (è. 
ront  parallèles  entr*elles.  Donc  *  les  Séûeurs  Hyperboli-  «  jf^t.  109. 
ques  CBE,  CDF^  font  égaux  entr'eux.  Ce  quUl  fal.  ^^• 

COKOLIAIRE   I. 

X18.  Si  les  parties  CX,  CZ ,  de  Tafymptote  C2T, 
'ibnt  en  même  raifbn  que  deux  parties  quelconques 
C5,  CT  de  l'autre  afymptote  CPiU  qu'on  mené  les! 
parallèles  KByZE^i l'afymptote  CP, &  les  parallèles 
5D,  TFyi  l'autre  afymptote  CNi  ilefï  clair  que  les 
Semeurs  Hyperboliques  CDF^CBEy  feront  auffi  égaux 
entr*eux.  Car  ayant  mené  les  parallèles  F  G ,  Ï)M,  i 
l'afymptote  CP^  on  aura  *  CG.  C/f  rt  HI)  ou  CJ.  "^^n.  100. 
OF  ou  Cr  *  :  :  CK.  CZ.  Donc  &c,  »  //^^^ 

Co  &  0  L  L  A  I  R  £     IL 

I 

1I9«  s  I  l*on  prend  fur  la  même  a/ymptote  la  partie 
CK  trôifîéme  proportionnelle  à  deux  parties  quelcon- 
ques C  G,  Cff  5  on  prouvera  par  un  raifbnnement  fem- 
blable  à  celui  du  Tneorême  que  la  ligne  BF  ciï  parait 
Jele  à  la  tangente  oui  paflè  par  le  point  Dy6c  qu'ainfî  *  *  ^rt.  uo^ 
les  Scdeurs  Hyperboliques  CF D^  CDBy  font  égaux 
cntr'eux.  D'où  il  foit  que  fi  l'on  prend  fiir  une  afymp- 
tote  autant  de  parties  qu'on  voudra  CG^  C H^  CK^ 
C Zy  &c.  en  pro^reflîon  géométrique  continue ,  d'où 
prtent  les  parallèles  QF^HDy  KB^  Z  £ ,  &c.  à  l'au- 

T 


*  .  é 
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tre  afymptotc ,  les  Sédeurs  Hyperboliques  CFD^CDJB^ 
CJ3Ey  &c.  feront  tous  égaux  entr*eux. 

COKOLLAIKE     HL 

11 0#  Xje-la  on  voit  que  fî  CJf  eil  la  première 
de  deux  moyennes  géométriquement  proportionnelles, 
entre  \ts  extrêmes  CG^CZy  &  qu^on  tire  les  droites^ 
GFj  HDyZEy  parallèles  à  Tau  tre  afymptote  j  le  Sec- 
teur CD  F  y  fera  au  Séûeur  CF£^  comme  i  eft  à  3.  De 
même,  fi  CH  eft  la  première  de  trois  moyennes  pro- 
portionnelles entre  CGyCZiÏQ  Scdeur  CDF  fera  aa 
Scdeur  CF£^  comme  i  eft  à 4.  Et  en  général,  fi  la  let- 
tre m  marque  un  nombre  entier  quelconque,  &  que 
CH  foit  la  première  d'autant  de  moyennes  proportion- 
nelles entre  les  extrêmes  CG^  CZ,  que  le  nombre  m—i 
contient  d'unitésj  le  Sédeur  CDF,  fera  au  Sédeur 
CF£y  comme  i  eft  au  nombre  m. 

R  £  M  A  H  QJJ  E. 

11  !•  O  N  peut  ici  donner  une  idée  fort  éxaâe  de 
ce  qu'on  appelle  Zoytrithmes  dans  TArithmetique ,  & 
de  Textrême  facilité  qu'ils  apportent  au  calcul ,  lorfqu'il 
s'agit  d'opérer  fur  de  forts  grands  nombres.  Voici  com- 
ment: 

Si  l'on  fiippofe  que  CG,  exprime  l'unité,  &  que  CL 
étant  décuple  de  CG ,  c'eft  à  dire ,  10 ,  le  Séâeur  Hyper- 
bolique Ci^£,foit  divifé  en  locoooooooo  parties  égales. 
Et  fî  Von  compofe  une  table  divifëe  en  deux  colomnes, 
«dont  la  première  renferme  de  fuite  tous  \^s  nombres 
naturels  i3i,3>4,5>6,  &c.  &  l'autre  des  nombres  ar- 
tificiels y  placés  vis-d-vis  y  Se  qui  fbient  tels  que  C  H  y  ex- 
primant un  nombre  quelconque  naturel  ^  le  nombre  ar- 
tificiel  placé  vis-à-vis,  exprime  le  nombre  des  parties 
que  le  Sédeur  Hyperbolique  CD  F  contient  par  rap- 
port au  nombre  des  parties  que  contient  le  Séâeur 
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CFE:  \ts  nombres  artificiels  feront  appelles  les  Zoga- 
rithmes  des  nombres  nacur<els  auiqueis  ils  répondent. 
Cela  pofë  y 

1^  Si  Ton  propofe  de  multiplier  deux  nombres  natu- 
rels quelconques  CH  ^CK^  l'un  par  l'autre ,  il  n'y  aura 
qu'à  prendre  dans  la  table  leurs  Logarithmes  qui  ex- 
mentles  Sedeurs  C  FD^CFBy  &  ajoutant  enfemble 
ces  deux  Logarithmes ,  on  aura  le  Logarithme  qui  ex- 
prime le  Sedeur  CF£y  vis-à-vis  duquel  fera  placé  le 
nombre  naturel  CZ  produit  de  la  multiplication  des 
deux  nombres  Ci/,  CK. 

1^.  Si  Ton  propofe  de  divifer  le  nombre  CZ  par  le 
nombre  C^,  il  n'y  aura  au*à retrancher  le  Logarithme 
CF £  dn  Divifeur  CK,  du  Logarithme  CFEân  nom- 
bre à  divifer  CZ,  pour  avoir  le  Logarithme  C£ E  ou 
CFD  du  quotient  CH. 

3®.  Si  Ton  propofe  d'extraire  une  racine  quelconque 
du  nombre  CZ^  par  exemple  la  cubique,  il  n'y  aura 
qu'à  divifer  fbn  Logarithme  CFEen  trois  parties  éga- 
les ,  pour  avoir  le  Logarithme  CFD  vis-à-vis  duquel  eft 
place  le  nombre  CH  3  qui  eft  la  racine  cubique  cher- 
chée. 

Tout  cela  eft  une  fuite  de  ce  que  les  Séâeurs  Hyper- 
boliques CFDy  CJBE y  font  égaux  entr'eux,  lorique 
CG.  CH::  CK.  CZ.  Et  que  les  Sédeurs  CFD,  CDB^ 
CBEy  &c.  fontauflî  égaux  entr'eux,  lorfque  CG.  CH  :  : 
CH.  CK  ::  CK.  CZ::  &c.  Il  eft  donc  évident  que  par 
le  moyen  de  cette  table ,  on  pourra  abréger  extrême- 
ment les  opérations  de  l'Arithmétique ,  lorsqu'il  s'agit 
d'opérer  fur  de  grands  nombres ,  comme  dans  les  cal- 
culs Aftronomiques. 

Comme  l'on  n'a  pu  jufqu'à  prefent  trouver  en  nom- 
bres exaâs,  le  rapport  des  Sc<îleurs  Hyperboliques 
CFD,  CPSy  &c.  au  Sédeur  CFE,  on  s'eft  con- 
tenté d'exprimer  ce  raport  en  nombres  fort  appro- 
chans3  &  par  le  moyen  de  ces  nombres  qu'on  ap« 
i^We  ArtificiHs  ^  iiàes  nombres  naturels  qu'on  a  pla- 
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CCS  vis-à-vis,  on  a  compofë  laTable  dQs  Logarithmes  quii 
les  propriétés  qu'on  vient  d'expliquer.  Or  dans  la  fuppo. 
fîtionque  le  Scdeur  CFE  Logarithme  de  CZ  (lo)  contient 
loooooooooo  parties  égales ,  on  trouvera  que  le  parai-  ^ 
lelogramme  C G  i^Z  contient  plus  de  4341944818  de 
ces  parties )  &  moins  de  4341944819.  D'où  l'on  voie 
qu'un  Sedeur  Hyperbolique  quelconque  CBF  ^  eft  au 
parallélogramme  CGFT  à  peu  prés  comme  le  Logari- 
thme  du  nombre  CL  trouve  dans  la  Table,  eft  au  nom- 
bre  4341944819 ,  &  cela  en  prenant  les  Logarithmes  de 
dix  caradéres  outre  la  caraâériftique. 

PROPOSITION    Vllt 

Théorème. 

F I  G.  110.'         111  o'  I L  j^  ajur  chaque  afymftoU  deux  parties  C  G , 

CL,  e^CR,CS,  qui /oient  telles  que\  CG.  VCL  :: 

yCR.  VCS}  &  qu'on  tire  les  droites   GF,LE,  RT, 

5  V ,  parallèles  aux  afymptotes  :  je  dis  que  le  Se  fleur  CFE, 
fera  au  Se  fleur  C  T  V ,  comme  m  efi  an.  Les  lettres  m  c^  n 
marquent  des  nombres  entiers  quelconques. 

Car  fî  Ton  fait  VCG.  VCL  ::  Ca  CH.  Er  \CK 

VC5  ::  CR.  C Q.  Et  qu'on  tire  les  droites  Jf  D,  j^iV, 

parallèles  aux  afymptotes  j  il  eft  clair  que  les  Sedeurs 

*jtrt.  218.  Hyperboliques  CFD ,  CTNy  feront  égaux  *  entr^eux, 

fuilque*  CG.CH  II  CR.CQ.Ot  félon  la  nature  des 
rogreflïons  géométriques ,  laligne  C  H  fera  la  premiè- 
re d'autant  de  moyennes  proportionnelles  entre  CG  ^ 
CL  que  le  nombre  »>— /  contient  d'unités,  &  de  mê- 
me la  ligne  Cj^^fera  la  première  d'autant  de  moyennes 
proportionnelles  entre  CR  Se  CS  que  le  nombre  n—i 
^  contient  d'unités.  Donc*  CFE.  CFBwm.i.  Et  CTN 

Art.  110.  ^^  CFT).  CTV  ::  /.  n.  Et  par  confôquent  le  Sédeur 
CFE  eft  au  Sédeur  CTJ^Cti raifoii  compofëe  de »i  à  /, 

6  de  /  à  « ,  c*eft  à  dire ,  comme  le  nombre  m  eft  au 
nombre  ».  d  qu'il falloit  démontrer. 
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COROLLAIKE. 

4'^5»  L)e-la  on  voit  qu'un  Sëâeur  Hyperbolique 
CF  E  étant  donné  avec  un  point  quelconque  Tdt  THy- 

{)erbole ,  il  ne  faut  pour  trouver  un  autre  point  f^  de 
a  même  Hyperbole,  tel  que  le  Séâeur  CP E  foit  au 
Séâeur  CTK^  comme  meflâ»,  que  prendre  CS  en 

forte  que  "VCG.  VCZ  ::  VCR.  VC5,  ou  (ce  qui  re- 
vient au  même)  V  CG*.  Vcl'  ::  CR.  CS,  Ceftà^lire, 

qu'il  faut  prendre  CS=CRn  y"— . 

PROPOSITION    IX. 

<-••■  •   •  "... 

Théorème, 

114^  Si  ''^^  ^^M  t^  l^s  extrémités  B ,  F ,  iPtm  SéBeur  f  |  c,  i^,. 
Hyperbolique  quelconque  C  B  F,  les  droites  B  K ,  F  G ,  fa^ 
taîleles  i  une  a^mptote  C  S ,  (^  terminées  far  l^ autre  C  L  j 
je  dis  que  le  SeEleur  Hyperbolique  ChV  eji  égal  i  Fefpace 
hyperbolique  B  K  G  F  compris  entre  les  parallèles  B  K ,  F  G , 
4  une  ajymptote  CS^  la  partie  GKde  F  autre  afymptote  C  L, 
é^  la  portion  BIP  de  P  Hyperbole. 

Car  fi  Ton  retranche  dçs  triangles  égaux  ^  CKB^  "^  Jlrt.  ^^^ 
CGFylc  même  triangle  CO^  (le point  -/^  eft  k  point 
d'interfcdion  des  deux:  droites  FG^CS)U  qu'on  ajoû- 
te  aux  deux  reftes  BKGA^  CAF ,  le  même  efpace  hy- 
perbolique SAFy  on  formera  d'une  partrefpace  JS^GF, 
&  de  l'autre  le  Seâeur  C^  i^  qui  feront  égaux  entr'eux^ 
Ce  quUlfaâoit  démontrer. 

CoKdtlAïlLËt 

y.  Si  l'on  eut  mérié  les  lignés  ^(2[ï  '^^î  parallèle* 
à  Tafymptote  CL^ia  terminées  par  Tafymptoté  C5,  on 
aurok  prouvé  de  même  que  le  Séâeur  Hyperbolique 

T  iij 
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es  F  eft  égal  à  l'efpace  hyperbolique  JBQOFi  d'où 
Ton  voit  que  les  efpaces  ou  Trape|ès  hyperboliques 
^iCGi^,^i2.0i',  font  égaux  entr'otix. 

COB.OLI.AIB.E     IL 

iio.  |_}e-I-^  il  eft  évident  que  tout  ce  qu'on  vient  de 
démontrer  dans  les  articles  ziy,  zi8 ,  219 ,  izo , xn ,  iiz , 
^  2x3,  des  Séâeurs  Hyperboliques  ,  fê  doit  auflî  enten. 
dre  de  ces  ibrtes  de  Trapefês  j  puifqu'ils  leurs  font  égaux. 

PROPOSITION    X. 

Thcorêmc. 

F I  fi.  ixu       117.  Soient  deux  différentes  Hyperboles  BMF,  HND, 

qui  ayent  les  mêmes  afymftotes  CL,  C  S ,  ^  yS/>»/  menées 
far  deux  f oint  s  quelconques  G ,  K ,  £une  ajymptote  deuxfa-^ 
raUeles  GD  F ,  K  H  B ,  i  Vautre.  Je  dis  que  l* efface  hyfer^ 
bolique  HKGD  eft  à  l^ efface  hyperbolique  B  K  G  F,  comme 
la  fuiffance  de  VHyferbole  H  N  D ,  efi  il,  la  fuiffance  de 
l: Hyperbole  h  UV. 

Car  ayant  mené  par  un  point  quelconque  P  de  la  par- 
tie GiC,  une  parallèle  aux  deux  droites  G 2),  KHy  la- 
quelle rencontre  THyperbole  BMF  ml  point  M  y  6c 
THyperbole  HND  zm  point  N  y  &c  nommé  la  puijQ 
fance  de  THyperbole  HND^  aa-^  celle  de  THy^ 
perbole  B  MF  ^bbi  Se  l'indéterminée  CP^  x  i  on  aura 

^jirt.  loh  *  PJSr=:^,&PA/="î  &pa|tant  PN.  PM  ::aa.  bb. 

Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  U 
*  ^rt,  i8tf .  partie  G  K  que  tombe  le  point  P  j  u  s*enfuit  *  que  TeC- 

pace  hypertolique  HKQD,  BKGF  ;:  aa.bb.  Ce 
quUlfattoit  démontrer. 

Co&OLLAIRE. 

^^^*  Lorsque  les  puiilances  des  Hyperboles  HND^^ 
BHF^  font  entx'eUes ,  conuijiç  le  nomorc  m  eft  au  nom*. 


/ 
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breifî  on  pourra  toujours  trouver  dans  PHyperboIe 
HND  un  Trapefe  hyperbolique  R  S  VT  égal  à  un  Tra- 
pefe  hyperbolique  GKBF  de  TautreJ^Jlff',  les  droites 
COjCKyCRy  étant  données.  Car  il  eft  clair  *  que  le  ^^^ 
Trapefe  GKHD  eft  au  Trapefe  GKSF^  comme  m  eft  <^  ' 
a  »  5  &  qu'ainfî  toute  la  difficulté  fe  réduit  à  trouver  dans 
la  même  Hyperbole  HND  y  le  Trapefe  RSVT^  qui 
foit  au  Trapefe  GKHD^  comme  le  nombre  n  eft  au 
nombre  m  :  &  c'eft  ce  qui  fe  fera  *  en  prenant  C5>  telle  *.^/.  ^^  j^ 

que  yCG.  y'CK  :  :  CR.  CS.  *  *^^- 

De' FINITION  S. 

4- 
Soit  une  ligne  droite  indéfinie  ^ C y  qui  aie  pour  ori-  Fie.  nj. 
gine  le  point  fixe  j4y  &c  foit  une  ligne  courbe  A  MB 
telle  qu'ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M 
une  droite  MP  qui  fafle  avec  AC  wn  angle  donné 
APMy  &  ayant  nommé  ks  indéterminées  AP^xi 
PM  y  y  3  on  ait  toujours  a  x  :=^yy  (  la  lettre  a  marque  une 
ligne  donnée  ):  il  eft  clair*  dans  cette  fùppofition  que  la  ^  An.  \m. 
ligne  courbe  AMB  t9c  une  Parabole  qui  a  pour  dia« 
mètre  la  ligne  ACy  pour  une  ordonnée  â  ce  diamètre 
ja  droite  PM^  êcpour  paramètre  de  ce  diamètre  la  don- 
née a.  Mais  fi  Ton  fiippofe  â  prefent  que  la  nature  de  la 
courbe  AMB  foit  exprimée  parréquationy=:^^Ar^ 
ou  par  cette  autre  y  =^jcxj  cette  ligne  courbe  fera 
nommée  Parabole  cubique  oti  du  itoifiéme  degré  i  parce 
que  celle  des  deux  indéterminées  x  oMy^  dont  la  puinance 
eft  la  plus  élevée,  monte  au  troifiéme  degré.  De  même  fi 
Tcquation  eftj^*=:  a^Xy  ouy^zznax^  i  la  ligne  courbc^Jl/J? 
eft  appellée  Parabole  du  quatrième  degré  i  parce  que  Tin- 
déterminée  jf  dont  la  puifiânce  eft  la  plus  haute,  monte 
au  quatrième  degré.  Il  en  eft  ainfi  de  toutes  \qs  autres  â 
rinfiiù. 

Soit  comme  dans  la  définition  précédente  une  ligne  Fie.  114 
droite  ^C  qui  ait  pour  origine  le  point  fixe  Ai  &  ibit 
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une  ligne  ccJurbe  B  M  y  telle  qu'ayant  mène  d^un  de  fes 
points  Quelconques  M  la  droite  MP  qui  fafle  avec^C 
un  angle  donné  APMy  iL  ayant  nommé  AP^xi 
PMyj/y  on  ait  toujours  xyz=,aa(  la  lettre  a  marque 
*Art.  lou  une  ligne  donnée):  il  eft  clair*  que  cette  ligne  courbe 

fera  une  Hyperbole ,  qui  aura  pour  Tune  de  fes  afymp- 
totes  la  ligné  AC^éc  pour  l'autre ,  la  ligne  AD  paral- 
lèle à  PMy  &  dont  la  puiilance  fera  le  quarré  a  a.  Mais 
il  l'équation  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  JB  Mefk 
xx^=^%  cette  ligne  courbe  fer^  pommée  Hyperbole 
cubique  ou  du  troifiéme  degré ,  parce  que  le  produit  x  xy 
des  deujç  indéterminées  x  Scy ,  9^  crois  dimenfîons.  De 
même ,  fi  l'équation  étoit  x^y  z=a^  ^Iz,  ligne  courbe  B  M 
feroit  une  Hyperbole  du  quatrième  degré  y  parccque  le 
produit  x^y  â  quatre  dimeniions.  Il  en  çfl  ^nfi  de  tou, 
tçs  \^s  autrçs  à  Vinfinit 

COKOLI^AIKE. 

j^J^  *  119*  bi  Ton  fiippofe  que  la  lettre  m  marque  un  nom^ 

bre  entier  quelconque  qui  (bit  Texpoiant  de  la  puiflàn^ 
ce  de  l'indéterminée  AP{x)y  &  d  ç  même  que  la  lettre 
n  marque  1-expofànt  de  la  puifEmce  de  l'autre  indéter- 
minée PM  {y]\  il  eft  clair  que  l'équation jf^=xw 
X  a  «'■'■^  (  ou  Amplement  j/ 1» = ;c  «» ,  en  faifànt  pour  abré- 
ger la  donnée  az=zi)  exprimera  la  nature  des  Parabo- 
es  de  tous  les  degrés  à  l'infini.  On  voit  de  même  que 
l'équation  x»^»=^«+»  (ou  fimplement  x»^^=i  , 
çn  faifanc  azi-i)  exprime  en  gênerai lanaturç  d^s  Hy-. 
pçrboles  dç  tous  les  degrés  â  Pinâpi, 

COBLOLLAIRE       IL 

tjo.  Si  l'on  mené  par  l'origine  fixe  A  de  la  ligne  ACT 
une  ligne  droite  indénnie  AD  parallèle  à  PMy  &  c^u'^ 
ayant  tiré  MK  parallèle  à  AC^  qui  rencontre  AD  z\x 
pomc K ^  00 nomme  les iodçcerminçes  At^^xiKM^yi 


W 


Je 
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il  eft  clak  que  rindécerminée  x  qui  exprimoic  aapara^ 
vancla  ligne  j^PouMKy  devient  à  prefent/>  &  qu'au 
contraire  y  qui  exprimoit  PM  ou  jiK,  devient  âprefènt 
X.  D*où  il  fiiit. 

i^  Que  il  la  courbe  jiMSciï  une  Parabole  ordinai-  Fie.  ii3- 
re , elle  aura  pour  équation j^ y ^z=:ax  ou  xxzzza^^  félon 
qu'on  rapportera  fès  points  a  ceux  de  la  ligne  ^  C  ou 
yiDi  &  de  même  que  la  Parabole  cubique  qui  a  pour 
équation  y  '  z=:ii^ii^x  lorfqu'on  rapporte  fcs  points  à  ceux 
de  la  ligne  ACy  aura  pour  équation  x^nzaay  lorsqu'on 
les  rapporte  à  ceux  de  la  ligne  ^  JD  >  &  en  gênerai  que 
fi  la  ligne  courbe  AMB^  pouréquationj^»=x«"<îî»— «» 
étant  rapportée  à  la  ligne  droite  AC^  cette  même  cour- 
be aura  pour  équation  x»=y«»^"^-»  (Ton  fiippofè  que 
n  furpafle  m  )  étant  rapportée  â  la  ligne  AU. 

2°.  Que  l'Hyperbole  ordinaire  a  toujours  la  même  F  i  g.  \x^ 
équation  xyz=,aa^  (bit  qu'on  la  rapporte  â  la  ligne  A  O 
ou  i  la  ligne  AD  y  que  THyperbofe  cubique  qui  a  pour 
équation  xxy-zzia^  étant  rapportée  i  AC^  aura  pour 
équation  xyyzria}  étant  rapportée  à  l'autre  ligne  ADi 
&  en  gênerai  que  THyperbcle  qui  a  pour  équation 
x»y»i=^^-*-»  lorfqu'on  rapporte  fès  points  à  ceux  de 
la  ligne  AC^  aura  pour  équation  >r»jr»=:4«»-t-»  lorfl' 
qu'on  \ts  rapporte  à  ceux  de  la  ligne  AD. 

Corollaire    III. 

tji.  De-la  il  eft  évident  qu'il  y  a  deux  Paraboles 
cubiques  dont  l'une  a  pour  équation^*  '=aaxo\x  x^z=zaay^ 
&  l'autre^  •  =  ^  x  x  ou  x  '  =  ayy  5  au  lieu  qu'il  n'y  a 
qu'une  feule  Hyperbole  cubique  xxy7=,a  *  ou  xj^jr =^'. 
Car  les  indéterminées  x  &  j^  ne  peuvent  être  combinées 
Q^Q  à^s  quatre  premières  manières  pour  exprimer  les 
Paraboles  cubiques  ou  du  troifîéme  degré  ^  &  des  deux 
fécondes  pour  exprimer  les  Hyperboles  cubiques. 
Or  comme  lesquatre  premières  égalités  apparcieû^ 
nent  à  deux  difterentes  courbes,  &  lesdeux  feçon- 
des  â  la  inême^  il  s^enfiôt,  Sic.  On  peut  trQuver  pfur 
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la'  mfime  voie  le  nombre  dos  Paraboles  ou  des  Hyper^ 
boles  da  quatrième ,  cinquième  degré,  SCc 

Corollaire    IV. 

tiq.  1x44        %^t.  jNJoN-SBULEMENTrHyoerbole  ordinaire  a  pour 

asymptotes  les  lignes  droites  indéfinies  AC ,  AD  >  mais 
encore  celle  de  tous  les  degrés  à  Tinfini.  Car  fok  l'équa- 
tion générale    X»^»  =  ^»+»  OUj'»=:^-;;p- (^/>c=:x, 

JP  M'::=^y  )  qui  exprime  la  nature  de  telle  Hyperbo- 
le qu'on  voudra^  lorfqu'on  rapporte  fès  points  a  ceux 
de  la  l%ne  AC\  il  eft  manifefte  que  plus  AP  {x)  aug- 
mente,  plus  au  contraire/»,  &  par  confèquent  PM{y\ 
diminue  j  de  forte  que  x  étant  infiniment  grande ,  P  M 
{y  )  devient  nulle  ou  zéro  :  c'eft  a  dire  que  l'Hyperbole 
JBMèch  ligne  AC^ étant  prolongées  l'une  &  rautre  à 
l'infini ,  s'approchent  toujours  de  plus  en  plus  jufqu'à  ce 
qu'enfin  elles  iè  joignent  dans  l'infini  même  ^  ce  qui  conC» 
tituë  Teflence  d'une  asymptote.  Maintenant  fi  l'on  rap« 
porte  les  points  de  la  même  Hyperbole  i  ceux  de  la  li- 
gne   AD  y    on   aura    x»y»:=:a^+»  ou  y^z=z  ^-^^ 

(  AK=zx,  KM=y)'y  d'où  il  fiiit  que  olus ^ /C ( of  )  de- 
vient grande,  plus  au  contraire  KM  {y  )  aevient  petite,  & 
cela  à  l'infini  ^  Se  qu'ainfi  la  ligne  AD  e{k  encore  une 
afymptote  de  la  même  Hyperbole. 

PHOPOSITION    XL 

Problème. 

*'?)•  SoïT  jwpàji  de  mener  <ftwr  point  dmnè  lAJmrlaJe^ 
F 16.  11).    (^ffi^  Parabole  cubique  AMB^  dont  la  nature  efi  exprimée 

par  Hquation  y  *  =:a  XX  y  la  tangente  M  T. 

Ayant  fiippofé  l'arc  MN  infiniment  petit, &  mené  ?/0 
parallèle  à  PM^  IcMR  parallèle  à  ^C:  le  petit  triatt^ 
gle  3^jR^  fe»ifèmblable:augiand  TPMi  puîfque  k 


t 
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-petit  zrc  MN  peut  être  regardé  **  comme  la  prôloti.  ^  Art.  \%f. 
gation  de  la  tangente  7  Jl/.  Cela  pofë  ^  on  nommera  la 
loutang^te  cherchée  TPy  siSch petite  droite PQoià 

MR^ei  ce  qui  donnera  ^^=2^  i  caufe  des  trian- 
gles fèmblables  TPM^MR  N.  Or  lî  Ton  met  le  cube 
dcx2^  (/-+— )ala  place  ^^^^  àam  l'équation/t 

=iaxx  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  AMSi 
&  âla  place  de  xx,  lequarré  de  -^CJJx— 4-/ )  :  il  eft  évi- 
dent qu'on  formera  une   équation  ^  '  —f  î£  ~f  2!2l 

*-+^  =rfxx— f-i^4<jc — hff^  qui  exprimera  le  rap- 

Sort  de  AQJl  QN.  Et  fi  fon  retranche  par  ordre  àt% 
eux  membres  de  cette  dernière  équation  ceux  de  la 
première ,  &  qu'on  diviiè  «niiiite  par  e ,  on  trouvent 

Î2 — I-  i^— +Î2.:=:2^x— t-rrfj  dans  laquelle  eflàçant 

cous  les  termes  où  ^  fè  rencontre^  parce  que  Pd  (e) 
étant  infiniment  petite  ou  nulle ,  ces  termes  /ont  nuls 

par  rapport  aux  autres  j  il  vient  enfin  ^  =:.taxi  ôc 

parttnt  PT  (/)=:^^=:ix  en  mettant  pour/*  la  va- 
leur a  XX.  Ce  quUlfaâoiÈ  trouver. 

R  E  M  A  R  Q^W  ï. 

t)4«  S I  Ton  fait  attention  fur  le  calcul  nrécédenc,  on 
verra  avec  évidence  qu'en  fubflituant  à  la  place  de  la  puît 

fance  de/,  une  pareille  puiflancc  de/-+  ^ ,  on  rfa  beCbî* 

que  des  deux  premiers  termes  de  cette  puiflance.  Car 
tous  les  autres  étant  moltipHét  par  les  puiflâaces  de  e , 
ils  renferment  chacune,  ou  des  puiflances  de  r,  dans 
la  dernière  équation  que  Ton  trouve  à  la  fin  de  Topera- 
tien  }  Scdocvcorpar  conféquent être  effacés.  U  endl  de 
même  lorfqu'on  fubftituë  à  la  place  de  la  puiflance  de  x^ 
tue  pardlte  puâ&acBik  M^^t.  Aitîs£iVw  forme  de  fiiite 


i 


15^  LivuE    Cinqjjie'mi. 

*  toutes  les  puiflances  du  binôme  j^ — |^^^  on  aura  pour 
les  deux  premiers  termes  de  la  féconde  puiflance 
x^-^+zexy  de  latroifîcme  x^-^^exxy  de  la  quatrième 
x^^+4.ex^i  de  la  cinquième  x^ — hy^x*5  &  ainfi  de  fui- 
te à  Tinfîni.  De  forte  que  les  deux  premiers  termes  d*une 
puiâance  quelconque  m  de  x  — h  é,  feront  x  »  — |-  m  ex  »-». 
Qn  trouvera  de  même  que  les  deux  premiers  termes 

d'une  puiflance  quelconque  n  dii  binomejr—f  2^  feront 

Corollaire. 

^  ^35*  JlJE'LA  on  voit  que  pour  trouver  une  exjprefl 
lîon  générale  de  la  fbutangente  PT  {s)  des  Paraboles 
de  tous.  les  degrés  à  Tinfini  3  il  n'y  aura  qu'à  fè  fervir  de 
réquationgeneralè^»:;=xw^»— f,ou  (prenant  a  pour 
l'unité)  y^zrzx^  qui  exprime  la  nature  de  toutes  ces 
Paraboles.  Voici  comment. 

On  mettra  dans  l'équation  générale  y»  m  x  »  à  la  pla- 
xt  de ^  vies  deux  premiers  termes  de  la  puiflance  n  de 

jj-f2,  c'elt  a  dire,j,»r-Ti-î2!-i  &  de  même  à  la  place 

de  x»,  les  deux  premiers  termes  de  la  puiflance  m  de 
x-+f>  c'efî:  d  dire,  x»— +;w^x»— »:  ce  qui  donnera. 

y  n  ._^-  221 = X  »  r+  w  ^x  »— I .  Et  retranchant  par  ordre 
les  membres  de  la  première  équation  de  ceux^  de  celle- 
ci,  &  di  vifant  enfiiite  par  f.  Ton  aura  ^=r:»>x«'— ij  & 

parta&t  y  =;  ——7  ==  -  a;  en  mettant  pour  ^»  fà  valeur 

PROPOSITION    XII. 

Problème. 

F 1  G.  1x4.'      156. Mener  /«-j  tangentes  des  Hyperholes  de  tm  les 

depésk^ infini. 

La  même  préparation  ^tant  £ûce  que  dans  la  propp^ 
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ficion  précédente  3  on  mettra  dans  Téquation  générale 
x«^»=:^«>+»  oui  exprime  le  rapport  de  j4P  {x)  i 
jPM  (y  ) ,  à. la  place  de  x»  les  deax  premiers  termes  de 
la  puiflance  m  de  jiQ^x^^e  )  c'eftàdire,  x»-+»i^x«^ij 
&  de  même  à  la  place  de  j^<*les  deux  premiers  termes  de 

la  puiflance  n  de  QN{y^^)  c'eftàdirej^»— i^rce 
qui  par  la  multiplication  donne  cette  autre  équation 

qui  exprimera  le  rapport  de  AQà  qK.  Et  retranchant 
par  ordre  des  deux  membres  de  cette  dernière  équa* 
tion ,  ceux  de  la  première  j  &  divifant  enfiiite  par  ey  > 

il  vient  mx«»— i— î^^  —  2ii^^^=tf>  dans  laquelle 

équation  ef&çant  le  terme  —  ^*^**''"'  quieft  nul  par  rap. 

aux  deux  autres,  parce  qu*il  renferme  dans  (on  expref- 
iîon  la  ligne  infiniment  petite  ou  nulle  P QJ,^)^  on 

trouve  en  tranfpofant  à  Tordinaire  PT  {s)  =^^^, 

Corollaire. 

^57*  Il  eft  donc  évident  que  pour  mener  la  Tangen-    Fie.  115. 

te  MT  d*ijn  point  donné  M  fur  une  Parabole  ou  une  riy-  »i4» 
\         perbole  de  tel:  degré  qu^on  voudra  j  dont  l'équation  eft 
r         pour  la  Parabole  ^  »= AT  »^*—»^  &pour  THyperbole 

jcM^»=^«i-f*»:  il  ne  faut  que  prendre  la  ibutangence 

TTz=.-  AP  du  même  côté  du  point  A  par  rapport 

au  point  P  3  lorfbue  c'eft  une  Parabole  i  &  du  côté  op- 
polé ,  lorfque  c'eu  une  Hyperbole. 


Viij 


MN 
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PROPOSITION    XIII^ 

Théorème. 

^^^•SoiT  €9mme  dans  la  difinitim  quatrième ^  une 
F I Q.  ixu    P^TaboU  A  MB  de  tel  degré  qu^an  voudra^  dent  la  nature  eft 

exprimée  far  P  équation  y  »  =:  x»  a»— «  :  fait  menée  £un  de 
tes  points  quelconques  B  la  droite  B  C  qui  fajfe  avec  A  C  l^an^ 
gle  donné  A  C  B  ^  ^  foit  achevé  le  faraUeU^amme  ACBD. 
"je  dis  que  le  parallélogramme  circonfcrit  A  C  B  D  ^  i  Cefpa^ 
ce  ParaMique  A  C  B  M  A  compris  par  les  droites  kC^  CB^ 
^  parla  pertion  de  Parabole  A  M  B }  comme  m  -^nefiàn^ 
Il  faut  trouver  que  ACBD.  ACBMA  :;  m— +a  n. 
Ayant  mppofë  fur  la  portion  de  Parabole  A  MB  Tare 
r  N  infiniment  petit  ^  où  fi  Ton  aime  mieux ,  indéfini, 
ment  petit,  c'eft  à  dire  ,  moindre  qu'aucune  portion 
donnée  de  la  Parabole  y  fi  petite  Qu'elle  puifle  être  j  ôc 
mené  les  droites  MPyNQj  parallèles  i£CiSc  MK^ 
27 Z  y  parallèles  i  Ad  Icfqueiles  formentpar  leurs  ren- 
contres le  petit  parallélogramme  MRNS:  on  tirera  la 
tangente  MT  qfxi  rencontre  le  diamètre  AÇ  au  point 
T,  par  où  Ton  mènera  une  parallèle  à  C^,  qui  rencon- 
tre les  lignes  MKy  NLy  aux  points  F,  G.  Cela  fait ^ 
^  Art.  ilf^  on  regardera  *  le  petit  arc  M  N  comme  Tun  des  pe- 
tits côpés  du  Polygone  qui  compofe  la  portion  de  Para^ 
bole  AMBybLl^. tangente  MT  comme  le  prolonge» 
ment  de  ce  petit  côté  j  de  forte  que  l'on  a  deux  trian^ 
glcs  réftilignes  NRM^  Af/^T",  quifbnt  femblables  2 
c'eft  pourquoi  ^JC  cnMS.  RM  11  MP.  PT  omMP. 
£t  partant  ie  paralielogramme    PMKodk  éeal 
au    parallélogramme   F  M  SG  i   puifqoeles  an^es 
P  M  R  y  FMSy  font  égaux ,  &  que  l^s  côtés  au- 
tour de  ces  angles  font  réciproquement  proportionnels, 

»  Art,  137,  Or  *  MF  ou  PTz;=:^AP  ou  ^  MK.  Donc  auffi  le  pa^ 

rallelpgramme    FMSG    pu    fon     égal  PMR(l=:;i 

^^  ^  KMSZ.  Ep  comme  cela  arrive  toujours  çji  quçl- 


) 
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que  endroit  de  la  portion  de  Parabole  AMS  que  com- 
be le  petit  arc  ii/  If*  il  s'enfuit  que  la  ibmme  de  tous 
les  petits  parallélogrammes  i'^Jt(^,c*eftàdire,*le*-«<rr.  184. 

Triligne  parabolique  ACBMAz=l  "^ABBMA  fom- 

me  de  tous  les  petits  parallélogrammes  -  IC  Af  5  Z.  On 

;  aura  donc  AD  S  M  A.  ACBMA  ::»».».  Et  par  con- 

fèquent  ADBMA^+ACBMA  ou  ACBD.  ACBMA  :  : 

I  m  — +  a.  n.    Ce  qu'il  faUoit 

Co&OLLAI&B. 

X39-  De-i-a.  il  eft  évident  que  le  Trilkne  paraboli- 
que  AP M  t^tvx parallélogramme circonfcrit  APMK^ 
comme  »  eft  à  m— (•»:  &  qu'ainil  le  Trapefè  paraboli> 

que MPCB=i-^  ABCD ^  APMK. i  puit 

qwACBMA=:^ACBD,  &  APM  =  —-  APMK. 

PROPOSITION     XIV. 

Théorème. 

ZJ^O.  Soit  comme  Pon  a  expliqué  ions  U  définition  ^^^^^  ,j^^ 
Hnquiéme,  une  Hyperbole  BMO  «^  teldepi  qu'on  voudra^ 
dont  la  nature  efi  exprimée  far  ^équation  x«  y  ■=a"-*"»: 
fait  menée  éCun  de  Tes  points  quelconques  B  la  liffte  B  C  paraL 
lele  k  Pune  des  ajjfmptotes  AD,  (f  terminée  far  f autre  en 
C  i  é'foi*  achevé  le  paraUeUpamme  A  C  B  D.  7^  dis  que  ce 
faraBelogramme  infcrit  AC'BD  eft  h  Pefpace  hyperbolique 
E  C  B  M  O  rer^ermé  par  la  droite  déterminée  ^C^  parla  //- 
g»^  CE  prolongée  a  P infini  du  cbté  de  E,  &  par  la  portion 
tt  Hyperbole  B  M  O ,  prolongée  aujfft  à  tinfini  dit  cité  de  O  j 
comme  m  —  n  eft  à  n. 

Il  faut  prouver  que  ACBD.  E  CB  M  O  :  î  «i— n.  n. 

La  même  préparation  étant  faite  <jue  dans  la  pïwpo- 
fidon  précédente,  on  prouvera  de  fa  même  manière 

que  le  petit  parallélogramme /'JWr  21  ;2^  5  ^  ^  ^ -^^ 


V 


léo  LivuE    Cinquïe'mï. 

Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de 

la  portion  d'Hyperbole  BMO  que  tombe  le  petit  arc 

jW  iV  $  il  s'enfuit  que  la  fomme  de  tous  \^s  petits  parai- 

^Art.  184.  lelogrammes  PMRQ^  c'eft  à  dire  ,*  Tefpace  ECBMO 

^=z-EADSMO  fomme  de  tous  les  petits  parallelo- 

grwiXD&i^KMSL.  On  aura   donc    EADB MO. 

£CSMO  ::nt.ni  8c  partant  EADBMO—ECJBMO y 
ou  ACBD.  ECBMO  ;  ;  m  — »,  n.  Ce  qu'il  faUoit  démon^ 

tnr, 

C0K.01.LAIR.E    I. 

141,  De-la  il  eft  évident  que  le  Trapefèhypcrbo- 
M<^^CPMS^;^ACBD''^APMKy  ^xàC- 

,qneECJSM0=:-^ACBDt6c  que  par  la  même 

raifott  Tefpace  EP MO '=;='-— ^AP M K. 


Coîeioli.aik.eII. 

14^*  J3e.la  il  fiiit: 

1^.  Que  lorfque  m  furpaflc  n  î  le  rapport  du  parallélo- 
gramme inforit  ACBD  ^  Teftace  ECBMO  indéfi- 
niment étendu  du  côté  de  £ ,  fera  toujours  exprimé  par 
des  nombres  pofitifs  ^  &  qu'ainfî  on  aura  toujours  dans 
ce  cas  la  quadrature  abfoluë  de  cet  eipace. 

1^,  Que  lorfque  !»=;=«,  ce  qui  arrive  dans  THyper^ 
bole  orHinairC}  on  trouve  que  le  parallélogramme 
^ C J? D  eft  à  Tefpace  hyperbolique  £C^JlfO,  com- 
me zéro  eft  à  Tunité  :  c'eft  à  dirç  quç  cet  çfpace  eft 
infini  p^r  rapport  au  parallélogramme  infcrit  A  CB  D. 

3**.  Que  lorfque  m  eft  moindre  que  ni  le  parallélo- 
gramme infcrit  ACBD  fera  à  reQ)ace  hyperbolique 
ECBMO  comme  un  nombre  négatif  à  un  nombre  po- 
/îtif  ;  ce  qui  fait  voir  alors  que  la  raifon  de  ceç  eipace 
au  parfiljelogramme  AC BDy  q(ï  pour  ainfî  dirç  plus 
qu'infinie.  Mai$  on  doit  remarquer  dans  ce  dernier  cas, 

que 
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que  refpace  hyperbolique  renfermé  par  k  droite  D  B, 
par  rafymptoce  j4  D  prolongé  à  Tinfini  du  côté  de  2)  > 
&  par  THyperbole  0MB  auffi  prolongée  â  Tinfîni  du 
côté^de -S ,  fera  au  parallélogramme  infcrit  ACBD, 
comme  m  eft  â  «— «i,  c*eft  à  dire-;  que  cet  efpace  fera 
quarrable  j  car  prenant  les  indéterminées  (x)  fur  Ta* 
iymptote  ^  Z)  >  au  lieu  Qu'on  les  avoit  prifes  fur  Tafymp- 
tote  AC^  réquation  à  rHypcrbole  aeviendra  *  x»^»  *  ^^^  «•• 

PROPOSITION    XV. 

Théorème. 

*43*  Soit  dans  f angle  droit  CAD  «if  //g«f  <^^«^^^pi^,  |„. 
éjnekanque  A  M  B  ^  ^w  Ponf^ache  mener  Us  tangentes  M  Tj 
t^y^//  i<^/  /"^j^/f  D  AH  qui  efi  À  cbté  de  celui  ci,$mean^ 
tre  ligne  courbe  n  F  £  ^  teBe  qu^ ayant  mené  iun  de  [es  f  oints 
quelconaues  F  la  liffie  F  MparaUeU  i  A  C ,  qui  rencontre  en 
K  la  ligne  AD,  ^  enJA  la  première  courbe  A  MB,  ^ 
ayant  tiré  la  tangente  MT  qui  rencontre  A  C  au  point  T  :  m 
4/V  toujours  comme  A  K  f/  i  M  T ,  ir/»/?  iirw  liffie  confiante  a 
^«/  demeure  toujours  la  même  en  quelque  endroit  que  tombe  le 
point  V  ^efi  àlLVfJedie  que  fi  par  un  point  quelconque  D  de 
la  ligne  A  D  Pon  mené  une  ligne  droite  £  B  paraiïele  i  A  C 
(^  terminée  par  les  deux  courbes i  l'e/pace  AD EF H  fira 
égal  au  réflangle  de  la  courbe  A  M  B  par  la  confiante  a. 
Il  faut  prouver  que  ADEFH=AMBxa, 
Ayant  fuppofë  par  tout  où  Ton  voudra  fur  la  courbe; 
AMB  Tare  M  N  infiniment  petit  ,&  mené  les  droites 
MJPyNOy  parallèles  i  ^  C ,  &  qui  rencontrent  la  droi- 
te ^Z)  aux  points  Ky  Z,  &  la  courbe  HFE  aux  points 
F  y  G,  on  tirera  les  droites  i^  5 ,  iVf -R ,  parallèles  i  AD, 
&  on  prolongera  R  M  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  AC 
en  P.  Cela  pofé ,  les  deux  triangles  réâangles  fèmbla. 
bks  MPT,  MRN,  donnent  MR.  MN ::  MP  ou 
AK,  MT  II  ^.«F.Et partant  jR;-FxjV£^,c'eftàdire^ 

X 


x^e  LimB  CiNQjjiB'xe» 

le  ^tktéâsinglePKZS=MNx^  Or  comme  cdn 

arrive  toujours  en  quelque  endrok  de  la  Courbe  AM3 

qu'on  prenne  le  peoc  arc  MN^'A  s'^nfiiit  que  la  iaau 

*  >ir/.  iS4>  me  de  tous  les  petits  réâaneles  KZSF,  c'eft  i  *  dire  ^ 

l'eipace  ADEFH  ièra  ^gal  a  U  fbmme  de  tous  les  pe-^ 
tics  rédangles  MlfT^a^  c'eftâ  dit«,  au  reâaxigle  de  la 
courbe  AMBYixh,  conflsuice  a.  Ce  ^fH*il  faUoit  démtn- 
tutr,   ■ 

C0K0LLAIR£      L 

244*  l^E-LA  il  eft  évident  que  le  rédangle  de  I* 
portion  A  M  par  la  conftante  a^  eft  égal  à  Teipace 
AKFHi  6c  de  même  que  le  rédangle  de  la  portion 
il^^  par  la  même  ligne  a,  eft  égal  â  refpace  KDEF< 

C  o  1.  o  1 1  A  I  n  s    II. 

^4f'  Si  l'on  âippofe  que  la  Courbe  AMS  îok  H 
feconde   Parabole    cubique^  qui  ait   pouf    é<piatiois 

*Art,  ijj.  y*  z=.étxx  { ATz=:.Xy  PMz=:y  )  j  on  aura*  PTz=.  \  xf 

&  i  caufè  du  triangle  réâarçle  MPTy  l'hypoclieadè 
Jkf  rsVf/— i-;^x.  Mais  par  k  proprictë  de  la  Cour-» 
bcHJ^JB,  a  faut  que  M P{y\  MT{\ yy^^^xx"^ 
:  :  a.  KF.Cc  qui  doime  K  i?*=::^^— +  ^^  =:  00'-+  ^ay^ 

en  mettant  pour  axx  Ùl  vaIeuJ^J^^  D'où  Toir  voit  que 
la  Courbe  HF  EtSt  dans  ce  cas  une  Parabole  ^  qui  a^ 
pour  axe  la  ligne  jiD  ,  donc  Torigine  eft  au  point  O  y, 
pris  de  l'autre  côté  du  pokit  D  par  rapport  au  point  jly 
en  ibrte  que  AQ=z^o,  ôl  dont  le  paramètre  =2^r 
w  jtrt^  M    car  par  la  propriété  de  cette  Parabole  "^  le  quarré  de 

^ordonnée  KF  fera  égal  au  rédangle  de  KO  par  le 

paramètre  |^,  c'ieft  â  dire  en  tefmes  analytiques ^iCiP^ 

z=zoo-^\ay^  Or  comme  les  Trapefes  paraboliques* 

^Jrt.xy^  ABEHy  -^X/'J/,  font  *  quar  râbles,  flslenfiik  a  u*6tt 

a  la  réâification  tattc  de  ia  Courbe  AMB^  aae  d'une 
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de  &s  pofdons  quelconqaes  jiM» 
Si  l'on  TeiH  exprimer  au  jufte  U  valeur  de  U  porrion 

^  ^^  on  remarquera  que  >^/fcftp=:<<;  puifque  J5^' 
z=ij4  O  X  |<«=:4M.  Ainfî  ayant  ttomnu!  la  tangente  MT,  t  i 

la  ligne  AKoa  MP,y  J  on  aura  K  F=^^ >  &  le  Trapc, 

fe  parabolique  tKAH  ou*  î- PK^RO—t  hA^AO  *'^«  »». 

fi&tit  par  a^  <jue  k  porrion  chercliée  AM:=^  i  /-+  îif 

^  ~  A  Ce  qui  donne  cette  cooftniâion» 

Ayant  mené  du  point  donn^  Af  fitr  la  ftconde  Pa. 
robole  cubique  AMB,  la  tangente  MT  cpi  rencon. 
tre  en  <2j*  ligne  AK  menée  par  l'origine  A  de  l'axe 
^C  perpendiculairement  â  cet  axe ,  on  prendra  (iir  cet- 
te ligne  la  partie  -*rf^=  ^^j  &  ayant  tiré  /^^C  paraL 

lele  i  A/7*  qui  rencontre  l'axe  en  C,  on  décrira  du 
centre  ;^&  du  rayon  f^A  un  arc  de  cercle  qui  coupe  P^Ç 
en  ^.  te  dis  que  la  portion  ^  iV/  de  la  ieconde  Para^ 
We  Clinique  AMB  iêra  égale  i  la  (bmme  des  deux 
droites  MQ^,  C X. 
Car  i  caufê  des  triangles  ièmblables  TPMt  TAQ^i 

ile&chàrqaeMQ==^MT(t)yOmCqaeAP=:ztpTi 
&i  canfè  des  criang^$  ftmhkbk»  MJ*T,  VAC»  ii 

^r&  MF{y).  MT  {tYxAril^a),VC^^,k 
partant  CX=^*^^  ^  a.  Donc  &c. 

PROPOSITION    XVL 

M-^»Spnr  Mv  Hyt^^ek é^tatên  E AF ,  qttiéÊUpm  p , ,  ,jt 

Xij 


/ 

I 


it^     ;  L  I  V  IL  Ê    C 1  N  (5J)  I  è'  m  ». 

droite  C  A }  ^n/^ r  une  Parabole  N  C  S  ^/  v^/V  ^^r  axe  îd 
ligne  A  C  prolongée  du  c&té  de  C  qui  en  fera  l* origine ,  ^  /^»r 
paramètre-  de  taxe  une  ligne  double  de  CA.  Si  ton  mené  par 
vn point  quelconque  ^  de  la  Parabole  N  C  S,  iwir  parallèle 
NE  ^  CA,  qui  rencontre  ^Hyperbole  EAf  au pointEy& 
Jon  fécond  axe  CL  au  point  L  j  je  dis  que  Pefpace  hyperbo^ 
lique  CLEA  renfermé  entre  les  droites  AC,  CL,  LE,  & 
la  portion  EA  de  r  Hyperbole ,  e^  égal  au  réSangle  de  la 
portion  C^  de  la  Parabole  par  la  droite  A  C. 

Ayant"  mené  par  un  point  quelconque  M  de  la  por- 
Dion  CN  de  la  Parabole,  une  perpendiculaire  iVf  G  à  la 
tangente  MT  qui  pafle  par  ce  point ,  cérmînëes  t*une 
ficrrautre  par  Paxe  aux  points  G  3  Ti  Si  une  parallèle 
MBiC  A.y  qui  rencontre  l'Hyperbole  en^,  &  fbn  fè* 
cond  axe  CZ  en  H:lts  lignes  MG,  HS^  feront ëga^ 
les  entr'elles.  Car  menant  Tordonnée  MP,  i  l'axe  on 
*^rf.  14.    aura  *  PG:=:CÀy  Se  i  caufe  du  triangle  rcdangle 


«       ^'  t      .r— ^*       "— > 


J\//^G,le  quarré  Af  G  =^^1/  ^-\-PG  =CH  -^CA 
*Art.  itj.  z=*  H£*,à  caufè  de  l'Hyperbole  équilatere  EAFi  Hi 

partant  MG-=^HS.  Or  les  triangles  rédangles  fem- 
blables  TPM,MPGy  donnent  MPoaCH^MTn 
*  Art.  145.  j?G  ou  CA.  MO  ou  HB.  Donc  *  &c. 

CoHOLLAIKE      L 

^47*  De-la  il  €fft  évident  <sue  le  Trapefe  hyper- 
bolique HZEB  tîk  égal  au  rcdangle  de  la  portion 
dé  Parabole  M  N  par  la  moitié  C  -^  du  paramètre  de 
Ion  axe. 

C  o  H  o  t  L  À  1  &  Ë    IL 

*4^'Sx  1*011  rtëne  dans  THyperboïe  équilatere 
BAF  deux  parallèles  quelconques  ^D^J'î  &qu'pn 
tire  par  leurs  extrémités  des  lieties  droites  BMy  E  N ^ 
D-R,  JFS,  parallèles  ^  AC  ^  îefquelles  rencontrent  le 
fécond  axe  de  l'Hyperbole  aui  points  H^L^KyO^ 
kdiâèrencedesréâangles^CMiWri^9^Cxi($j  iSrjn 
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jégale .(  en  draoc  les  droites  £E,  DF^)  àh  di£ference 
des  Trapefes rédilignes  HZEB,KOFD. 

Car  le  rcàangle  ACtuMN  eft  égal  *  au  Trapefè  hy-  •  Art.  x\j. 
perbolique  HLESi  &  par  conféquenc  le  réâangle 
ÀCTf'MN  plus  le  iègmenc  hyperbolique  BE  fera  égal 
au  Trapefè  réâiligne  tiLEB:  de  même  le  réâangle 
^Cx  iî5  plus  le  fègmenc  hyperbolique  2)  t  fera  égal 

*"  ^''"'    leiCOJFU.  Donc  puiique  les  deux 

mes  EB^DF»  font  *  égaux  entr*.  *  Art.  lo^ 


fera  égale  à  la  difièreoce  des  Trapefes  rédilignes  HZEBf 
KOFD.  Ce  4M'il  faSoit  démontrer. 

COKOLLAIR.!     IIL 

2'49«  JLes  mêmes  chofes  étant  poiëes  que  dans  le 
Corollaire  précédent^  û  Von  fait  xAC.  ZH  i: 
JSH-^LE.m.  il  cft  clair  que  le  réûàngle  ACxni:=zz\liH 
^J^H-^-^LE ,  c*eft  à  dire,  égal  au  Trapefè  rcdiligne 
UZBS.Dc  même  fi  Ton  fait  lAC.KO  nKD^+FO.n» 
il  eft  clair  que  AC^neik  égal  au  Trapefè  rééliligne 
KO  F  D:  Vax  conféquent  *  la  difFéreiice  àts  réélangles  "^Art.  14A 
jfC^MN^  j4CkRSj  fera  égale  à  la  difierence  des 
réâangles  ACnmy  AC^ni  c'eft  à  dire,  en  divifânt 
par  AC^  que  la  difierence  des  arcs  paraboliques  MN^ 
R  Sy  fera  égale  à  la  diâerence  des  droites  m^n.  D'où 
1*011  voit  qu'on  peut  trouver  des  lignes  droites  égales  à  la 
difierence  d\uie  infinité  d'arcs  Paraboliques  tels  que 


uj 


te6 

LIVRE     S  I  X  I  E'  M  E. 
Des  Séâiom  Comquef  confiderées  dans  U  Solide^ 

CHAPITRE    PREMIER. 

Des  trois  S0ions  Coniques  en  généjid, 

D£*PlVITXONfi. 

I. 

F 10.  it9-  C!  ^  P^*^  ^^  P^^^  ^^^  ^  i^fa^^  ^u  deflûs  du  plan  d'un 
1^  cercle  VXYy  on  faic  mouvoir  uoé  ligne  droite  S  Z 
indéfiniment  prolongée  de  part  &  d'autre  du  point  S , 
iiutour  d^  la  circon^rencc  du  cerde ,  en  (ôrtr  qu'elle 
faflê  un  tour  enôcr  ^  les  deux  fiirÊu:ef  convexes  produi- 
tes par  la  ligne  droite  ind^^nie  S  Z  dans  ce  mouvement, 
^nt  appellees  chacune  fcparément  Surface  Conique  ^  fie 
coûtes  deux  enièmble  Stufatex  CmfufS  fffffies, 

u 
Le  point  fixe  S  qfui  eft  comismn  à  Tune  &  à  rautcçi 
Surface  Conique ,  eft  nommé  SMUut, 

Le  Crrcle  f^JTr,  Bafe, 

4* 
Le  SoKde  compris  par  la  baie  VJSrr,  fc  par  k  pof* 

tion  dç  k  SurÊice  Conique  quç  cote  ba&  coupe  d^uis 

le  Sommet  s^  eft  appelle  Cône, 

La  ligne  SX  menée  du  Sommet  5  à  un  point  quel* 
conque  ^de  iâ  baie ,  en  eit  un  des  c^tés, 

6. 

La  ligne  S  0  menée  du  Sommet  S  du  Cône  par  le  cen[<- 
rre  0  de  la  baie ,  en  eft  PAxe, 

On  dit  q,u'un  Cône  eft  dnit,  lorlque  fon  axe  eil  per« 
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«endicoUire  iûr  k  plan  de  ùl  baie  j  4c  oa  coûcraire  qu'il 
fSbfeaUtUy  lorfque  ion  axe  eft  oblique  fiur  ce  plan. 

Si  Toîi  coupe  une  Surâice  Conique  par  unptoit  FAG  ff^*  îjo^. 
^oi  ne  paâê  peiœ  par  le  Sommet  ,S^  <c  qui  ne  (bk  point  '$'•  >3>' 
parallèle  au  plan  de  la  baie  yjTJTi  la  ligne  courbe 
£AG  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec  la  Sur^ 
face  Conique  y  eft  appellée  SéfisM  Cmqne, 

9- 
Si  Ton  mené  par  le  Sommer  S  d'art  Cône,  un  pfafi 

SDE  parallèle  au  plan  d'une  Sidion  Conique  5  la  droitcr 

ttxdéfinie  DE  formée  par  k  rencontre  de  ce  plan  avec 

celui  de  la  baie  du  Cône  y  s'appellera  Dkèflriie. 

Une  Séâk>n  Conique  lAO  eiî  acppellée  Patahoîe  ^ 
lorfque  la  Diréârice  2)  B  touche  le  cercle  qui  dk  la 
bâfe  du  Cône  \  EMiffe^  loriqu^elltf  tombe  toute  entière 
au  dehors }  &  Hyperbole^  lorfou'elle  le  traverfe. 

Mais  dans  ce  dernier  cas ,  fe  Ton  prolonge  le  pkd  de  F  i  «^  1^2^ 
k  Séâion^  il  efl  viftble  quil  rencontrera  k  Surnce  Co- 
nique oppoiée  )  &  k  ligne  courbe  KM  H  formée  par 
ceae  rencomœ  y  fera  nommée  Hyftfhole  ûpfcfèe  a  k 
premieie  FAGi  ic  le»  deux  eniemble^  Hy^ethoUs  00 

tu 

Si  dans  le  plan  èHvct»  Séâion  Comique  iï  y  a  nne  ligne  p  ^^.  ^^ 

^oite  quîne  la  rencontre  qu'en  un  lêul  point,  &  qui  j^u  i^^. 
étant  prolongée  indéfinÂnent  de  part  &  d  autre  n'entre 
prâit  dedans  ^  maïs  rombe  toute  entière  au  dehors  ycti^ 
te  4igne  fera  nommée  Tamentey  fe  le  point  où  elle  reo- 
contre  k  Séâk>n,  pomt  aAtt^uchemeyit^ 

^-fO*  Dans  k  Parabole  tous  les  côtés  du  Cône  f  r^;  j^^^ 
^nt  prolongés  indéfinknent  rencontreront  nécefkire. 
neot  fonplan^  excepté  le  (sul  côté  &I>  cké  du  Sommet  S 


1^8  LïviiE    Sixie'm  «• 

par  le  point  D  où  la  Dirëârice  D  E  touche  k  bafe  { 
puifqu'il  n'y  a  quç  ce  côte  qui  (bit  dans  le  plan  SDB 
parallèle  â  celui  de  la  Séâion ,  &  que  tous  les  autres 
le  coupent  dans  le  point  5.  D*où  il  eft  clair  que  la  Para- 
bole f 'étend  à  Tinfini ,  &c  ne  rentre  point  en  elle-même.  ^ 

C  O  fi  O  Ih  A  l  K  E     II. 

F 10.  tiu       IJI*  Dans  rEUipfe  tous  les  côtés  du  Cône  étant 

prolonges ,  s'il  eik  neceflàire ,  rencontrent  fbn  plan  ^ 
puifque  le  plan  5  D  £  qui  lui  eft  parallèle  ,  eft  rencon- 
tré  par  tous  dans  le  pojn^  S.  D^où  Ton  voit  qu'elle  rea« 
ferme  ufi  efp^cç  çn rentrant  en  elleinême, 

C  OR,  0  HA  I  RE     III. 

Fi  G.  I)  x-         1 5 1 .  J3  AN  s  les  Hyperboles  pppofees  tous  les  côtés 

du  Cône  excepté  le?  dçux  52) ,  5JS,  tirés  du  Somipet  S 
aux  points  D,  £3  où  la  Diréârice  coupe  la  baie ,  écanc 
prolongés  indéfiniment  dç  part  &  d'autre  du  Sommet  5j 
rencontrent  nçcçil^rement  leur  plan  ^  puifqu'il  n*y  a  * 
que  ces  dçux  côtés  qui  tombent  dans  le  plan  SDE  pa^ 
r^lelç  au  plap  de  cçs  deux  Hyperboles,  &  qpe  tousies 
autres  le  coupent  dans  le  point  S.  Les  cçtés  de  1^  por-r 
tion  SDF'E  forment  les  points  de  THyperbole  FAG^ 
&  ceux  de  la  portion  S  D  YE  étant  prolongés  de  l'autre 
côté  du  Sommet  S ,  foraient  les  points  de  fbn  oppoféê 
KM  H.  D'où  Ton  voit  que  les  Hyperboles  oppofées 
s'étendent  chacun  à  Pinnni  ^  ^  ne  rentrant  point  ei| 
çUçs-mêmes ,  non  plus  que  la  Parabole. 

PROPOSITION    \ 

Théorème, 

F I  e.  I }  u         ^ShOil^on  coupe  deux  Jkrfaces  Complues  tfppes ,  far  un 

$lm  S  A  ip  f«/  )  f*^mtf4r  Uur^omme^  S ,  enfre  m  dedms  i 

9 


y 
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')tdk  qnUl fermera  farfa^rencmire  étuec  ces  deux  Surfaces^ 
deux  liffies  droites  S  a  ^  S  m.,  indéfiniment  fréUrt^ies  de  féurt 
(^  £  autre  du  feint  S. 

Car  fait  étm  la  commune Scûioti<lu  plan  coupant^  & 
du  plan  de  la  baie  :  il  eft  clair  Qu*elle  rencontrera  cette 
baie  en  deux  points  a^mi  puifaue par  la  fùppofltion'  le 
plan  5^^  entre  au  dedans  de  la  (urface  Conique.  Of 
lî  l'on  irene  les  côtés  Sa,  Sm^  indéfiniment  prolongés 
de'  parc  &  d'autre  du  Somipet  6  ;  il  eft  évident  par  la 
génération  de&  Surfaces  Coniques  oppofëes  que  ces  cô* 
tés  feront  les  deux  communes  Séâions  de  ces  deux  Sur- 
Êtces,  avec  le  plan  coupant  Sam.  Cefice  qàUl  falleiê  . 
démontrer.  .  •  -  * 

CoilOLLAllLE      L 

w 

C.    •     .  .     *  .     ». 

OMME  la  partie  de  la  ligne  a  m  qui  joint 
les  deux  points  a,  m^  dclz  circonrerénce  ^  tombe  au 
dedans  de  la  bafe  »  &  que  tout  le  refte  de  cette  ligne 
tombe  au  dehors  ^  il  s'enfuit  que  fi  Ton  conçoit  que  le 
plan  Sam  (bit  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  Som- 
mée S 9  la.  partie  de  ce  plan  qui  fera  renfermée  d^ns 
Taoele  aSm,&c  dans  fbn  oppofé  au  Sommet ^  tombera 
au  cledans  des  deux  Surfaces  Coniques  oppofëes ,  &  que 
touc  le  refle  de  ce  plan  tombera  entre  ou  (  ce  qui  eft  la 
m£ixie  chofè  )  au  dehors  de  ces  deux  Surfaces. 

Coilollaie.eIL 

.  2.  JJ*  ]3e-la  il  fuit  que  fi  l'on  joint  deux  poinrspiG«i30. 
<^elconques  A^  M^  d'une  Sédion  Conique  par  unef^ 
ligne  droite ,  elle  fera  renfi^rmée  au  dedans  de  la  Se- 
âion  \  .&  «l'étant  prolongée  indéfiniment  4e  nart  te 
d'autre ,  elle  tombera  toute  entière  au  dehors.  (Jar  me- 
nant du  Sommet  5  par  les  points  ^\^  M^  les  côtés  Sa^ 
Sm  ,  &c  faifant  pafler  un  plan  par  cqs  côtés ^  il  eft  clair 
que  la  ligne  A  M  tombe  dans  la  partie  de  ce  plan  qui 
<^  renfermée  dans  V^ngle  aSm^  ^.  que  toqc  le  rdw 


de  cecte  ligne  Ce  trouve  dans  la  parcie  de  oe  flan  qm 
tombe  dans  les  angles  i 


COHOLLAI&Z     IIL 

2' J  ^«  Si  l'on  mené  par  le  Sommet  S  da  cône  une  ligne 
parallèle  à  une  ligne  A  M  terminée  par  une  Séâioi? 
Conique  j  il  eft  clair  par  le  Corollaire  précédent  que 
cette  ligne  S  H^  tombera  dans  Tun  des  angles  à  côté 
de  Tangle  aSm^  c'eft  â  dire  au  dehors  de  la  furiace  Co- 
nique -,  &  qu'ainfî  elle  ira  rencontrer  le  plan  de  la  baie 
en  quelque  point  hors  la  circonférence  du  cercle,. ou 
bien  qu'elle  lui  fera  parallèle. 

COROILAIKZ     IVc 

Fio.  ijt.        ^57^  11-  fiiit  encore  du  Corpllaire  premier  que  û 

Ton  joint  deux  points  quelconques  ^,  ilf  ,de  deux  Hy- 
perboles oppoiees  par  une  ligne  droite ,  elle  fera  renfer- 
mée  entre  ces  Hyperboles  ^  &  qu'étant  indéfinimeni: 
prolongée  de  part  &  d'autre ,  elle  entrera  au  dedans^ 
Car  menant  par  le  Sommet  S  les  côtés  Sa^  Sm,  qui 
pailent  par  les  points  A^Myic  faisant  pafler  par  ces 
càzé^  un  plan  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  point 
S  i  il  eft'clair  que  la  partie  de  ce  plan  qui  eft  renfermée 
dans  l'angle  ASM  où  tombe  la  ligne  AM,  Q&  com* 
pnfè  entre  ces  deux  SurÊices ,  &  que  la  partie  du  même 
plan  qui  efl  renfermée  entre  les  deux  angles  i  côté  où^ 
le  trouvent  les  prolongemens  de  k  ligne  A  M ,  tom- 
bent au  dedans  de  c^  deux  Sur&ces.  Or  comme  la  li. 
gne  AM  c&  la  commune  Séâion  du  plan  S  mm  avec 
celui  des  deux  Hyperboles  oppofëes^  il  s'bnitit  &c, 

CqR  DLL  AI  1.B     V. 

^S^'  Il  fuit  auffi  des  Corollaires  deuxième  &  qnau 
tinéme,  qu^ine  lipui  droice  ne  peut  rencontrer  une 
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Séftion  Conique  )  ou  les  deux  Hyperboles  oppofëes ,  au 
plus  qu*en  deux  points; 

PROP  O  SITIO  N    IL 

Théorème. 

M9*  Si  ^m  ^^^  ^^>^  M  témmdâS  deux Surfitees 00-'  Fie.  uy. 
«/firr/  0pp9pes ^  far  m  fLm  ovxy  farattele  i  i^  i»^ 
O  VXYj  /f  rf/i  f»f  iif  SèFiim  épfil fÊrme ptr fa  rencmtn 
étvec  la  Surface  C^nùiue^  eft  m  eenle  qui  a  pour  centre  U 
faim  o^oà  ce  flou  rencentre  faxe  S  O ,  freUn^  de  taeOrt 
gké  du  Semmef  S ,  Ur/fu^it  efi  neceffaire. 

Car  fi  Ton  mené  par  un  point  quelcompie  A^de  la 
ba(e  au  centre  O  le  rayon  ^0^&  au  Sommet  5  le  côté 
JTS  qui  rencontre  le  plan  evxy  au  point  x:  les  lignes 
OJTy  ex^  ieronc  parallèles  entr^ieUes}  pui/qu'elles  font 
les  communes  Sëâions  de  deux  plans  parallèles  OVXY^ 
9vxy^  par  le  même  plan  SOJC  prolongé,  s'il  eft  ne- 
ceilàire  de  l'autre  côte  du  Sommet  S.  Les  triangles  OSJT^ 
9Sx\  feront  donc  Semblables  ;  &  oar  conféquent  on 
aura  toû}ours  SO.  OJTxz  S0.  ex.  Or  les  premiers  ter- 
mes de  cette  proportion  étant  par  tout  les  mêmes,  le 
quatrième  ^x  ne  changera  point  de  grandeur  en  quel* 
que  endroit  que  tombe  le  point  x.  D'où  yon  voit  que 
la  ligne  couroe  v  xy  eft  la  circonférence  d'un  cercle 
qui  a  pour  centre  le  point  e^ 

Co  no  LLAI1L2. 

lé^O«  I L  fuît  de  U  qu'on  peut  placer  la  bafè  d*un  cône 
en  tel  endroit  qu'on  veut  3  félon  qu'il  th  plus  commo. 
ëe.  C'eft  pourquoi  lor fque  la  Séâion  eft  une  Parabole 
ou  une  Hyperbole ,  or  la  place  ordinairement  en  forte 
qu'elle  coupe  la  Séâioo  s  ^^^^  lorfque  c'eft  une  Ellipfë 
où  la  place  tantôt  de  manière  qu'elle  la  coupe ,  6c  tan^ 
tôt  de  manière  qu*elk  tombe  audeâbus. 

Yij 


■••> 
PROPOSITION    III.  r 


Thcoréme. 


1  ' 


F I  G.  ijo.       lél.  Si  ^j  le  fUnisme  Parabole  F  A  G ,  F&n  tire  par 

nn  de  fes  points  quelconques  A  vers  le  dedans  du  cône  ^  une 
.«  •  :  > /!  AS^  droite  indéfinie'  Â  B  paraBele  au  cbié  S D  qui  pajfrpat 
U  point  P  oà  la  BiréHrice  D  Ë  touche  la  bajiy  je  dés  quê 
cette  ligne  A  B  tombe  toute  entière  au  dedans  de  la  SéfHon  > 
^  qu^eJle  ne  le  rencontrera  jamais  quoique  prolongée  à  îinfim^ 
du  chté  deB. 

Car  ayant  mené  par  le  Sommet  S  du  cône,  &  par  la 
ligne  AJS  un  plan  Sj4  By  il  formera  par  fa  rencontre 
avec  la  Surface  Conique  deux  côtés ,  dont  l'un  fera  to4: 
jours  la  ligne  SB  y  puifque  ^^  luieft  parallèle  3  &  l'au- 
tre la  ligne  Sa  qui  paile  par  le  point  A.  Or  le  plan 
pSa  renfermé  entre  les  côtés  SDy  S^,  prolongés  â 

"^Art.  254.  l'infini  du  côté  de  2)  &  ^^  ^  tombe "^  au  dedans  de  la  Sur- 
face Conique  Par.  coniequent  la  ligne  AB  qui  efl  toû-^ 
Jours  dans  ce  plan,  étant  parallèle  au  côté  SB  ^  tom- 
oera  toute  entière  au  dedans  de  la  Parabole ,  &  ne  la 
rencontrera  jamais  quoique  prolongée  â  l'infîm  vers  £, 

PROPOSITION    IV. 

Théorème. 

Fi  6.  130,         ^éi.  Si  dans  le  plan  £une  PardoU  F  AG^  ton  tire 

par  un  de  fes  points  quelconques  A  vers  le  dedans  du  cane , 
une  liyfte  droite^  A  M  (fui  ne  [oit  point  parallèle  au  ckeS'D^ 
qui  pajffè  par  le  point  D  oà  la  Diréflrice  D  £  touche  la  bafi  a 
je  dés  que  cette  liyte  étant  prolongée  autant  qt^ il  fera  neceffai^ 
re  y  rencontrera  la  Parabole  en  quelque  autre  point  M. 

Car  fi  l'on  fait  pafler  par  le  Sommet  S  du  cône  &  par 
cette  ligne  un  plan  5  -^  Af,  il  efl  clair  qu'il  entre  au  de- 
dans de  la  Surface  Conique ,  &  qu'il  ne  pajilè  point  par 
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fe  cBté  51)  >  d'où  il  fuie  que  ce  plan  forme  fur  la  Sur*, 
face  Conique  *  deux  côtés  S  a,  S  ni ^  dont  Pun  Sa  paflc  *  -^^^-  M5* 
parle  point  ^>.&  l'autre  Sfn  n'eft  point  parallèle  au 
plan  de  la  Sëdion,  puifbu'il  n'y  a  (  h^.  )  que  le  feul  côté 
S  D  qui  lui  foit  parallèle.  Par  confequent  le  côté  S  m 
étant  prolongé  (  s'il  eft  neceflàire  )  rencontrera  le  plaa 
de  la  Parabole  en  un  point  M  ^  par  où  paflè  la  ligne 
^M  qui  eft  formée  par  la  rencontre  du  plan  aSm  avec 
celui  de  la  Parabole.  Or  il  eft  vifible  que  ce  poinp  M. 
eft  un  des  points  de  h  Parabole  FAGy  puifqu'u  fè  trou- 
ve en  même  temps  dans  le  plan  de  la  Séâion  >  &  fur 
la  Surface  Conique.  Donc  &c. 

PROPOSITION    V. 

Problême. 

^^J*  Menek  d^wifQint  donné  A/mr  me  SèRicnConi^    Fi«- 1}3* 
fue ,  une  Tangente  A  F.  '34*  m* 

Ayant  mené  par  le  point  A  &  par  le  Sommet  S  du 
cône  3  une  ligne  droite  SA  qui  rencontre  le  plan  de  la 
bafè  au  point  a ,  on  tirera  â  cette  bafe  par  le  point  a  ^ 
la  Tangente  Eafî  &  la  ligne  A  F  formée  par  la  ren. 
contre  du  plan  5 JS^/( prolongé,  s'il  eft  neceflàire  au 
delà  du  Sommet  S  )  avec  le  plan  de  la  Séâion ,  fera  la 
Tangente  qu'on  cherche. 

,  Car  puifque  la  Tangente  £i^/ tombe  coûte  entière  au 
dehors  de  la  bafe  excepté  le  feul  point  a^'û  s'enfuit  que 
le  plan  5  i5^/ prolongé  indéfiniment  de  part  &  d'autre 
du  Sommet  S  ne  rencontre  les  Surfaces  Coniques  op- 
pofées  que  dans  la  ligne  S  a  auffi  prolongée  indéfini- 
ment de  part  6c  d'autre  du  Sommet  S ,  &  que  tout  le 
refte  de  ce  plan  tombe  au  dehors  de  ces  Surfaces.  Par 
confëquent  la  ligne  A  F  formée  par  la  rencontre  de  ce 
plan  avec  celui  de  la  Séûion ,  ne  peut  avoir  de  com-* 
mun  avec  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  Surfaces  que  le 
ièul  point  ^  où  la  ligne  Sé$  rencontre  le  plan  de  la 

Yiij 
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Séâiofi,  èc  tombe  toute  entière  au  dehors  eccept^  ce 

point.  Donc  &c. 

*'^4'  Comme  Ton  ne  peut  faire  pafler  parle  point 
a  de  ta  baie  du  cooe ,  qu'une  £eule  Tangente  E  af;  ii 
s'enfuit  auffi  que  d'un  point  donne  j4  lur  une  Séâion 
Conique ,  on  ne  peut  mener  qu'une  feule  Tangente 

C  D  H  DLL  A  I  m      II» 

^^J*  De- l'A  on  tire  la  manière  de  mener  uneTan*. 
gente  j4F  parallèle  à  une  ligne  droite  MN  donnée  de 
pofition  fur  le  plan  d'Une  Séâion  Comque  ou  de  deux 
Séâions  oppoices.  Car  ayant  mené  par  le  Sommet  S  du 
cône ,  une  parallèle  SE  à  MNj  elle  rencontrera  la  Di- 
rciSkrice  2)  J?  en  un  point  E ,  ou  bien  elle  lui  fera  parais 
lele  }  puifque  cette  ligne  5  £  fera  parallèle  au  plan  de 
la  Séûion ,  &  tombera  par  confequent  dans  le  plan 
5  D  iS.  Si  elle  la  rencontre  eii  un  point  E  qui  tombe  au 
dehors  du  cercle  qui  eft  la  baie  du  Cooe  :  apnt  mené 
du  point  £  i  ce  cercle,  la  Tangente  Eafy.  il  eil  clair 
que  le  plan  <S  £  ^/formera  par  fsL  rencontre  avec  le  plan 
de  la  Scâion,  une  Tangente  A  F  qui  ièra  parallèle  à  U 
ligne  A/ ^ ; pttirque  les  deux  Séâions  AF^  SE^  des 
*  Hyf.        plans  '  parallèles  MANSED^  coupée  par  le  plan  tou^ 

chant  5  Eaf^  fi>nt  parallèles  cnor'cUcs  aufli-hien  *  SE , 

COHOLLAIRE      XII. 

i6é.  Le:s  mêmes  choies  étant  poiïea  que  dans  le 
CoiroUaire»  précédent. 
Fia.jjj.         ^**-  Ï>2XVL  la  Parabck  lie  ProWêoK  cifc  mttpoiïîhle^ 

lorique  ta  Ugnf^  M  N  donncie  de  pofitièa  ^  devient  pa^ 
rallele  au  côté  5Z>  qui  paâ&  p2r  le  point  D  o^  laDi^ 
réârice  D  E  touche  k  baft  j  car  alors  le  point  E  tom^ 

bànt  en  27,  on  ne  pcmrra  mener  par  ce  |ioînf  d'autre 
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TMigeoce  ^qttt  la  Dirédrice  J>£  :  &  comme  le  pka  qui 

{>a^  par  le  Sommée  &  w  la  Dirédrice  lî  jB  eft  ^  paraL  *  ^tf-  9* 
i»ie  au  plan  «de la  Pataoole^  il  pe  pouria  former  par  ià. 
xencoiicre  awc  ce  plan  aucune  Tangente.  Mais  loj^ue 
la  ligne  donnée  cle  poiicion,  n'eft  poinc  parallèle  au 
côté  SDyOn  pourra  toujours  mener  une  Tangente  A  F 
parallèle  à  cette  ligne  y  Se  jamais  davantage  j  car  alors 
le 'point  £  tombant  au  dehors,  du  cercle  qui  eft  la  baie 
du  cône,  on  en  pourra  toujours  mener  £afy  EDZ  i 
cette  baie  ^  dont  Tune  MDjLfe  confondant  avecia Di« 
rédrice  »  ne  peut  iervir  a  trouver  aucune  Tanttnte  dan» 
le  plan  de  la  Sédion  ^  &  l'ancre  EafétAnt  dâe^r«nte  de 
la  jDirédricej  ièrvira  toàîottrfè  trouver  par  lanncon. 
tre  du  plan  SBaf.zvtc  le  plaxi  de  la  Parabole ,  une 
Tangente  ^  F  qui  iàdsfera.  Il  en  eft  de  même  lorfque 
la  ligne  «S  £  eft  parallèle  à  la  Dirédrice  ^  car  la  Tangen- 
te £  af  deviendra^  alors  parallèle  â  la  Dirédrice  ^  hi 
comme  on  n^en  p(cut  mener  qu%ne  ièule  qui  lui  f  bit  pa- 
rallèle y  puiique  la  Dirédrice  touche  elle-même  la  &aiè 
en  un  point  Z)  3  il  s'enfuit  &c. 

2^.  Dans  l'Ellipfè  y  on  pourra  toujours  mener  deux  Fi«^  ih« 
Taneentes  AIyBQ\  parallèles  â  la  Bgne  MN  don. 
née  d^  pbfîtion  ;  &  par  coniéquent  entr'eUes,  Car  t<yais 
\^s  ^ïw:&  de  la  Dirédrice  D  E  tombant  au  dehors  de 
la  bafè  y  on  pourra  toujours  mener  du  pokit  £  deux  Tan^ 
gentes  Eaf^  Eb^^^  cette  baie  qui  ne  ie  confondront 
point  avec  la  Diï'édiice,  &  qui  lèrviront  k  i^raiQt  par 
la  rencontre  des  plans  SEafy  SEig^  avec  le  plan  de 
la  Sédion^deuxTangefites.>^£^  JBG,  cpii  fàasferont. 
Il  en  eft  de  même  lorfque  la  ligne  5  £  eft  parallèle  a;  la 
Dirédrice  ^  car  au  lieu  des  Tangentes  Eafy  Etgy  qui 
partent  d'nn  point  £  de  cette  Dirédrice  y  il  vtj  auroir 
qu'à  lui  mener  deux  Tangentes  parallèles^  ce  qui  eft 
toujours  poffible. 

3^  Dans  les  Hyperboles  oppofées  le  Problême  eft  Fi«i  ijj. 
impoflible,  lorfque  te  pokit  £  tombe  au  dedans  du  cer- 
cercle  qui  eft  la  baie  du  cône  5  puifqu^ojxnepeut  mener 


N    - 


alors  aucune  Tangente  dt  ce  point  à  la  baie.  Mais  lorfl* 

âu'il  tombe  au  dehors,  on'  pourra  toujours  trouver 
eux  Tangentes  AB  ^  BG-y  paraHeles  il  la  ligne  M  If 
donnée  de  pofition  ^  car  la  Dirëârice  D  E  traverfànt  la 
baie ,  on  pourra  toujours  mener  du  point  E  deux  Tan** 
gentes  Eaf^  £^g^â  cette  bafe,  lefquelles  tombent  de* 
part  &  d'autre  de  la  Diréârice ,  &  qui  Serviront  d  for^* 
mer  par  la  rencontre  des  plans  S  Eaf^  SEig,  avec  le 
plan  de  la  Sëâion  deux  Tangentes  A  F^BG^  qui  (àris«. 
feront.  Il  en  eft  de  même  lorfque  la  ligne  S  Etvt  paraU^ 
lele  à  la  Diréârice  D  ti  qzt  au  lieu  des  deux  Tangen*. 
t'es  Eaf^  £^g9 1^  Q*y  ^^^  <iu'à  mener  deux  Tangentes 
parallèles  à  la  Dirëârice }  ce  qui  eft  toujours  pomole.  ' 
Il  eft  â  remarquer  dans  ce  dernier  cas ,  que  les  Tan* 
sentes  parallèles  A  F  yBGy  appartiennent  toujours  aux 
Hyperboles  oppofées ,  &  jamais  à  la  même }  ce  qui  eft 
évident,  puifque  les  deux  Tangentes  Eaf^Etg,  dû' 
la  bafè ,  tombent  neceHàirçmçnt  de  part  ^  d*aatre  de* 

la Dircdricc  DE. 

."i 

C01L01.LAIKE    IV. 

* 

*«7*  K  ^it  du  Corollaire  prccédept  : 
i^.  Que  dans  une  Parabole  ou  Hyperbole ,  il  ne  peur 
y  avoir  deux  Tangentes  qui  foient  parallèles  entr'eiles  j 
&  qu'au  contraire  dans  l'EUipiè  &  oans  les  Hyperboles 
oppofées,  une  Tangente  A  F^  étant  ^^nnée  de  pofi-. 
tioq^  ou  en  peut  toujours  mener  une  autre  BG  qui  lui 
ibit  parallèle. 

2^.  Que  fi  la  ligne  M  N  donnée  de  pofition  ^  eft  ter- 
minée par  une  Séâion  Conique ,  on  pourra  toûjour  me-» 
ner  dans  la  Parabole,  une  Tangente  A  F  qui  lui  foie 
parallèle ,  &  dans  TEllipiè  ou  les  Hyperboles  oppofëes 
deux  Tangentes  ./^jp^  BG>  puifque  la  ligne  S  E  menée** 
*  Art.its.  P^^  ^^  Sommet  S  parallèlement  â  iW^iS^ rencontrera*  let 
i  plan  de  là  baft  eii  un  pointas  hors  la  circonférence^  ot| 
bien  lui  fera  parallèle,  . 

••    '  •    .    :  -i 
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II. 
Dans  une  Parabole ,  fi  Ton  mené  par  un  de  (es  points  F  i  o.  i){. 
quelconques  A  vers  le  dedans  une  ligne  A  B  parallèle 
tu  côté  5i)  qui  paâè  par  le  point  i>  où  la  Diréâricc 
DE  touche  la  baie  :  cette  ligne  AS  feranommée  Ûéa^i^ 
mètre  y  &  le  point  A  en  ièra  teripne. 

Dans  rEllipfè  ou  les  Hyperboles  oppofées  ,  toute  Fie.  114. 
ligne    droite   ABy  qui  joint  les  points   d'attouche- i)l* 
ment  de  deux  tangentes  parallèles  j^Fy  SG^dk  zçfA^ 
lée  Diamètre i  U  les  points  A,JB,  en  fiintles  extré- 
mités. 

Si  par  un  point  quelconque  P  de  tel  Diamètre  AJf  f  i  o.  i)), 
qu'on  voudra  d'une  Séâion  Conique^  l'on  tire  une  li-  i}4.  ifj. 
gne  droite  M  N  qui  rencontre  la  SécHon  aux  points 
M^  Ny  Se  qui  foit  parallèle  à  la  tangente  A  F  qui  pafle 
par  l'origine  A  de  ce  Diamètre  dans  la  Parabole ,  ù 
par  Tune  ou  l'autre  de  les  extrémités  dans  les  autres 
Séi^ons  :  on  dira  que  cette  ligne  HéTN  eft  Ordtfmèe  de 
parc  &  d'autre  au  Diamètre  AB  >  &  que  chacune  de  (es 
parties  PMy  ou  P Ny  eft  Ordonnée  à  ce  Diamètre. 

Lorfqu'uift  Diamètre  fait  avec  &s  Ordonnées  desaa« 
gles  droits  y  on  Tappelle  Axg. 

COILOLLAIILE. 

168.  Il  fuit  de  la  Définition  douzième: 

I"*.  Que  tous  les  Diamètres  d'une  Parabole  Ibnt  pa- 

ralleles  entr'eux ,  puifqu'ils  ibnt  tous  parailefes  au  mê-. 

me  côté  du  cane  SD  cpiwJk  par  fe  point  D  où  kiDi- 

réârice  D  E  touche  la  oaie. 

2^.  Que  par  un  point  donné  iiir  leplan  d'une  Parabo* 

le ,  on  ne  peur  mener  qu'un  feul  Diamètre ,  puifqu'on 

ne  peut:  mener  pas  cç  point  qju^'une  icule  parallèle  au 

côté  52?.  Z 


» 


PROPOSITION    VL 

Problème^ 

Fi  G.  i)tf.        *^9"  Un  diamètre  AB  £une  SiBien  Cmque  hml 

157*  158.      damé  y  avec  une  de  [es  ordonnées  P  M ,  décrire  la  SéBian^ 

Ayant  fait  pafler  par  l'ordoûnée  PMxm  plan  quel- 
conque autre  que  le  plan  A  P  M^  on  mènera  dans  ce 
plan  par  le  point  P  une  perpendiculaire  indéfinie  Pak 
:  PM'j  &con  décrira  d*un  point  quelconque  C  de  cette 
ligne ,  &  du  rayon  C  -M  un  cercle.  Cela  fait, 
1 1\  Xorfque  la  Séâion  doit  être  une  Parabole.  On 

T1Q.1Z6*    ™^cr^  de  l*^n  des  points  ^ ,  2> ,  où  le  cercle  coupe  la. 

perpendiculaire  P  a  (  par  exemple  du  point  a  )  par  l'o- 
rigine A  du  diamètre  AB^  la  ligne  a  A  qui  rencontre 
:  en  S,  une  ligne  DS  tirée  de  Tautre  point  D  parallèle- 
ment a  AB^  On  décrira  enfinte  une  iurface  Conique 
qui  ait  pour  fbmmet  le  point  S  y  &  pour  boiè  le  cercle 
DMaN.  Je  dis  Qu'elle  formera  par  ùl  rencontre  avec 
le  plan  APM ^  la  Parabole  cherchée  JUAN.  Car 
ayant  mené  par  les  extrémités  du  diamètre  D  a  \ts  pa* 
xalleles  JD  E^  af yi  P  Ml  il  eft  clair  qu'elles  feront  tan- 

^  Hyp^        centes,puifque  *P  M  eft  perpendiculaire  fiir  Da^Ot 

le  plan  5  D  JE  qui  pafle  par  le  fommet  5  du  cône  &  par 

*  Hjp         ^  tangente  D  £ ,  eft  parallèle  au  plan  APM ,  puifque* 

SD  eft  i>arallele  àAP.Sc  DE  à  PU:  d'où  il  /uit* 

'^D$f.io.&  nue  la  Séâion  M  AN  faite  parle  plan  APM  dans  la 

li-  iurface  Conique  ^  fera: une  Parabole  qui  aura  pour  dia- 

mètre la  ligne  AB.  De  plus  le  plan  touchant  Saf  îot^ 

^  Art.  i6y  me  dans  le  plan  >^i^_il^  *  une  tangente  A  F^  qui  fera 

parallèle  à  PMi  puifqu'dle  eft  la  commune  Sédion 
des  deux  plans  Safy  APM  y  qui  paffent  pax  les  parai- 

•t  I>ef.  14.     leles  af^  PM:  6c  par  eonfequent*  la  ligné  P  M  fera 

ordonnée  au  diamètre  A  B. 
FiG.  1J7.  -  **"•  Lorfque  la  Séâion  Conique  doit  être  une  EUipfe 

138.  ou  une  Hyperbole.  On  mènera  des  points  ^ ,  ^ ,  où  la 

jperpendiculaire  indéfinie  /'^  coupe  le  cercle,  par  les  ex^ 
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frremités  ^,  ^^  du  di^uneere  j4S^les  droites aA^tS^ 
qui  iè  rencontrent  au  point  S.  On  décriia  endiite  uii 
cône  qui  ait  pour  fbmmet  le  point  «S ,  &  P^^^  ^^  ^0 
cercle  aMbN.jt  dis  que  le  plan  AP M  rormera  dans 
la  fiirface  de  ce  cône  la  Sëâion  Jlf  ^  N  qu'on  demaa^ 
de.  Car  menant  S  D  parallèle  au  diamètre  AS  de  la 
Sëdion  y  &  qui  rencontre  en  B  le  diametf  e  ab  de  la  bafè  j 
par  où  &  par  les  extrémités  a,  b^  fbient  tirées  les  paraL 
leles  DE^afybgyi  PM>il  eft  clair  que  le  plan  SDE 
fera  parallèle  au  plan  APM^&c  qu'ainfi  D  £  ^fèra  la  ^  Difi  f. 

Or  dans  r£llipfè  le  point  D  tombe  fîir  le 
ab  prolongé  hors  le  cercle  j  puifbue  le  dia» 
mètre  AB  de  la  Séâion^  tombe  dans  langw  aSb  fait 

})ar  \ts  côtés  du  cône  Sa^  Sb:  6c^ax  contraire  dam 
'Hyperbole  le  point  D  tombe  au  dedans  du  cercle  { 
puifqu'alors  le  diamètre  A£  tombe  dans  Tangle  kSA 
oui  eft  à  côté  de  Tanglei^^^.  D'où  il  fiiit  félon  la  Dé. 
nnition  lo.  que  la  Séâion  MAN  efk,  une  Ellipfe  dans 
le  premier  cas ,  &  une  Hyperbole  dans  le  fécond.  De 
plus  la  tangente  ^JF  qui  pa({e  par  l'extrémité  A  du  dia. 
mètre  ABjéta,nt  la  commune  Séâion dujplan  touchant 
SafCcdu  plan  coupant  APM,  qui  paâÊent par  les  pa-/ 
lalleles  af^  PMy  lera  parallèle  à  /^  JVf  ;  &  cfc  même  la 
tangente  B  G  étant  la  commune  Séâion  du  i^an  tou-> 
chant  5^g  &  du  plan  coupant  AP  M^  lefquels  paflent 
par  les  deux  parallèles  bgyP  M^  fera  auiS  parallèle  i 
P  Aï.  D'où  l'on  voit  que  la  ligne  ABtA*un  diamètre  *^(/Cij.  & 
qui  a  pour  ordonnée  P  M.  *♦• 

Jl  peut  arriver  dans  l'Ëllipie  que  les  lignes  Aa^Bb^ 
foient  parallèles  entr'elles  ^  mais  alors  il  n'y  aura  qu'è 
prendre  pour  le  centre  C  du  cercle  a  Mb  N,  tel  autre 
point  qu'on  voudra  de  la  ligne  afk 

D  e'  F  I  K  r  T  I  ^  N. 

i6. 
Si  par  les  deux  points  D ,  JS ,  où  la  Diréârîce  coupe    p  -^ 
la  baie  ,  lorique  la  Séâion  eft  une  Hyperbole  ^  on  tire.        *  ''^* 

Zij 


«tei«  Tfti^nttâs  Dfi.KKi  &  que  par  le  Sdmmet  5 

tt  ctk  Tansem»,  cm  f aâe  paâTei  dçux  plans  SDH, 

SRK^^  les  deux  lignes dfoMie^  iadéfinies  CJhl^CK^  quç 

1  CCI  deux  pl^ans  forixient  par  leurs  rencontres  avec  le  ç\ar 

\  dea  Hyperboles,  ibnc^  appellée^  ^m^/a/^z, 

C  O  &  O    L  L  ▲   I   R  s      L 

'  *7^*  Sx  par  un  point  d'attouchement  Dy  Ton  roene 
•  Jb  côté  DS  prolonge  indéfiniment  de  part  &  d'autre 
du  Sommet  S:  il  eft  vifible  que  Je  plan  5JD/f  ne  peut 
ajKoir  de  commuQ  avecJes  deux  furfaces  Coniques  op-^ 
pofées  que  ce  côté  5  puifque  tous  les  points  de  la  Tar^« 
genre  D  M  tombent  nors  la  circonférence  de  la  baie , 
excepté  Je  feul  point  D;  Or  le  plan  SDEqui  paffe  jpar 
*  Dif.  9.      le  Sommet  S  &  par  Id  Dirééb-ice  D  E ,  étant  *  parallèle 

au  plam  des  Hyperboles  oppoices ,  les  communes  Sec- 
tions SDy  CHjàccQs  deu^  plans  avec  le  même  plan 
SDH  feront  parallèles  entr*elles -,  c'cft  pourquoi  r A- 
iymptote  CH  tombera  toute  entière  au  dehors  &  entre 
ksdeux  ftirfâces  Coniques  oppofées ,  &  laiâera  par  confc. 

3uent  les  Hyperboles  oppofces  toutesentieres  de  part  & 
'autre  fens  les  rencontrer.  On  prouvera  la  même  choie 
de  l'autre  Afymptote  CX.Or  comme  les  deux  Afymptotea 
CH iCKy  font  formées  par  les  plans  SD H^  SEK ,  qui 
tombent  dt;  part  &  d'autre  de  la  même  furface  Conique 
81  de  §i>tk  cfpfofêe  ^  il  s'eniiiit  aue  tous  les  points  de  llHlyw 
>  perbole  Fy4G  font  compris  dans  l'angle  HCKy&ù q[ue 

tous  les  points  de  fon  oppbfëe  tombent  dans  l'angle  qui 
lui  eft  oppofë  au  Sommet. 

PROPOSITION    VIL 

« 

Théorème. 

VxG,  ijj*'         17'*  Si  far»n  pint  quelconque  B  tPune  Afymptote  C  K^ 

t^nn  mené  une  faraff^U  B^A  i  t autre  Afpnfme  QW^^je  dis. 


E 
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qu*eBe  rëncamtera  tune  des  Hyperboles  cppofes  en  un  feul 
foint  Ay(^  qn'itam  prolongée  indéfiniment  ^  elle  tombera  tôu^ 
te  entière  au  dedans. 

Puifque  les  deux  lignes ^^^  SD^  font  parallèles  â 
la  même  ligne  CH^  elles  le  feront  entr'ellesj  &  amfi 
elles  fe  trouveront  dans  un  même  plan^  leduel  enci'èra 
au  dedans  des  deux  furfaces  Coniques  oppofëes,  puifqu'il 
paflèpar  Tun  de  leufs  côtés  5JD^  &;  qu'il  fait  un  angle 
avec  le  plan  SDH  qui  la  touche  dans  ce  côté.  Le  plan  àit% 
parallèles  ^^,  SD ,  formera  donc  dans  \^%  deux  furfaces 
Coniques,  deux  côtes ,  dont  l'un  eft  le  côté  SZ)f  &  l'autre 
le  côté  Sa^  qui  coupera  neceffairement  la  ligne  BA  en 
quelque  point  j4^  puifqu'il  eiV  fitué  dans  k  plan  qui  paflè 
par  \t%  parallèles  5  2),  AB^  &  qu'il  coupe  S  D  en  S. 
Donc  puifque  le  point  A  fe  trouve  en  même  temps  dans 
Tune  au  furfaces  Coniques  &  dans  le  plan  des  Hyper, 
boles ,  il  appartiendra  a  Tune  de  ces  Hyperboles.  De 
plus  puifque  la  ligne  BA  étant  prolongée  indéâiiimenti 
du  côté  du  point  A^  tombe  toute  eliitiere  dans  le  plane 
DSa  renfermé  entre  les  cotez  i>5.  Sa  y  lorfque  le 
point  A  appartient  à  l'Hyperbole  F  A  G- ^  Si  dans  fbiï 
eppofé  au  Sommet  ASd  lorfqu'il  appairtient  à  l'Hyper-  y^ 
bole  oppofee  -,  il  eft  vifîble  qu'elle  tombera  toute  entiè- 
re au  dedans  de  Tune  des  deux  furfaces  Coniques ,  6e 
par  conféquent  auf&  au  dedans  de  l'Hyperbole  qui  en 
efl  larSéâion.   Ce  qu*ilfalloit  démontrer. 

CoROLLAI-ilEt      L 

2*7 *•  De- LA  on  voit  qu'entre  une  Hyperbole  FAQ 
&  fbn  Afymptote  C//,  on  ne  fçauroic  taire  paflèr  au. 
cune  ligne  parallèle  à  cette  Afymptote.  Or  comme  la 
ligne  J3A  lepare  l'Hyperbole  qu'elle  rencontre  en  deux 
poitions  inciéfînies ,  dont  l'une  tombe  necefïàirement 
toute  entière  dans  Tefpace  compris  entre  les  parallèles 
B  y4^  CH'y  il  s'enfuit  que  plus  CB  deviendra  petite, 
plus  le  point  A  avancera  dans  cette  portion  ^  &  cela 
toujours  de  plus  en  plus  jufq^u'à  ce  qiie  CB  deviexuie 
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plas  pedte  qu'aucune  grandeur  donnée.  Ceft  â  dire  ^ 
qu'une  Hyperbpie  &  f on  Afymptote  étant  Tune  &  l'au- 
tre continuée  indéfiniment ,  elles  s'approcheront  toû^ 
jours  de  plus  en  plus ,  en  forte  que  leur  diftance  deviens 
dra  enfin  moindre  qu'aucune  donnée ,  £uis  pouvoir 
^^rp.  %jo.  néanmoins  *  jamais  ic  rencontrer. 

PROPOSITION    VIIL 

Problème. 

Fxo.  140.        ^-yJ-LiE^  Afympotes  CH,  CK^  J^me  Hyperbole 

IpAG  étant  damées  avec  un  de  [es  points  quekmques  F ,  de-» 
crire  ^Hyperbole. 

Ayant  mené  par  le  point  donné  F  ^  une  ligne  droite 
quelconque  H  K  terminée  par  les  afymptotes ,  on  fera 
pailer  par  cette  ligne  un  plan  quelconque  autre  que  le 

Elan  HCKt,  dans  lequel  on  tirera  par  le  point  cle  mi- 
eu  P  de  HK  une  perpendiculaire  indéfinie  MN  à 
cette  ligne  -y  ^  on  décrira  d'un  de  fès  points  quelcon- 
qucs  O  comme  centre ,  &  du  rayon  OF^  un  cercle 
jFMN.  On  mènera  des  points  H ,  Kj  deuxTangen^ 
tes  HD^K£^àcQ  cercle  j  &  pair  les  points  d'attouchc- 
mens D  ^E,  deux  parallèles  US,  £ 6 ,  aux  Afymptotes 
ÇH ,  CK^  iefquelles  fe  rencontreront  en  un  point  S  i 
duquel  comme  Sommet ,  on  décrira  une  furfacç  Coni^ 
que  qui  ait  pour  bafè  le  cercle  FM  N.]^  dis  que  cette 
iurface  Conique  formera  par  fà  rencontre  avçc  le  plan 
HCKy  J'HyperMe  requife  FAG. 

Il  eft  clair  narla  propriété  du  cercle  FM  Ni  i"*.  Que 

U  corde  FG^lk  divifëe  par  le  milieu  au  point  P^  par  le 

*  //yf .         diamètre  MN  qui  lui  eft  *  perpendiculaire  j  &  partant^ 

puifque  par  la  conftruâion  PH^^PK^il  s'enluit  que 
FH=::GK  ^  GH=zF Ki  &C  pSLr<:onféqmnt  GFJ xH F 

z=F^xKG.i''.  QuQGHxHF^HD\iC  FK^KG 
=:K£\  &  qu'ainfi  HD=KE.f.  Que  fi  l'on  prolon, 
ge  les  Tangentes  HD^KB^  jufqu*à  ce  qu'elles  &  ren* 
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coiicrenr  en  un  point  Q^  les  parties  DQy  Ed^,  fèiront 
égales  entr'elles.  Ce  oui  donne  JD  j^  Ed::  B  H.  EKi 
D'où  Ton  voit  que  la  ligne  D  E  qui  joint  les  points  d'at- 
touchemens  des  deux  Tangentes  H  Dy  X£, fera  paral- 
lèle à  la  ligne  /f  a:,  &  le  plan  5I>  £  au  plan  CHK: 
c*eft  pourquoi  la  ligne  DE  fera  *  la Dirédrice 5  &  corn-  ♦!)#/  ^. 
me  elle  coupe  la  bafe  en  deux  points,  la  Sëâion  Coni- 
que Fj4G*  fera  une  Hyperbole.  De  plus  il  eft  évident  *2>^  |^ 
que  cette  Hyperbole  paflera  par  le  point  donné  F ,  puit 
que  ce  point  eft  commun  tant  à  la  furface  Conique  y 
}u'au  plan  H  CK  qui  eft  celui  de  THyperbole  j  &  qu'el- 
e  aura  pour  Afymptotes  les  lignes  CH,CK,  pûifau'el- 
les  ibnt  '^  les  communes  Sédions  des  plans  toucnans^I7e/,i|« 
SDH,SEK,&cdu  plan  de  THyperbole, 

S'il  arrivoît  que  les  Tangentes  DHyEKy  foflent pa- 
rallèles entr'elles  y  on  verroit  alors  tout  d'un  coup  que 
les  lignes  Z)£, //iC^feroient parallèles  entr'elles,  puifl 
que  ces  Tangentes  font  égales  5  &  le  refte  fe  démontre- 
xoit  de  la  même  manière  que  ci-deiTus. 

PRO  POSITI  ON    IX. 

Théorème, 

*74*  S'iL/^  ^«^  i%^^5  droites  MNy  AB,  termi^  Fro.  141* 
nées  par  une  Sétiian  Conique  ou  par  les  SéBions  ofpofées ,  -  -  - 
lefquelles  ferencontrem  en  un  point  P  j  ^  qui  foient  parallèles 
i  deux  autres  lignes ^  SE,  SD,  données  de  pofitien:  je  dis 
fue  le  rèfiaugle  MPxPN  ejl  au  ré&angle  AP x?B,  en 
raifon  donnée  î  c'eft  â  dire  que  la  raïfon  de  ces  deux  rèEiaf^les 
demeure  toujours  la  même  y  en  quelque  endroit  que  puiffe  tom^ 
ber  Us  deux  liyies  M  N,  A  B. 

Ayant  mené  par  les  parallèles  SE^MT^^ScSD^  ÀB\ 
deux  plans ,  ih  formeront  dans  le  plan  de  la  baftr ,  deux 
lignes  droites  Enm^  Uba^  &  dans  la  furface  Conique 
les  côtés  SMm^  .Ç  Vln^  SAa^  5^Aî&leur  commune 
interféâion  fera  la  l^oe  5  Pp ,  qui  rencontre  le  plan  de 
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la  baie  au  point  py  où  les  deux  droites  Em^  Da^  s'eii-^ 
trecoupent  )  par  leauel  je  mené  dans  le  plan  SMN  hL 
droite  HK  parallèle  i  MN^U  dans  le  plan  SABl^ 
droite  iF* G  parallèle  à  j4S.  Cela  pofë. 

Les  triangles  Icmblablés  SPM^SfHi  SPNjSpKi 
SPA,  SpFi  SPSySfGy  àonmntMP^PN.Hf>^pK 
::  SP^.  Sf  II  AP^PB.  Pf^fG.  Et  partant  on  aura 
MP^PN.  AP^PBzi  Hpy^pK.  FpxpG.  Or  larai- 
fon  de  HpxpK  à  Ppyf^p  G^  eft  compofée  àts  deux  râl- 
ions de  jF/J>x^X  â  mp^pn^  &  de  mp^pn  ou  par  la 
propriété  du  cercle  apxpb  i  pp^pG.  Mais  â  caufe  des 
triangles  femblables  Hpnty  SEm^  &  Kpn^  SEn^  il 
vient  H  p.  nipi:  SE.  m  E.  Et  pK.  pnx:  SB.  En.  Et  en 
multipliant  les  Ântecedens  &  les  Conféguens  de  ces 

deux  raifonSj  HpxpK.  mpxpni:  S  E  .mExEn:  on 
prouvera  de  même  â  cau^  Aq%  triangles  femblables 
FpUy  SDay  &  GpHy  SDb^  C{\xt  ap^pb.  Fp>ipG:: 

aD^Db.  SZ)*.  Ileft  donc  évident  que  la  raifbn  de 
MP^PI/  à  A^P>^PBy  eft  compofée  des  deux  raifbns 

'dtJ^^imExEny  &  dt  aDxDbkSD^y  lefquelles 
par  la  propriété  du  cercle  qui  efl  la  bafè  du  cône  y  de- 
meurent toujours  les  mêmes  en  quelque  endroit  que 
tombent  les  droites  M  N ,  AB ,  parce  que  les  points 
Ey  Dy  ne  changent  point.  Donc  le réâangle  MP^PIT 


COHOLLAIRE, 

F  I  c.  145.       ^7  J*  \y  fi-L  A  on  voit  que  fî  dans  une  Sédion  Conî- 
H4»  que,  où  entre  les  Sédionsoppofces^  il  y  a  deux  lignes 

droites  MtJ'y  ORy  parallèles  entr'elles  &  qui  rencon- 
trent aux  points. -P^  Q^  une  troifiéme  ligne  droite-^^ 
audî  termdnée  par  la  Séâioa^  on  aura  MP^PN. 
OQ^dKixAP^PB.  AQj^QJi. 


PROP. 


. 
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PROPOSITION    X. 

Thcorêmc. 

^une  MyferhoU  M  A  N ,  tm  tire  une  li^  droite  A  B  faraU 
lele  au  cUé  du  cône  S  D^  mené  dans  la  Parabole  far  le  point 
D  oà  la  Dirétirice  touche  la  bafe ,  ^  dans  l* Hyperbole  par 
fun  des  deux  points  ou  elle  la  rencontre  5  ^  que  par  un  point 
quelconque  P  de  cette  liffie ,  ^on  tire  une  liyie  M  N  parais 
lele  à  une  liffte  S  £  domée  de  portion  ,  (^  terminée  par  la 
Se f lion  ou  par  les  SéHions  oppofèes  y  avec  une  autre  ligne  F  G 
parallèle  ^  la  liffie  Da  commune  SéHion  du  plan  S  A  B  avec 
celui  de  labafe^  ^  terminée  par  les  cbtés  Sa,  SD:  je  dis 
que  la  raifon  du  r£Hangle  M  P  x  P  N  au  retianglc  FPxPG 
ejl  donnée ,  c*efi  à  dire  qu^eUe  demeure  toujours  la  même ,  en 
quelque  endroit  de  la  lifffie  AB  que  tombe  le  point  P. 

Ayant  mené  par  les  parallèles  SB^  MN^  un  plan: 
il  formera  dans  celui  de  la  bafè  une  ligne  droite  Enmi 
dans  la  furface  Conique  les  côtes  SMm^SNny6c  dans 
Je  plan  SDa  Ja  ligne  SPp  qui  rencontre  la  bafè  au 

})oint  p  ^  où  les  lignes  Em^  Da^  s'entrecoupent,  par 
equel  je  mené  dans  le  plan  SMN  h  ligne  H  K  paral- 
lèle ijMN.  Cela  pofc,  les  triangles  fcmblables  SPMy 
SpHhSPN^SPKiSPF^Spai  SPGySPDÀon^ 

neront  MP^PN.  HpxpK  ::  SP\  5/  t:  FPxPG. 
apxpDy  ou  par  la  propriété  du  cercle  mp  xpn.  Et  par- 
tant on  aura  MPxPI/,  ppxPGn  HpxpK.  mpxpn. 
Mais  la  raifon  de  Hp^pK  impxpn^  eft  compofëe  des 
deux raifons  de  Hp  à  pm,^  dfipKipn^  c*eft  à  dire, 
i  cauiè  des  triangles  fèipblables  Hpm^  SEm^ic  Kpn, 
5  £«  3  des  deux  raifons  de  SE  àEm^  &  de  5£  à  Eny  & 
par   conféquent   HpxpR,   mpxpn^    ou   MP^PN. 

TP^PGi  :  SE*,  m  Ex  En.  Donc  puîfque  le  point  E  ne 
change  point  en  quelque  endroit  que  Ton  prenne  le 
poinc  P ,  &  que  tous  les  ré(fhtn|les  Emx  E  n  font  égau]^ 

Aa 
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par  la  propriété  du  cercle  j  il  s'enfuit  que  MP^PN 
eft  â  FPkPG  en  raifbn  donnée.  Cequ'Ufaloit  dénumtrer. 

Corollaire. 
Fie.  J4tf.       2.JJ.  De.la  il  eft  évident  que  fi  par  un  point 

quelconque  A  d*Une  Parabole  ou  d'une  Hyperbole 
M\A  A^>  l'on  mené  dam  la  Parabole  un  diamètre  AS^ 
&  dans  THyperbole  une  parallèle  AB  i  Tune  de  fes 
Aiyniptotes  5  &  que  par  deux  points  quelconques  P^  Qj 
de  la  ligne  ^JB y  Von  tire  deux  parallèles  M N j  OR, 
teroiinées  par  la  Séâion  ou  par  \çs  Séâions  oppofees  ^ 
on  mï^  MP^PjNT.  Od^QR  ::  A  P.  AQ^ 

Car  menant  le  plan  SAS  qui  forme  par  fa  rencon- 
tre avec  la  furfaee  Conique  les  côtés  iZ),  Sa  y  entre 
lefquels  le  côté  S  D  pafFcra  par  le  point  où  la  Dirédri- 
touche  la  bafè  lorfque  la  Sedion  eft  une  Parabole ,  & 
par  Tun  des  deux  points  où  la  Diréârrice  la  rencontre 
lorfque  c'eft  une  Hyperbole  5  &  tirant  dans  le  plan 
SDa  par  les  points  Py  Q^lts  droites  FGy  TV^  pa- 
rallèles à  D^;  il  eft  clair  par  la  Propofîtion  précéden- 
te que  MP^PN.  FP^PG  ::  O Q^  QR.  TQxQP^. 
Et  qu'ainfîiVf /^x/>JV.  OQ^QJti:  F  PxPG.TQ^QP'. 
Or  les  parties  PG^  QV^  des  lignes  FG^T  f^y  font  éga- 
les entr'elles î  puifque  les  lignes  ylSy  5 Défont  paral- 
lèles. Et  partant  M  P^P  N.  OQj^QR  ::  F  P.  TQ^ii 
AP.  Aq.  à  caufe  des  triangles  fèmblables  AP  F  y 
A QT.  Donc  ficc, 

CHAPITRE    IL 

De  l'Elliffe  en  particulier. 

Db'ï  INIT  I  ONS. 

17- 
Fie.  147.      Si  une  ligne  droite  indéfinie  SZ  qui  eft  hors  le  plan 

d'un,  cercle  VXY^  fe  meut  par  un  de  {^s  points  A^ùvu 
tour  de  la  circ9n^erejiçe  de  ce  cercle  toujours  paxaile^ 


le 
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Icment  à  elle-même ,  jufqu'à  ce  qu'elle  fbit  revenue  au 
même  point  d'où  elle  ccoit  partie  :  la  forface  convexe 
décrite  par  cette  ligne  SZ  aans  ce  mouvement;  eft  ap« 
pellce  Surface  tylindri^Me. 

î8. 
Cette  ligne  S  z  en  chaque  différente  pofîtion ,  en  eft 
toujours  appellée  le  Côté. 

19. 
Le  cercle  F^ATr^  la  £afe. 

20. 

La  droite  indéfinie  CO  menée  du  centre  C  de  la  ba(è 
parallèlement  aux  côtés ,  en  eft  l'j4xe. 

21. 

Le  fblide  indéfini  compris  par  la  bafe  VXY  &  par 
la  Surface  cylindrique ,  eft  appelle  Cylindre. 

II. 

Si  Ton  coupe  un  Cylindre  par  un  plan  qui  ne  /bit  point 
parallèle  à  (es  côtés  ^  ni  au  plan  de  fa  bafè  5  la  ligne 
rourbe  AMBN  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan 
avec  la  Surface  cylindrique ,  eft  appellée  Section  cylin^ 
drique. 

PROPOSITION     XL 

Théorème* 

17^*  Si  ^m  coupe  un  cylindre  far  mi  flan  nxj  faraffele  Fio.  147* 
au  flan  de  la  bafe  V  X  Y  j  la  Sihim  vx  y  fera  un  cercle  qui 
aura  four  centre  le  foint  c  oà  ce  flan  renamtre  taxe ,  ^faur 
rayon  une  lipie  ex  égale  au  rayon  QY.de  la  bafe. 

Car  menant  par  un  point  quelconque  x  de  la  Sec- 
tion V  xy  un  côté  xATae  la  Surface  cylindrique,  il  fera 
parallèle*  à  Taxe  Ce:  c'eft  pourquoi  on  pourra  faire  paC  *I>ffi  *o. 
1er  un  plan  par  ces  deux  lignes ,  qui  formera  par  Ci  ren^ 
contre  avec  les  deux  plans  parallèles  CVJCYyCvxy  ^ 
deux  droites  CJT,  ^x,  parallèles  entr'ellesj  &qui  fe- 
ront de  plus  égales ,  puifqu'ellçs  ibnc  renfermées  entre 

Âaij 
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Içs  parallèles  CCyATx.  Or  comme  cela  arrive  toujours 
en  quelque  endroit  de  la  Sédion  v  xy  qu'on  prenne  1« 
point  x,il  s'enfuit  que  toutes  les  lignes  ex  menées  du 
point  r,  aux  points  x  de  la  Scdion  v  atj^  ^  font  égales  au j: 
rayons- C^  de  la  bafè  :  c'eft  à  dire  que  la  Sédion  vxy 
fera  la  circonférence  d'un  cercle ,  qui  aura  pour  centre- 
le  point  Cy  où  le  plan  vxy  rencontre  Taxe  du  cylin- 
dre ,  &  pour  rayon  une  ligne  c  x  égale  au  rayon  CX' 
de  la  bafè.  Ce  qu*U  fallait  démontrer. 

PROPOSITION    XIL 

Théorème. 

F  ïG.  148.         ZJ^.  Toute  Bïïiffeput  être  re^rdéec^mme  uneSéc^ 

Eiion  cylinàrique.^ 

Ayant  mené  dans  la  bafè  du  cône  où  efî:  produite 
un  Ellipfè  quelconque ,  le  diamètre  a  b  qui  rencontre  à 
angles  droits  au  point  D  la  Dirédrice  Z)  E ,  foient  tirés 
fur  la  furface  Conique  les  côtex  Sa^  Sb ^  qui  rencon- 
trent le  plan  de  l'EiIipfe  aux  points  j4^  By  &c  dans  le$ 
plans  parallèles  AMB^  SDE^  les  droites  AB^  5D. 
Ayant  pris  DF  moyenne  proportionnelle  entre  aD^D^^ 
&  mené  à  5  -F les  parallèles  AG^BH^  foit  décrit  fur 
le  plan  de  la  bafè  du  cône  ^  un  cercle  qui  ait  pour  diame^ 
tre  la  ligne  G  H  ^  &une  furface  cylindrique  qui  ait  pour 
bafè  ce  cercle,  &c  pour  côtés  les  droites  A  G  y.  B-H* 
Celapofé. 

Je  dis  que  fî  par  un  point  quelconque  P  de  la  ligne 
ABy  Ton  tire  à  la  Dirédrice  i)  JS ^  une  parallèle  qui 
rencontre  la  furface  Conique  en  il/,  &  la  Cylindrique 
en  Oh  les  points  iW^,  0,  fè  confondront  l'un  avec  Tau- 
tre  &  n'en  feront  qu'un  fèul. 

Car  ayant  fait  pafïèr  par  cette  parallèle  un  plan  pa*. 
rallele  au  plan  des  deux  bafès  tant  du  cône  que  du  cy- 

*  -^rr^  a^59»  lindre,  il  formera  fur  la  furface  Conique  *  un  cercle 

KML  dont  le  centre  fera  la  commune  Séâion  de  ce 
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pl^n  avec  Taxe  du  cône,  &  fur  la  furfàce Cylindrique '^  ^^An.  vjl. 

un  autre  cercle  QMR  dont  le  centre  fera  la  commune 

Séâion  de  ce  même  plan  avec  Taxe  du  cylindre.  Or  le 

plan  Sab  pafle  *  par  Taxe  du  cône,  &  le  plan  AGHB  *^^f'  ^* 

(  qui  ne  fait  qu^un  fèul  plan  avec  celui  du  triangle  Sab) 

par  l'axe  *  du  cylindre  ^  &:  par  confëquent  les  lignes  '^B^tf.  %o^ 

KL  y  QJty  communes  Sédions  de  ces  deux  plans  y  avec  le 

1>lan  parallèle  (  à  k  baiè)qui  paj9e  par  la  lignei'O  Af ^feront 
es  diamètres  de  ces  deux  cercles  ^  &  cette  liene PO  M 
fera  perpendiculaire  à  ces  diamètres,  puifqu'eîle  e(l*pa.  *  ifyp. 
rallele  à  DE  qui  efl  *  perpendiculaire  iai&ci  G  H  qui  ne  ♦  ^yp* 
font*  qu'une  même  ligne,  à  laquelle  les  diamètres  KZ  "^ ^it* 
&  ^  it  qui  ne  font  auSî  qu'une  même  ligne ,  font  parai- 
leles.  De  plus  les  lignes  A B^SD,  étant  formées  par 
ks  rencontres  du  même  plan  S6a  avec  deux  plans  pa* 
ralleles  entr'eux  5  fçavoir,  le  plan  SDE&c  celui  de  TEL 
Ëpfè ,  feront  auflî  parallèles  enCr'elles.    Ceci  bien   en- 
tendu, 

1^  Dans  le  cône, à  caufèdu cercle  KMLy  on  aura 

PM^=^KP>^PLi  &  à  caufe  des  triangles  fèmblables 
APK,  SDa^  &  />^Z,5D*,  il  vient  A  P.  KPn 
SD.  a  D.Et  PB.  P  L\\  S  D.    Pb.    D'où  il  fuit  que 

AP^PB.  KPy.PL  ou  P7A\x  SD\  aD^^Db. 
z^.  Dans  le  cylindre,  à  caufe  du  cercle  QO'R^  on  aura 

pd'=^Q^P^PRy  &  i  caufè  des  triangles  femblables 
AP  CL^  SDF^Sc  PBRy  SDF^  où  formera  ces  deux 
proportions  A  P.  QJ?  ::  SD.  DF.  Et  PS.  PR  ::  SP. 

PP.  D'oùil  fuit  que  AP>iPB.  QJ^^QR  ou  /^O*  :^ 

JdV  PP"^  ou  aPxpb.  Donc  PM^=Po\  & 
PM  =  PO.  Donc  les  points  il/,  0,fê  confondent  l'un 
avec  l'autre  ,&  n'en  font  qu'un  feul.  Donc,.puifque  cela 

'  ^ue  endroit  de  la  ligne  AB  que 
il  s'enfuit  que  le  plan  de  l'Ellipfè 
Coniques  &  Cylindriques  dans 
Jes  même5  points ,  &  qu'ainfî  toute  EUipfè  peut  toujours 
être  regardée  comme  une  Séâion  cylindrique. 

Aa  iij, 
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Avertissement. 

Comme  un  Cylindre  eft  moins  compofe  qu'un  cône , 
en  ce  que  tous  ies  côtés  font  parallèles  entr^ux  j  au  lieu 
que  dans  le  cône  ils  aboutirent  tous  au  même  point  qui 
en  eft  le  fbmmet  5  on  a  pris  le  parti  de  regarder  dans  ce 
Chapitre,  TEllipie  comme  la  Séâion  d'un  cylindre.  Ce 
qui  fait  qu'on  peut  démontrer  tout  à  la  fois  les  proprie* 
tés  de  tous  fçs  diamètres  5  &  que  fè  fèrvant  enfuite  dans 
le  cône  (  comme  Ton  rerra  dans  le  Chapitre  iîiivant  ) 
de  plans  Elliptiques  au  lieu  de  circulaires ,  on  prouver^ 
les  mêmes  chofes  dans  la  Parabole  &  Hyperbole  avec 
une  extrême  facilité. 

PROPOSITION    XIIL 

Thcorême. 

Fïo.  149-  iSo.'J'ous  les  diamètres  d'une  Ellipfe  pafentparm 
feul  ^  unique  point  ^  qui  eft  celui  oit  le  plan  de  ^ Ellipfe  ren^ 
eontre  l^axe  du  cylindre  i  ^  y  font  coupés  en  deux  parties  éyt^ 
les. 

Et  réciproquement  toutes  les  lipies  quipaffent  par  ce  points 
(^  qui  font  terminées  de  part  ^  £  autre  par  P  Ellipfe  i  y  font 
coupées  en  deux  également^  ^  en  font  des  diamètres. 

On  nomme  ce  point  le  Centre  dç  l'EUipiê. 

i^  Soit  A3  Mn  diamètre  quelconque,  biClç  point 

où  le  plan  de  TEllip/e  rencontre  Taxe  du  cylindre.    Si 

Ton  mené  les  lignes  Aa^Bb y  parallèles  à  Taxe  Cr,  il 

^T>tf.  10.     ^^  clair  *  qu'elles  feront  des  côtés  de  la  furface  cylindri- 

que,  &  que  \^%  deux  plans  FAa^  GBb^  qui  paflçnt 
par  Q^s  deux  liençs,  &  par  les  deux  tangentes  A  F^BG^ 
qui  felon  la  définition  des  diamètres,  doivent  être  pa, 
ralleles  çntr^elles ,  feront  parallèles  entr'cux ,  &  touche- 
ront  la  iîirface  cylindrique  dans  Içs  côtés  Aay  Bti 
d*où  il  fuit  que  ces  deux  plans  formeront  dans  le  plan 
de  la  b^fe  açux  Ijgnçs  af^  bg,  parallèles  çnçr'çlles,  Se 
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Des  trois  Sect.  CokiQs^en  général,     ift 

qui  toucheront  la  bafe  aux  points  a^i^  où  les  côtés 
y/^,^^,  la  rencontrent.  Or  il  eft  démontre  dans  les 
Elemeps  de  Géométrie  ,  que  la  ligne  ai  qui  joint  les 
points  d'attouchement  de  deux  tangentes  parallèles 
afj  bgy  d'un  cercle ,  pafle  par  fon  centre  c.  Partant  le 
plan  AabB  paflèra  par  Taxe  Ce  du  cylindre  j  &  la  li- 
gne AB  y  qui  eft  la  rencontre  de  ce  plan  avec  celui  de 
rEllipfe ,  paflèra  par  le  point  C  où  cet  axe  rencontre  le* 
plan  de  rEllipfe.  De  plus  â  cauie  des  parallèles  Aa, 
BtyCci  il  en  évident  que  le  diamètre  ^^  de  TEllip* 
fè,  eft  divifé  en  deux  également  au  point  Cl  puifque. 
le  diamètre  ^  ^  du  cercle  Teft  au  point  c  qui  en  eft  le 
centre.  Ce  quUl  faUoU  démontrer  en  premier  hen. 

1**.  Si  l'on  mené  par  les  extrémités  Ay  B^  d'une  ligne 

Quelconque  AB ,  qui  paflè  par  le  point  C  où  le  plan 
e  TElliplc  rencontre  Taxe  Ce  du  cylindre,  les  lignes 
Aa^  Bby  parallèles  a  cet  axe  5  il  eft  clair  félon  la  défi- 
nition 17.  de  la  furface  cylindrique,  qu'elles  en  feront  des 
côtés,  &  que  le  plan  AabB  paflera  par  Taxe  Cr  du 
cylindre.  D*où  Ton  voit  que  la  ligne  ab  commune  Sec- 
tion de  ce  plan  &  de. celui  de  la  bafe ,  pafle  par  le  cen- 
tre c  de  la  bafe  j  âcqu'ainfl^  puifqu'elle  y  eft  coupée  en 
deux  également,  la  ligne  ^i?  la  fera  auffi  au  point  C. 
De  plus  les  tangentes  af^  bg,  qui  paflènt  par  les  extré- 
mités du  diamètre  ab  étant  parallèles  entr'elles5  les 
plans  touchans  faAy  gbB ^  feront  parallèles  entr'eux , 
£c  formeront  dans  le  plan  de  TEllipfe  deux  lignes  pa- 
rallèles A  F ,  BG,  qui  la  toucheront  aux  extrémités 
A  y  ^,  de  la  ligne  AB^  qui  en  fera  par  conféquent  un 
diamètre.  C^ejff  ce  qu'il  faMoic  démemrer  en  fécond  lieu. 


Corollaire. 


« 

loi,  |3e-la  il  eft  évident  que  par  un  point  donné 
ùir  le  plan  d'une  Ellipfe  autre  que  le  centre ,  on  oe  peut 
faire  paifer  qu'un  feul  diamètre. 


ij»  Livre    S  i  x  i  e^m  e. 

PJR.OPOSITION    XIV. 

Thcorêxne. 

Fi  a*  14^*        201.  TouTF  ordonnée  MPN  de  part  ^  £  autre  à  un 

diamètre  A^^efi  coufh  en  deux  également  far  ce  diamètre  en 
m  f  oint  P. 

Et  rhifroquement fi  une  lime  quelconque  M  P  N  terminée 
f^ar  une  EBipfe  ^  qui  ne  pa^e  point  par  le  centre  C,  efi  cou* 
pie  en  deux  également  en  P ,  par  un  diamètre  A  B  3  elle  fera 
ordonnée  de  part  (^  d* autre  k  ce  diamètre. 

Ayant  menje  par  ks  points  A  ^ByM^N  ylts  côtés 
^Aa^  Bb^Mm^  Nn%  parallèles  à  Taxe  Ce  du  cylindiie , 
&  oui  rencontrent  le  plan  de  la  baie  au^  points  a^b^m^hi 
U  ligne  Pp  comjxmt^  Siiâion  des  deux  plans  AabB^ 
MmnTsfy  ferajparallele  aux  côtés  du  cylindre,  puifque 
tous  \ts  côtés  font  parallèles  entr*eux.  De  plus  le  plan 
AabB  paflèra  par  Taxe  Ce  du  cylindre ,  puifque  le  dia* 
mètre  A  B  P^ié  p^r  Ip  point  C  où  cjet  axe  rencontre  le 
plan  de  i'Ellipfè  5  &  il  tormera  paj  conféquent  dans  le 
plan  de  û  bafp  une  ligne  a  b  qui  pailèra  par  le  centrer^ 
c'eft  à  dire ,  un  diamètre.  Cela  pofé, 

Puifque  par  la  fuppo/îtion  la  ligne  MP Nt^  ordon^ 
çée  de  part  ^  d'autre  au  diamètre  AB ,  elle  fera  parais 
lele  aux  tangentes  AF y  BGy  qui  paflent  par  lesextrc* 
mités  de  çc  diamètre  -,  &  par  confëiquent  les  plans  tou^ 
çhans  PAa^GB  by feront  parallèles  au  plan  MmnN. 
J^es  lignes  que  cjes  trois  plans  forment  dans  le  plan  de 
Ja  bafe  y  fç^vo^r  Ips  deux  tangentes  afy  ^  g ,  &  la  ligne 
mn y  feront  donc  parallèles  entr'elles 5  &  ainfi  la  ligne 
m  n  fera  perpendiculaire  au  diamètre  a  b  y  qui  la  divife*- 
ra  par  conséquent  en  deux  parties  égales  ^\x  point  p. 
D'où  il  fuit  i  caufe  des  parallèles  Mm  y  Ppy  Nny  que 
la  Jignç  M  2^  fera  auljî  .diyifeç  çn  deux  parties  égaies 
jau  point  P.  , 

jVJ^atçnant  jpour  Pjrouyjîir  h  coavçrfe  ^  on  mençr^ 

dan* 
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Des  trois  Sect.  Coniq^eij'  général,   t^j 


dans  le  plan  de  TEllip/è  deux  tangentes  AF ^  £G^*p3i^  *^r>.  1^7. 
rallcles  a  JVf  iST  3  &  ayant  tire  par  leurs  points  d'attou- 
chemens  le  diamètre  AB ,  il  eft  clair  félon  les  définitions 
13.  &  14.  que  cette  ligne  M  N  fera  ordonnée  de  part 
&  d'autre  â  ce  diamètre /&  par  confëquent  (ielon  ce 
qu'on  vient  de  démontrer  )  coupée  en  deux  également 
en  P  par  ce  même  diamètre.  Or  comme  Ton  ne  peut 
mener  par  le  point  P  *  qu'un  feul  diamètre ,  il  s'enfuit  *  An.  181, 
que  fî  une  ligne  MN  terminée  par  une  EUipfè,  &  qui 
ne  paffe  point  par  le  centre  C ,  eft  coupée  en  deux  éga- 
lement en  P  par  un  diamètre  A£^  elle  lui  fera  ordon^ 
donnée  de  part  &  d'autre. 

PROPOSITION    XV. 

Théorème. 

'l^}»  S' ti- y  a  dans  une  Ellifje  deux  diamètres  AB^DEi  ^^^*  H»' 
dont  tun  £eux  D  1£,  fiit  paraBele  aux  Tafi§fites  A  F ,  B  G , 
qui  fajfent  fat  les  extrémités  de  1! autre  AB  ;  je  dis  récipro^ 
quement  que  le  diamètre  A  B  fera  parallèle  aux  Tangentes 
qui  pajfentpar  les  extrémités  du  diamètre  D  E. 

Les  deux  diamètres  ^^,  DE^  font  appelles  Cmju* 
gués  l'un  â  l'autre. 

Ayant  mené  par  les  points  A^JB^Dy  Ey  les  côtés 
Aay  Bby  Ddy  Ec^  du  cylindre  y  lefqucls  rencontrent  le  plan 
delà  bafe  aux  points  a^b^dy  eh  les  plans  AahBy 
JOde  Ey  pafleront  par  l'axe  Cr  du  cylindre,  puifque  les 
lignes  A3  y  DBy  font  des  diamètres  de  l'EUipfèj  ôc 
formeront  par  confcquent  dans  le  plan  de  la  bafe,  deux 
diamètres  aby  de.  Or  le  plan  touchant  E  Aa  étant  pa- 
rallèle au  plan  DdeE^  formera  dans  le  plan  de  la  bafè 
une  Tangente  /^/parallèle  au  diamètre  dey  lequel  dia- 
mette  fera  par  conféquent  perpendiculaire  fur  le  dia* 
mètre  a  b.  Si  donc  l'on  mené  par  l'une  des  extrémités  d 
du  diamètre  ^^une  Tangente  dh  au  cercle,  elle  fera 
parallèle  au  diamètre  aby  &  le  plan  hdD  parallèle  au 
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194  LiTRB    Sixie'mb. 

plan  AdbB:  c'eft  pourquoi  les  communes  Sédions  de 
ces  deux  plans  avec  le  plan  de  rjEllipfe,  fçavoir  la 
Tangente  DU  &  le  diamètre  ABy  font  parallèles  entr*- 
elles.  On  prouvera  la  même  cholè  à  Tcgard  de  la  Tan- 
gente qui  paÛë  par  l'autre  extrémité  E  du  diamètre 
i>£-Donc&c. 

CO&OXLAI&S      L 

284.  i3h-la  il  eft  évident  que  sH  y  a  deux  diamè- 
tres conjugués  ABy  DE  y  dans  une  Ëilipfè}  les  deux 
plans  qui  paÛènt  par  ces  diamètres  &  par  Taxe  C^  du 
cylindre  ,  formeront  dans  le  plan  de  la  bafè  deux  dia- 
mètres aby  de  y  qui  feront  perpendiculaires  entr*eux^ 
ce  qui  efl:  réciproque. 

COROLLAIKE      IL 

Zo J.  Il  fuit  encore  de  cette  Propofîtron  que  d  par 
on  point  quelc^Mue  F  d'un  diamètre  ABy  on  mené 
une  ordonnée iflft^iST de  part  &  d'autre,  elle  ferap-araU 
lele  au  diamètre  DE  qui  lui  eft  conjugué j  &  qu'ainfi 

»-^^  275;  on  aura  *  MP^PN  ou  ¥m^.  DCkCE  ou  PC  z  t 

AP^PB^  ACxCB  ou  AC^.   Ce  qui   donne  PM*. 

APxpB  ::  DC\  AC  :x^DC*  ou  jTê'.  4^C*  oa 

j4B  .  Ceft  à  dire  que  le  quarré  d'une  ordonnée  quel- 
conque JVf  P  à  un  diamètre  ABy  eft  au  rédangle 
APy^PB  fait  des  parties  de  ce  diamètre ,  comme  le  quar- 
ré  du  diamètre  DE  qui  lui  eft  conjugué ,  eft  au  quarré  da 
diamètre -^^. 

PROPOSITION    XVL 

Théorème. 

F I  G.  150k.         ^"^*  Si  t^  «  ?*»»  ^9tlc»nque  M  d'nneBBiffe  AMBf, 

Tt;*  m^»;  mu  Taagente  FMG  ^i  rencontre  aux  f oint  s 
F  »  G ,  àeux  autres  Tangentes  A  F,  B  G,  faraUeieientr^elles  t 
jedisque^U,  MGi:  AF.  BG. 


Des  TKOIS  SeCT.  CONIC^  EN  GENERAL.    T^f 

Ayant  mené  parles  points  d'attouchemens  j4,Ss  M  y 
les  côtés  j4ay  Bby  Mm  ^  du  cylindre ,  &  iBiit  paâfer par  ces 
côtés  &  par  les  Tangentes  AF^BG^FGyits  trois  plans 
FAa^GBh^  F  Mm  y  ou  GMmi  ileft  clair  que  les  com^ 
munes  Séâions  Ff^  G  g ,  des  deux  premiers  plans  avec 
le  troiiîéme,  feront  parallèles  tant  entr*elles,  qu^avec 
les  côtés  du  cylindre  j  car  les  deux  plans  FM  m ,  FA^^ 
paflànt  par  les  côtés  Mm^Aa^  qui  font  parallèles  en^ 
tr'eux,  leur  commune  Séâion  Fffcrx  parallèle  à  ces 
côtés }  6c  par  la  même  raifbn  G  g  commune  Séâion  des 
deux  plans  GBbyGMm^  (era  parallèle  aux  côtés  Bb^ 
M  m.  De  plus  les  lignes  af^  bg ,  que  forment  les  plans 
touchans  parallèles  f^^^  3  G^^  3  dans  le  plan  de  la  bafe , 
en  feront  des  Tangentes  parallèles  )  les  parties/ivi,  mg  ^  de 
la  troifîéme  Tangente  formée  dans  le  plan  de  la  baM  par 
le  troifîéme  plan  touchant  FMm^  ou  GMm^  feront  éga^ 
les  (  parla  propriété  du  cercle)  aux  Tangentes ^/^  bgi 
f^avoir,  fmàfa,  &  m  g  àgb.  Cela  pofè. 

A  caufe  des  lignes  Aa^  Ff^  Mm^  Ggy  Bbi  &  AF^ 
BOi  èc  af^  ^g,  qui  font  parallèles  entr'elles,  on  aura 
FM.  MG  ::  fm  OMfa.  mg  ou  gb  :t  FA.  GB.  Ce  qu'il 
fallait  dhmmtnr. 

COHOLLAIRE       L 

iSj^Si  1*^^  mené -par  les  points  d'attouchement 
A  y  By  àts  deux  Tangentes  parallèles  entr'elles  AFy  BG  , 
un  diamètre  AB  qui  rencontre  en  Tla  Tangente  FMOy 
&  qu'on  tire  l'ordonnée  MF  à  ce  diamètre  :  il  efl:  évi- 
dent que  AP.  PB  :  :  FM.  MO  :  :  A  F.  BO  ::  AT. 
MT:  Et  qu'ainfi  PB--AF.  PB  :  :  BT^AT  ou 
AB.BT. 

COKOLLAIJIE      IL 

288*  I3h-la  on  tire  la  manière  fidvante  de  mener 
d'un  point  donné  M  fur  une  Ellipfe  la  Tangente  MT^ 
un  diamètre  ABéuia,  donné  avec  la  pontion  de  fès 
ordonnées. 

Bbij 
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De  Tune  des  extrémités  £  du  diamètre  ^JS ,  fait 
tirée  au  point  donné  M  la  droite  £  M.  Puis  ayant 
mené  l'ordonnée  M  P  au  diamètre  AB ,  &  pris  fur  ce 
diamètre  du  côté  de  B  la  partie  PH  égale  i-PA^ 
Ibit  tirée  /f  JC  parallèle  i  PMy  rencontrant  la  ligne 
jBM  en  Ky  par  ou  &  par  l'autre  extrémité  A  fbit  me- 
née AK.  Soit  enfin  tirée  Jlf  7*  parallèle  i  AKy  elle 
ièra  la  Tangente  qu'on  cherche. 

Car  à  caufe  des  parallèles  MP,  HK^icAKy  MT^ 
Ton  aura  j5P.  P  H.  o\xPA  iiPM.  MK  -..  BT.  TA. 


i 


Corollaire    IIL 

xS^,  S'  I L  y^  a  dans  une  EUipfè  deux  Tangente» 
MT^  NT^  qui  fe  rencontrent  en  un  point  Ty  je  dis 

Iue  le  diamètre  A  B  qui  pafle  par  le  point  P  milieu 
e  la  ligne  Af  iSTqui  joint  les  deux  points  d'attouche- 
ment, paflèra  auffi  par  le  point  T^  Car  PN  ciï  ordoa. 
née  au  diamètre  AB  de  même  que  PM^ic  par  confë- 
^Art.  187.  quent  *  les  Tangentes  MT^  NT\  iront  chacune  rea- 
.contrer  ce  diamètre  en  un  point  T^  tel  que  PB^AP^ 
PB  ::  AB.  BT>  c'cft  à  dire  dans  le  même  point. 

Corollaire    IV, 

190*  Si  l'on  Joint  dans  une  Ellipfe  les  points  d'ar- 
touchemens  M^N^  de  deux  Tangentes  Afi^,  NZy 
par  une  ligne  droite  MNy&c  qu'il  y  ait  une  troîfîémc 
Tangente  FAZ  parallèle  à  jlf  iS^  :  je  dis  que  les  parties 
FA,  AL  de  cette  dernière  Tangente,  prifes  entre  iba 
point  d'attouchement  A  &  \^s  deux  premières ,  feront 
égales  entr'elles*  Car  ayant  mené  par  le  point  d'attou- 
chement A  le  diamètre  AB,  il  eft  clair  que  la  ligne 
MN  e^  ordonnée  de  part  &  d'autre  â  ce  diamètre^ 
puifqu*elle  eft  parallèle  a  la  Tangente  PL  qui  pafle  par 
£>n  extrémité  A\  &  qu'ainfî  il  ta  coupe  par  le  milieu  en 
*  Art.  xS^  p  ^  &  paflè  *  par  confcquent  par  le  point  de  rencontre 


Des  TROIS  Sections  Coni^^  en  gekeral.    i^f 

T  des  deux  Tangentes  MF^  JVX  >  où  bien  il  leur  fera 
parallèle,  fi  la  ligne  MN  cA*  un  diamètre.  Or  il  eft  *-^'"'.  18}. 
vifible  en  l'un  &  l'autre  cas ,  que  F  L  fera  divifé  en  deux 
partie  égales  au  point  A  par  le  diamètre  ABh  puifque  » 

M  N  l'eft  en  P  par  ce  même  diamètre. 

CHAPITRE    I IL 

De  la  Tarahole  &  de  tHjperhole  en  pamculier, 

PROPOSITION     XVU. 

: 

Théorème. 

l^I^I^ANS  me  Parabole  toute  otdamée  MPN  ^Fio;  f|r. 
fart  df  Vautre  a  un  diamètre  K^^  eft  coupée  en  deux  égaie-^ 
ment  par  ce  diamètre  au  point  P  :  j:e  qui  efi  réciproque. 

Ayant  fait  paflèr  jpark  ligne  Af^  an  plan  Elliptique^ 
il  formera  dans  le  plan  touchant  «S  Z)  JS  parallèle  au  plan 
Parabolique ,  une  Tangente  D  E  parallèle  i  MN^  D^ 
plus  le  plan  SAF  mène  par  le  Sommet  S  da  cône  y  Se 
par  la  Tangente  A  F  qui  paife  par  Torigine  A  du  dia- 
mètre A£,  fonnera  dans  le  jplan  Elliptique  une  Tan- 
gente afi  &  la  ligne  D  a  qui  joint  les  points  d'attouche-» 
ment  des  deux  Tangentes  2>£,^/,  paflera  par  le  pr>intr 
P^  puifque  le  diamètre  ^^  efl:  parallèle  au  côte  tou- 
chant S  D.  Cela  pofé- 

Puifque  par  la  fiippofitîon  *  les  deux  lignes  j4F ,  MNy  '^JDefi  $4. 
font  parallèles  entr'elles  j  il  s*enfuit  que  kTangente  af^cjcti 
eft  la  commune  Sédion  de  deux  plans  quipaflènt  par  ces 
deux  lignes^  fera  parallèle  à  M  Ni  &  par  confëquent  à  DÉ. 
D'où  Ton  voit*  que  la  ligne  Z)  ^,  qui  joint  les  points  d'at.  *i>^  i*^ 
touchemenr  des  deux  Tangentes  parallèles  lyg^  af^  eft 
un  diamètre  de  TEUipfe  j  &  qu'ainfî  la  ligne  JVf  iST  qui 
eft  parallèle  à  ces  Taneentes  &  terminée  par  ITEllipiè, 
fera  *  divifée  en  deux  également  au  point  P,  "^Art.  iZu 

Maintenant  pour  prouver  la  converiè,  on  mènera 

Bbiij 
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*  An.  %€-).  dans  le  plan  de  la  Parabole  '*'  une  Tangente  A  F  paral- 

lèle à  la  ligne  JldfiS^  j  &  ayant  tire  par  le  point  d'atcou. 

chement  A  un  diamètre  ^  ^  ^  il  aura  pour  ordonnée 

#  Df/Î  \j^  de  part  &  d'autre  *  la  ligne  M  Ny  qu'il  diviièra  par  con- 

*  fcquent  en  deux  parties  égales  au  point  P  félon  ce  qu'oa 

vient  de  démontrer.  Or  comme  il  n'y  a  qu*un  fèul  dia- 

*  Art.  x68.  mètre  *  qui  puiflè  pafler  par  le  point  de  milieu  P  de  la 

ligne  MN ,  ii  s'eniîxit  &c. 


COHOLLAIRE, 


191  •  D-fi-LA  il  eft  évident  que  fi  Ton  mené  par  deux 
points  quelconques  P  yQ^  d*un  diamètre  AB  deux  or- 
données de  part  &  d'autre  MP NyO QR y  on  aura 
•Art.  IJ7.  toujours  *  MP^PN  ou  PM.  OQ^Qji  ou  QC^  :  : 

A  P.  A  ^Ceft  à  dire  que  les  quarrés  de  deux  orHon- 
nées  quelconques  P M^  (^O ,  i  un  diamètre  AjB^  fe- 
ront toujours  entr'eux ,  comme  les  parties  AP ^  A Q^ 
de  ce  diamètre  prifès  depuis  Çon  origine  A  jufqu'â  ces 
mêmes  ordonnées. 

PROPOSITION     XVIII. 

Théorème. 

Jio.  151.         2^9  j,  ^i  par  un  point  quelconque  M  d^une  Parabole^  Pan 

mené  une  ordonnée  MV  à  tel  de  /es  diamètres  A  B  qu*on  vau- 
drdy  (^  une  Tangente  MT  qui  rencontre  en  T  ce  diamètre 
prolongé  au  delà  de  fin  origine  A  :  Je  dis  que  fes  parties  A  P, 
A  T,  feront  égales. 

La  même  préparation  étant  faite  que  dans  la  Propo. 
£tion  précédente ,  foit  de  plus  mené  par  le  Sommet  S 
du  cône  &  par  la  Tangente  M  Ty  le  plan  touchant 
STM  qui  formera  dans  le  plan  Elliptique  la  Tangen- 
te A/ /f,  laquelle  rencontrera  le  diamètre  Dad^VEU 
lipfè  en  un  point  H  par  ou  paflera  la  ligne  ST'y  &c  foit 
enfin  tirée  la  droite  TG  parallèle  iSA.  Ceci  bien  en- 

"^jirt.  187.  tendu,  on  aura  *i)/f.  HaiiDP.Pa^&c  {alternamlo) 


Des  trois  Sections  Comiq^^  ïk  général.    19<^' 

D  H.  DP::  Ha,  Pa.  Mais  à-  caulè  des  parallèles 
AB^  SI>,&5^,  TG\  il  eft  clair  que  BH.  DP  m 
SH.  ST  :i  Ha.  G  a.  Donc  Ha.  Pa  ::  Ha.Ga.Donc 
auffi  Pa=zGaiU  par  confccjuent  AP=zAT.  Ce  qu'il 
falUit  démontrer. 

PROPOSITION    XIX. 

Théorème. 

^94*L-/ANS  Us  Hyperboles effôpes  font  diamètre  A  B  p,ç^  ,-,^ 
/lÉi^  ^rfr  i^  feint  £mof[èHicn  C  i(^J  ^^«x  ajymptotes ,  ^  ^ 
^  rM^^  M  detuc  ègalemem  t  ce  qmi  eft  réciproque^ 

On  nommera  ce  point,  Centre. 

Soie  HSh  une  des  deux  communes  Sëâions  du  plan 
parallèle  au  plan  Hyperbolique ,  &  des  deux  furraces 
Coniques  oppofces  >  &  foit  TAly mpcoce  FG  formée  par  la 
rencontre  du  plan  Hyperbolique  avec  celui  qui  toucne  cts 
deux  furfaces  en  cette  ligne  HSh.  Soient  menées  par  les 
Tangentes  parallèles  AF^SGjC^i  paflentpar  les  extré- 
mités du  diamètre  AS  y  &  qui  rencontrent  rAfymptote 
F  G  aux  points  F  ,G,  deux  plans  Elliptiquesparalleles  )  ils 
formeront  dans  le  plan  touchant  qui  pafle  par  k  côté 
HSh^  les  Tangentes  parallèles  FHy  Ghf^  Se  dans  le 
plan  touchant  S  A  F  les  Taneentes  parallèles  AF  y  af. 

Cela  pofé ,  les  lignes  parallèles  FH,Gh  y  étant  ren- 
fermées entre  les  deux  autres  parallèles  FG,  Hhy  (é^ 
ront  égales  entr'elles  ^  &  les  triangles  fèmblables 
S  H  F,  Shfy  icSFAy  Sfa^  donneront  cette  propor- 
tion ,  H  F.  hfixSF.sft:  FA.  fa.  Et  partant  HF.  FA  :  : 
hf.  fa:i*  hG.  GB.  JDonc  puHque  HF=ihGy  il  s'en-  ^ ^^^  ^^. 
liiit  que  A  F-zzzzBG  ;  &  i  caufe  des  triangles  fèmblables 
ACF ^  BCG^  que  AC=iCB:  c'eft  à  dire  que  l'A- 
fymptote  F  G  pafle  par  le  point  de  milieu  C  du  diamètre 
AS.  On  prouvera  de  même  que  l'autre  Afvmptote 
paflera  encore  par  le  point  de  milieu  C  du  diamètre 
AS>  d*où  Toa  voit  que  le  diamètre  AS  pafle  par  le 
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point  dlnteriëdion  cAgs  deux  Afymptotes,  &  y  eft 
coupé  en  deux  parties  égales. 

Soit  à  prefent  une  ligne  ^  B  qui  paflant  par  le  point 

d'interfëâion  C  des  deux  Afymptotes,  rencontre  les 

Hyperboles  oppofees  aux  points  A^B.  Si  l'on  mené  par 

le  point  A  la  Tangente  AF^  &c  i   THyperbole  op- 

'^Art.  1^7.  pofée  une  Tangente  DO   "^  parallèle  à  A  F  y  il  cft 

clair  parce  qu'on  vient  de  prouver  que  la  ligne  A  D 
qui  joint  les  point  d'attouchemens  de  ces  deux  Taneen- 
tes  étant  un  diamètre ,  paflera  parle  point  d'interfection 
C  des  Afymptotes.  Elle  fç  conrondra  donc  avec  la  ligne 

^JJyP.        '^^  ^^  P^"^  ^^  *  P*^^  ^^^  ^^^^  mêmes  points  A  y  C: 

c'eft  à  dire  que  le  point  D  tombera  fur  le  point  B^ 
Ceft  pourquoi  cette  ligne  AB  fera  un  diamètre ,  &par« 
tant  cQupée  en  deux  parties  égales  au  point  C 

2*9 5*  JL^E-LA  on  voit  que  d'un  point  donné  au  de- 
dans d'une  Hyperbole ,  on  ne  peut  mener  qu'un  fèul  dia* 
mètre  j  puifqu'il  n'y  a  qu'une  içule  ligne  qui  puiflç  paC» 
fer  par  ce  point ,  &  par  le  centre* 

PROPOSITION    XX- 

Théorème. 

F 1 0.  15J.         i9o#  \j  ANS  les  Hyperboles  oppofees  toute  ordomêe 

MPN  de  part  ^  d'autre  à  un  diamètre  AB,  efi  coupée  en 
deux  également  par  ce  diamètre  au  point  P  :  ce  qui  efi  reci^  * 
proque. 

Ayant  fait  pafïèr  par  la  ligne  Jl/  JV  un  plan  Ellipti- 
que, il  formera  dans  les  deux  plans  toucnans  SAF^ 
SBGy  deux  Tangentes  af^  ^g »  &  la  ligne  ai  qui  joinc 
les  points  d'attouchemens  de  ces  deux  Tangentes ,  étant 
la  commune  Séâion  du  plan  Elliptique  &  du  plan  5  A  S^ 
paflèra  par  le  point  F.  Or  puifque  par  la  fuppofitiQn 

les 


\ 


Des  TJkois  Sections  Coniq.  £i(  gene&al.  tor- 
ies deux  lignes  AF.  MN^  font  parallèles,  U  s'enfuit  que 
la  ligne  ii/qui  eft  la  commune  Sëdion  de  deux  plans , 
qui  paflent  par  ces  deux  lignes^  fera  parallèle  i  MN. 
Par  la  même  raifbn  la  Tangente  ig  commune  Seâion 
du  plan  Elliptique  &  du  plan  touchant  SUG ,  lefquels  pa£. 
fent  par  les  deux  parallèles  MN y  BGy  fera  parallèle 
à  MN.  Les  deux  Taneentes  af^  igy  feront  aonc  pa- 
ralleles  entr*elles:  d'où  il  fuit  que  la  ligne  ^^*  eft  un  *^*/  »!• 
diamètre  de  r£llipfê  ^  &  qu'ainfi  la  ligne  JVf  2V^  *  efl  di-  ^jtrt.  i8i* 
vifee  en  deux  parties  égales  au  point  P. 

Maintenant  pour  prouver  la  converiê ,  on  mènera 
dans  le  plan  des  Hyperboles  *  deux  Tangentes  AF^BQ^  "^Art.  xty^ 
parallèles  à  la  ligne  M  N  terminée  par  rHyperbole  j  & 
ayant  tiré  par  kurs  points  d'attoucnemens  le  diamètre 
AB ,  il  efl  clair  félon  la  Définition  quatorzième ,  que  ce 
diamètre  aura  pour  ordonnée  de  part  &  d'autre  la  ligne 
MNy  &  qu'ainfi  il  la  coupera  félon  ce  qu'on  le  vient  de 
démontrer, en  deux  parties  égales  au  point  P.  Or  com- 
me il  n'y  a  qu'un  fèul  diamètre  *  qui  puiHè  paflèr  parce  "^  Art.  19%. 
point ,  il  s'enfuit  que  fl  une  ligne  M  N  terminée  par  une 
Hyperbole ,  efl  coupée  en  deux  également  en  P  par  un 
diamètre  A  B  j  elle  fera  ordonnée  de  part  ic  d'autre  i 
ce  diamètre. 

Co&OLLAIHB. 

^97 •  De-la  il  efl  évident  que  fî  Ton  mené  deux 
ordonnées  de  part  &  d'autre  MPN^  OQR^  i  undia- 
metrie^J?,  on  aura  toujours  *  MP^PN.  ou  PM''.  ^Art.  17$. 
OQjfQJ^  oa  Qp^::APxPB.  AQ^QB.  Ceflàdiro  " 
&c. 

PROPOSITION    XXL 

Théorème^ 

fom  mené  une  Tofigente  M  F  Q  f«i  rememre  deux  aM$res 
Tétaientes  parallèles  ÂF,  BG,  an»  feints IB »  G:  je  dk 
^i»r  MF.  MG:;AF.BG.  Ce 
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Ayant  mené  depx  plans  Elliptiques  parallèles  quipafl 
fcnt  par  les  Tangentes  AFy  BGy  ils  formeront  dans  le 

{)lan  touchant  SMG  deux  Tangentes  iï/?,  A  G,  paraU 
des  entr'ellesi  &c  le  plan  Elliptique  qui  paflepar  ^G^ 
formera  dans  le  plan  touchant  SAFy  une  Tangente 
«/qui  rencontrera  la  Tangente  Ag  au  point  /  où  la  ligne 
JFS  rencontre  ce  plan  Elliptique.  Gela  pofé  y  les  Tangentes 
af^  BÙ^  feront  parallèles  encr'elles  ^  puifqu'elles  le  font 
'^Jbi,  itfS;  chacune  i  la  Tangente  AF:  ^  partant*  on  aura^G. 

Ghwaf.  fh  (à  caufè  des  triangles  fomblables  Shf^ 
SHF^icSafy  SAFy):T  AF.FH.Donc  MG.AFii 
G  h.  F  H  C  à  caufe  des  triangles  fcmblables  MGh^  MFH^ 
liMG.  MF.  Ce  qu* il  fallait  dèmoMrer. 

Il  eft  vifîble  qu'on,  peut  tirer  de  cette  Propofition  Je* 
mêmes  Corollaires,  qae  dans  l'Ellipfe  art.  187. 1 88.  28 ^v 
&  i5K>.  c'efl  pourquoi  je  ne  nvfanuifèrai  potnt  à  les  re^ 
cte  r. 

PROPOSITION   XXIL 

Tbeorênae; 

F I  «•  t^f^       ^99 •  UT  me  Hffttdhite  B  G  terminée  fdrfes  AJympfa^ 

tes  (hme  Hyperbole  ,  la  touche  en  mtfoint  k-^  je  die.  que  cette- 
Uyie  droite  y  fera  coupée  en  deux  parties  égales^ 

Soient  menés  par  le  Sommet^  du  cône ,  &  par  le> 
deuxAiymptotés  ÙFyCG,  deux  plaiis^leiquels  toucheront 
i^    *  la  furiace  Comque  dans  ks  côré»  SM^  S 2/ y  oà  le 
plan  MSN  parallèle  au  plan  Hyperbolkjue  h  rencoo^ 
tre.  Soit  mené  un  plan  Elliptique  quipafle  par  la  droite 
i^G3  il  formera  dans  les  deux  plans  touchans  deux  Tan>r 
jente^  MF,  NGy,  &  dans  le  plan;  MSN  œic  ligne: 
Iroite  MN  parallèle  à  FG^  8c  qui  jokit  les  points  drat- 
touchemens  de  ces  deux  Tangentes.  Oela  pofë^  il  eft 
^Art.  2^a.  ▼iffl^c  que  la  ligne  FG  *  elf  coupée  en  deux  parties ^a» 

les  au  point  A^  pmTqu'yie  touciie  dans  ce  point  VEIË]^ 
kr^  àum-bieiï  que  l'Hyperbole;. 


Vis  Tuois  Sections  Coniq^bm  osnsral.    lOf 

C  O  KOXLAI&E      L. 

joo*  v^oMME  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  fêijle  ligne 
JPG  qui  paUànt  par  un  point  donné  j4  au  dedans  a  un 
angle  JFCG,  &  ciMt  terminée  p^  fes  côtés,  /bit  cou. 
pée  en  deux  également  par  ce  point  ^i  il  s'en(uit  que  fl 
une  ligne  droite  F  G  terminée  par  les  Afymptotes  d'une 
Hyperbole,  la  rencontre  en  un  poinf  ji  qui  la  di vile  cette 
droite  FGàcux  parties  égales,  elle  toucnera  THyperbole 
en  ce  point. 

CoilOLLAIB.B      II. 

30 !•  Ly£.LA  on  voit  que  pour  mener  d'un  point  doiw 
né  A  fur  une  Hyperbgle  dont  les  Afympcotes  CFyCG^ 
font  données,  une  Tangente  FAG  i  il  n'y  a  qu'à  tirer  lu 
ligne  A  D  parallèle  à  l'une  des  Afymptoces  CG^  &l  ter*, 
minée  par  l'autre  j  &  ayant  pris  la  partie  DF  égaje  â  CD, 
tirer  la  ligne  FAG:  elle  fera  la  Tangente  cherchée.  Car 
à  caufe  des  triangles  (emblables  FCG^  FDAyh  ligne 
FG  fera  coupée  par  le  milieu  en  Ai  puifque*  CF  Vdk  en  D.  •  ffjf:  ^ 

CoilOLLAll.£     II L 

}Ol.  Si  l'on  joint  deux  points  quelconques  M  y  ^$  Fio«  i;f% 
d^une  Hyperbole  M  AN  par  une  ligne  droite  qui  ren- 
contre les  Afymptotes  aux  points  // ,  iC  ;  les  deux  parties  ^ 
MFï^  NKy  de  cette  droite  renfermées  encre  l'Hyper- 
1>ole  &  les  Afymptotes ,  feront  égales  entr'eUes.   Car 
ayant  mené  par  le  point  P  milieu  de  MN^  le  diamètre 
CPi&c  par  le  point  A  où  ce  diamètre  rencontre  l'Hy- 
perbole ,1a  ligne  JF*  G  parallèle  à  Jlf -Y,  &  terminée  par 
les  Afymptotes  :  il  efl  clair  ♦  que  cette  ligne  Fjb  fera  *-^rf.  19^. 
Tancente  en  ^  i  &  par  conféquenp  *  divifëe  en  deux  ^ar-  *jtri.  i^f. 
ncs  égales  en  ce  point/ D'où  il  efl  clair,  â  cauiSb  destnan- 
gles  îemblables  CAF^  CPH,  &  CAG,  CPKj  que 
PH=^K  i  &  par  conféquent  MHzîzNK. 

Ccij 
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Cor  o  l  l  a  I  k  e    IVt 

f  j  #•  y7,  303.  Si  d'uû  point  donné  A  fîirunc  Hyperbole,  Ton 
tire  deux  droites  AF ^  AG^  terminées  par  fès  Afymp- 
totes }  &  que  d'un  autre  point  quelconque  M  de  la  me« 
œe  Hypen>ole ,  ou  de  ion  oppofëe ,  on  tire  deux  autres 
droites  MH^  MK^  terminée  auffi  par  fes  Afymptotes^ 
&  parallèles  aux  deux  premières  AJP,AG:  je  ois  que 

jFAxAG=zfiMxMK. 

Car  i^.  Lori^e  ks  deux  points  Ay  My  tombent  fur  I;^ 
même  Hyperbole  $  ayant  joint  ces  deux  points  A  y  M  y  par 
«ne  liçhe  droite  qui  rencontre  les  Afymptotes  en  P  &  Q^ 
les  triangles  femblables  PAF^  PMH^hi  QMK:^ 
HA  G ,  oonneront  ces  deux  proportions  y  A  F.  M  H  :  : 
^Art.  $ou^p^  M  P  *  z:  M  Q^    A  Qj.  i  MK.  A  G.    ce  qui 

donne ,  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  ^ 

JP  A^AG^ziII  M^MK. 

x^  Lorfque  les  points  Ay  My  tombent  fur  les  deux 
Hyperboles  oppofées  }  ayant  mené  par  le  point  donné 
Ahi  par  le  centre  C,  le  diamètre  AJBjSc  tiré  les  droi. 
tes  j?D,  i7J?,  ^alleles  i  AF^  AGy  &  terminées  par 
les  mêmes  Afymptotes  j  il  efl  clair  que  les  triangles 
CAF^  CSDy  &  CAGy  CBEy  feront  femblables  & 
•-*•/•  ap4*  de  plus  égaux  entr'eux,  puifque  *  CA=:CB.  Ceft 

pourquoi  ^I>= -<^i^,  &  BE=:AGj  &  partant  DB^BE 
z==:FAxAG.  Or  felon  le  cas  précédent  KM^MH 
^=lDB^BE.  Donc  auiE  FA^AG=zKM>^MH. 

Atejltissement. 

Je  Iaâ&  les  antres  propriétés  des  Afyn^totes^  &  rfes 
Diamètres  conjugués,  parcequ'elles  fe  tirent  de  celles^ 
ci  fur  le  plan,  comme  ron  a  fait  dans  le  ttoifiéme  Ls. 
Tre  ^  mon  deûein  n'étant  ici  que  de  faire  voirde  queL 
le  utilité  peur  être  la  confîœiation;  à\î>  Solide  ,  pour 
démontrer  tout  à  la.  fois  Çl  fans  aucua  celcul|  les  pro» 


Des  TB.OIS  Sect.  Conki^^eh  gene&al.  loj 
ftierés  de  tous  les  Diamètres,  des  Tangentes,  &  des 
Afympcoces}  d'où  dépendent  toutes  les  autres,  C'eft 
ce  que  je  crois  avoir  exécuté  d'une  manière  forr  aifëe , 
&  entièrement  nouvelle  ^  puifque  je  ne  me  iùis  point 
iêrvi  de  lignes  coupées  harmoniquement,  comme  ont 
Eût  les  Géomètres  Modernes  après  M".  Pafchal  & 
Defargnes  ^  ce  qui  les  A  obligés  d'avoir  recours  à  un 
grana  nombre  de  Lemmes,dont  les  démonftratibns  • 
leuïes  me  paroiilènt  aulli  longues  que  celles  de  tout  ce 
Livre. 


Cci^ 


LIVRE     SEPTIE'ME. 
Des  lieux  Ceometriijues, 

m 

De' FINITION      I. 

FiG.ïjS.  ^oiENT  deux  droites  inconnues  &  indéterminées 
'^>-  ^AP^  PMj  qui  Mène  entr'elles  un  angle  APAt 

donné  ou  pris  à  volonté  5  &  donc  i*une  AP  que  j 'appela- 
lerai  toujours  x ,  ait  un  commencement  fixe  au  point 
A^  &  s'étende  indéfiniment  le  long  d'une  ligne  droite 
donnée  dç  pofition  ;  &  l'autre  PM  que  je  nommerai/^ 
en  change  continuellement ,  &  foie  toujours  paralle« 
le 'à  elle-même  :  c'eft  à  dire  que  toutes  les  droites 
PM  doivent  être  parallèles  entr'elles.  Soit  de  plus 
une  équation  qui  ne  renferme  que  ces  deux  inconnues 
X  &/  mêlées  avec  des  connues,  &  qui  exprime  la  rela- 
tion de  chaque  indéterminée  AP  {x)  iù^  correspon- 
dante PM  {y  ).  La  ligne  droite  ou  courbe  oui  pafle 
par  les  extrémités  de  toutes  les  valeurs  de  y ,  c -eft  â  dire» 
par  tous  le$  points  JVf,  eft  appelfée  en  général  un  Liem^ 
Géométrique  y  &  ça  particulier  Iç  Z/m  dé  cette  équa^ 
tion. 

F  ï  a.  i58t       Suppofons,  par  exemple ,  que  Pcquation^ = iï-  doive 

exprimer  toujours  la  relation  ût  AP  {x)  k  PM  {y) 
qui  font  entr'elles  un  ande^  donné  ou  pris  â  volonté 
A  PM.  Ayant  pris  fur  la  ligne  APlz  partie  ASzzza^ 
&  de  ^  mené  PE=zi  parallèle  à  PM  &  du  mêmç 
côté  j  la  droite  indéfinie  A£  fera  nommée  en  général 
\xn  Lieu  Géométrique^  &  en  particulier  le  Lieu  de  cettç 
équation.  Car  ayant  mçné  d'un  de  ks  points  quel- 
conques M  la  droite  MP  parallèle  à  J9  £ ,  les  trian- 
gles femblables  ABB^  APM  ^  donneront  toujours 
cette  proportion ^-/^J?  {a),  JS E  (b)ixAP  (x).  PM 

(/)=:^.  Et  partant  la  droite  AEt^  le  lieu  de  tou« 

les  points  Mn 
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De  Même  fi// =^^— XX  exprime  la  relation  de  F t g.  159. 
'AP  ^  PMy  &  que  Tangle  APM  foit  droit  j  la  cir- 
conférence d'un  cercle  qui  a  {Kmr  rayon  la  droite  A  B 
z^za  prife  fiir  la  ligde  d^i',  fera  appellée  en  général  un 
Liim  Geomeirique  ^bitn  particulier  le  Lien  de  cette  équa^. 
tion.  Car  a^aoc  mené  d'un  de  fes  points  quelconque^ 
Jlf ,  la  perpendiculaire  MP  {y  ) ,  on  aura  toujours  par 

la  propriété  du  cercle ,  P  M  {y y)  =  BP^PS  (  aa-^^xx ) 
en  prenant  £D  pour  le  diamètre  de  ce  cercle.  D^où  Ton: 
voit  que  £1  cîrconfernce  eft  le  lieu  de  tous  les  points  M, 

R  B  M  A  &  QJJ  ï^ 

J04.  S<  après  avoir  fuppo/c  que  les  PM  tefldcfit    f  |^.  ,^|^ 
vers  un  certain  côté  de  lajigne -é^-S^corame  vers  ^,  i^. 
on  foppofè  enfiûte  qu'elles  tendent  vers  le  côté  oppo- 
(é  y  comme  vers  G  ;  il  faut  remarquer  que  leurs  valeurs 
deviennent  négatives  de  pofitîves  qu'elles  étoient,  & 
qu'ainfî  on  a  pourlors  PMz:=L^y.   De  même  fi  aprés^ 
avoir  iuppoië  que  les  points  P  tombent  .d'un  certain 
coté  par  rapport  au  poiiK  Ay  comme  du  coté  de,^,ott 
^ppofe  ehluite  qu'ils  tombent  du  côté  oppofe,*^  comma 
ytTS  Di  les  AP  deviendront  négatives  de  pofitivei 
qu'elles  étoient  ^  &  on  aura  par  conféquent  A  Pzzz-^x^ 
Les  pofitives  de  ces  valeurs  s'appellent  aiiflî  Valeurs' 
vraûsi  &  les  négatives.  Valeurs ^K^/.  Or  unïieu  Geo-^ 
mecrique  doit  pafier  par  les  extrémités  de  toutes  les  va* 
leurs  tant  vraies  que  faufies  de  llnconnuë/,  qui  répons 
dent  aux  valeurs  tant  vraies  que  faufiès^  de  l'autre  iiicon^ 
Auë  X.  Si  donc  l'on  mené  la  droite  qAG  parallèle  ^ 
JPJM ,  un  lieu  Géométrique  pourra  fa  trouver  dans  le* 
quatre  angles-  SACt^'BAG ,  GAD^ DAiZ^  comme  dans* 
le  fécond  exemple  (  j%^iî9.  )  r  ^^  feulemenl  dans  quel- 
ques-uns 4e  ces  angles  comme  ddiis  le  premier  (/g.  lyS.  )^ 
Car  fiippoft  dans  le  fecond  exemple ,  qu^ôir  îme  d'a- 
bord APz=zx^  &  PM=::y^  en  prenant  le  point  Jl/  fiir 
|&  ^uait  QB  dela^cii?confereace^-fi,eûfiik»le  poibiriu^ 
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cft  pris  fur  le  quart  G  J9 ,  on  aura^/^=x,  &  PM=>^1 
s'ileft  pris  fur  DG^  on  aura  AP=^--x^ix.PM=z-^ 
te  enim  s*il  eft  pris  fur  Dj^jOn  aura  APz=:z^x^  & 
PM^=y  3  £c  il  viendra  toujours  dans  tous  ces  cas  parla 
propriété  du  cercle,  la  même  équadonj^^^=4;ii—xx;  parce 
que  les  quarrés  de  d:>&de  it^  font  les  mêiyes  dans  tous 
ces  cas,  Içavoirj^  &  x  x.  De  même  dans  le  premier  exem* 
pie,  fi  en  prenant  d*abord  le  point  M  au,  côte  de  £  fîir  AE^ 
dans  Tangle  HAPy  on  fait  APzzzx^  &  PMzzzy.^  Ce 
point  M  pris  enfiiite  fnr  £A  prolongée  du  côté  de  A 
dans  Tangle  GAD^  donnera  AP==2^Xy  &  PM=:—y-^ 
&  â  caufc  des  triangles  fèroblables  ABE^  AP  M^  on 
formera  cette  proportion  AB{a).BE{b)\\  AP (— ^), 

PJWf  (—/)=— ^}  &  partant ^=^, qui  eft  la  même 

équation  que  Ton  trouve  en  fùppolànt  que  le  point  M 
rombc  dans  Tangle  BAil. 

Avertissement. 

Lorfqu'il  s'agira  dans  la  fiiite  de  conftruire  le  lieu 
fl'ùne  équation  donnée ,  on  fuppofèra  toujours  que  AP 
(x)  5c  PM{y)  foient  pofîtives,  c'eft  à  dire  que  tous 
les  points  M  tombent  dans  le  même  angle  BAq.  Et 
on  prendra  pour  le  lieu  dé  Téqaation  donnée  la  por* 
tion  du  lieu  qui  fera  renfermée  dans  cet  angle. 

De'finition    il 

Les  anciens  Géomètres  ont  appelle  Lieux  fUm^  ceux 
qui  font  des  lignes  droites ,  ou  ces  cercles  ;  Solides ,  ceux 
qui  font  des  Paraboles,  des  Ellipfes,  ou  des  Hyperbo^ 
les.  Mais  les  Modernes  diftribuënt  les  lieux  Geometri* 
ques  en  diffèrens  degrés:  ils  comprennent  fous  le  pre- 
mier tous  ceux  où  les  inconnues  x  iay  n'ont  ^'une  di^ 
menfioQ  dans  leurs  équations  ^  fous  le  fécond^  tous  ceux 
où  elles  n'en  ont  que  deux  ^  fous  le  troifiéme ,  tous  ceux 
où  elles  n'en  ont  aue  trois;  &  ainfi  de  fuite.  Où  Ton 
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doit  obfervcr  que  les  inconnues  x  èc  y  ne  fe  doivent 
point  multiplier  l'une  Tautre  dons  le  premier  degré } 

Qu'elles  ne  doivent  faire  au  plus  enfèmole  qu'un  pro- 
uit  de  deux  dimenfîons  xy  dans  le  fécond^  un  de  trois 
X  xy  ou  xyy  dans  le  troifiéme  ^  &c. 

De'finition     III. 

Les  termes  de  Tëquation  d'un  lieu,  font  regardés 
comme  diflèrens  entr'eux  lorfque  Tune  ou  Tautre  des 
inconnues  xScy^  ou  toutes  les  deux  jointes  enfëmble 
s*y  trouvent  avec  diiierentes  dimenfîons.  Ainfî  dans  le 

premier  degré  fî  Ton  propofè  Téquationj^ H=àj 

les  termes  y,  —  — ,  r ,  feront  differens  j  &  de  même 

dans  le  fécond ,  fi  Ton  propofbitjyr-+~— i^J^— ^ 
— t-gx—fAx— ir^-+//=a,  les  termes yy^ttH^^zcy"^ 

—  ^ ,  g>f-+ Aat,— AA-+//,fcroient  chacun diiSèrens. 

* 

Avertissement.  . 

•     •       .  .        .  • 

Je  n'expliquerai  ici  en  détail  que  les  lieux  du  pré* 
mier  &  du  fécond  degré  ;  ce  que  j'en  dirai  donnera 
beaucoup  d'ouverture  pour  conflruire  -  des  lieux  plus 
compofés  dans  les  cas  particuliers  qui  fe  peuvent  ren* 
contrer:  on  en  trouvera  même  quelques  exemples  dans 
la  fuite.  Mon  defTein  efl:  donc  de  donner  dans  ce  Livre 
line  méthode  générale  pour  conflruire  les  lieux  du  pre« 
mier  &  du  fécond  deere ,  leurs  équations  ét^nt  donnéest 
&  de  faire  voir  que  le  premier  ne  renferme  que  la  li- 

Îrne  4roite  5  &  que  le  fécond  ne  renferme  de  même  que 
a  Parabole ,  l'Enipfe&  le  Cercle ,  l'Hyperbole  &  les  Hy- 
perboles oppoféçs. 


Dd 
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D  C  M  A  K  D  E. 

}0f.  ÇjH  demande  qu^^on  puiflfe  réduire  (bus  une 
«fraâion  (impie  &  abrégée  y  toute  quantité  littérale 
donnée  y  fi  compofee  qu'elle  puifle  être. 

On  demande  par  exemple ,  i^.  Qu\)n  puifle  pren- 
dre une  fradion  firaple  ^  =:  '^r^^-  i  ^ ,  où  les  lettres 
yr,  r^^  g  >  marquent  des  lignes  données,  r^  Qu'on puifl 
le  trouver  une  feule  ligne  droite  /=  ^\fz:^  »  où  les 
lignes  droites  a^b,  Cye,f, g^  font  données*  5^  Qu'on 
puifle  trouver  un  quarré  //=//— î^jj^^^  où  les  li- 
gnes a^iyCytyfy  6yS,  font  données }  de  forte  qu'on 
ait  foû  côté  /=:Vji~f^**~^'^^  ,  On    enfeignera    au 

^mmencement  du  huitième  Livre  comment  cela  ic 
Élit, 

PROPOSITION     L 

Problême* 

JO^»  Construire  tout  Heu  &$  premer  degri^^  fim 
Iquatiàn  étant  donnée^ 

Lorfque  les  mconnues  x  Bcy  i/bnt  qu'une  dmien^flon 
rfans  réquation  propofée ,  &  que  leur  produit  xy  ne  s^y 
tencontre  point  ^  le  lieu  de  cette  équation  fora  toujours 
ime  lisne  droite  ^  &  on  la  réduira  à  Tune  des  ^atre 
Ibrraules  foivantes^ 


rfans  lefqnielles  on  foppofe  que  l'inconnue  f  foir  déli- 
vrée de  traâions ,  &  que  kt  fraâion  qui  multiplie  l'ai^ 

A^  joj.  tre  tncoœiuc  Jir  foit  réduite  *  fous  cette  expreffioa  ->  fit 

tous  les  termes  connirs  fous  cette  autre*  c. 

Les  mêmes  chofos  étant  pofées  que  dans  Ta  défini- 
tion prexpiqre y,  oa  con^uirales lieux  de$  troi& demie-- 
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ta  formules  de  la  manière  oui  fuie  ;  car  pour  le  lieu  de 
la  première  ^  on  Ta  déjà  conltruic  dans  cette  définition. 
Four  conftruire   le   lieu  de   la   féconde   formule  P<^*'^^ 

^=  j—f-^, on  prendra  fur  la  ligne -^/^  la  partie -i^^rriij 

&  ayant  mené  les  droites^  £=^j  -^i)=:^,paralleles  a  PAf 
&  du  même  côté ,  on  tirera  la  ligne  j4E  indéfinie  du  côté 
de  £3  &  la  droite  indéfinie  Dilf  parallèle  iAE.Je  dis  que 
cette  ligne  DM  renfermée  dans  rangle/'^i2fait  par  la  li- 
gne j4P  Se  par  la  droite  j4Qmcné€  parallèlement  à. 
PM  &  du  même  côté ,  fera  Iclieu  de  cette  équation 
ou  formule.  Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quel- 
conques M  la  ligne  MP  parallèle  â  ^dJfC  qui  ren- 
contre AEtnFi  Its  triangles  femblables  ABE^  APP^ 

donneront  AB{a) .  B  E{b)ii  AP  (x).  Pi?=  ^  .Et 
partant /'Jlf(;f)=i>i?(~)-H?^(0. 

Le  lieu  de  la  troifîéme  formulej^izr  — — ^fc  con-»    picià» 

flruit  en  cette  forte.Âyant  prisX^=^^  &  mené  les  droites 
.5i5=:^3-/^i[)=:r5parallelesi/^A/>  fçavoir,  i?£  du  même 
côté  que  AQ^&c  AD  du  côté  owaSé  j  on  tirera  par  les 
points  A  y  E^  la  droite  AE  indéfinie  du  côté  de  E,  &  par  le 
point  D  la  ligne  DM  parallèle  4  AE^tc  qui  reocontro 
AJ^  en  G.  Je  dis  que  la  droite  indéfinie  G  M  renfèr- 
mée  dans  l'angle  PAQ^&rz  le  lieu  qu'on  cherche.  Car  ^ 

on  aura  toujours  P;v/  (/)=/'i^(^)~PJl/(/), 

Enfin  pour  avoir  le  lieu  de  }a  <|uatnéine  formule   Pi^^  1^^ 

yz==.c — ^ .  Ayant  pris  fiir  AP  la  partie  ABzz^a ,  ftc  mené' 

les  droites ^£=*,  AD:^=x^  parallèles  iPM>  fçavoîr , B^ 
du  côté  oppofé,  &  AD  du  même  côté  que  ^j^J  ^^  W?n 
parlespoints^^f^laligne.^^  indéfinie  dp  cQjcé  de  Ep, 
£c  par  le  point  D  la  ligne  DM  parallèle  i  AE^Îc  quv 
rencontre  en  G  la  lieae  AP.  Je  dis  que  la  droite  7)  G 
renfermée  dans  Tangle  PA  Q^  fera  le  lieu  cherche.  Car 
ayacff  mené  d'un  de  iês  pc^p^^udconqucs,  Af  la  ligoéL 

Ddij 


MP  parallèle  à  Ad^  qui  rencontre  AEtrxF^  ast 
aura  toujours  PM {y)-=  FM {c)—PF{'^y 

Si  rinconnuë  x  n'feft  multipliée  par  aucune  fradîon , 
les  quatre  formules  précédentes  ië  changeront  en  cel- 

lefqueUes  fe  cojw:ruifènt  de  la  même  manière ,  en  ob-^ 
fcrvant  de  prendre  la  droke  B  E  égale  ^  AB  queTo» 
prend,  de  telle  grandeur  qu'on  veut* 


K  £  M  A  K  Q^u  £. 


Î07J 


L  peur  arriver  que  Téquation  feit  un  Bea  h 
la  ligne  droite,  quoiqu'elle  ne  renferme  qu'une  des  in- 
connues X  oxxyi  ce  qui  donne  encore  ces  deux  nou- 
velles formules  ^yz=::CySi  xzizc^ 

Fsc»  1^3-        Pour  conûruire  la  première  formule  y =r.  Lesmêmes^ 

choies  étant  toujours  pofées  que  dans  la  définition  pre- 
mière 5  on  mènera  par  le  point  fixe  A\  la  droite  AD=i  c 
paralkleà i^ilf  &  du  mcnre  côté,  on  tirera  enfuitela 
droite  indéfinie  Z)Jlf  parallèle  à  ^^;  je  dis  que  cette  ligne 
D Jlf  feiia.le  lieu  de  l'équation  propofée.  Car  ayant  mené 
ë'utt  de  {^%  points  quelconques  Af  la  droite  MP  parallèle 
â  ^JD  j  il  eft  clair  qu'on  aura  toujours  F  M  (  y) .  z=zAD  { c). 

f  »•%  ù^     ^   Pour  conftruke  la  féconde  formule  x = r.  Ayant  pris* 

APz=:Cy  on  tirera  la  droite  indéfinie  PM  qui  fafle 
avec  AP  l'angle  APM  donné  ou  pris  à  volonté  :  je 
dis  qu'elle  fera  te  lieu-  de  tous  les  points  M.  Car  ayant 
mené  d'un  de  {(^  points  quelconques  M^  la.  droite  MQ^ 
parallèle  à  ÀJP  ^&  qui  rencontre  au  point  j^l'indéfinie 
^  j^^aralleTe  à  i'  Af  î  il  eft  clair  qu'on  aura  toujours. 
MOoM  AP  {x)z=.Cy.  de  quelque  grandeur  que  l'oni 
f  uiS  prendre  PM  {yV 

A  V  B  K  T  r  s  s  Z  M  E  K  T. 

Je  crois  qu'il  eft  à  propos  pour  éclairer  Teiprit  i.e^ 
XeâeurSy  de  leur  donner  une  idée  de  la  méthode  dontr 
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je  vais  me  fèrvir  pour  la  conftruâion  des  lieux  dii^iê- 
cond  degré.  Elle  confîfte  a  conftruire  d^abord*  une  Pa- 
rabole en  force  que  Féquation  qui  en  exprime  la  natu- 
re fôit  la  plus  cômpofce  qu'il  iè  pui0ë  ^  de  faire  enfaite 
la  n>ênîe  chofe  dans  rEllipfe ,  &  dans  J'Hyperbole  raj^  . 
porrée  i  fès  dkmetres  &.confiderçe  entre Jiesi  afynipto-; 
tes }  ce  qm  fournit  des  équations  ou  formules  gën^rale$i 
J'examine  ce  qu'elles  ont  chacune  de  particulier ,  afîti 
qu'une  équation  étant  propofée ,  je  puifTe  cbnnoîcre  i 
laquelle  de  ces  formules  elle  doit  être  rapportée  jôi 
con^arant  eniuite  tous  (es  termes  avec  ceux  de  la  for- 
mule , J'en  tire  la  conftrudion  du  lieu  de  cette  équation  , 
en  obfervanr  certaines  remarques  qui  fervent  pour  tott- 
Ks  les  formules.  Tout  ceci  s*cclaircira  parfaitement  • 
dans  les  Lemmes  &  Propofîtions  qui  fuivent. 

LEMME     FONDAMENTAL 

Four  la  confiruêHon  deslktéx  a  UParaê^oké 

30Î.  Soient  comme  dans  la  première  définition    ticitf. 
deux  lignes  droites  inconnues  &  indéterminées  j4P  {x  ),  ^66. 
J>M  {y  )'y  &  fbient  de  plus  àes  lignes  droites  données 

Wy^ypt^yS*  Çelâpofe. 

l^  On  prendra  iur  la  Irgne  AP^  la  pawie  A£=±:m>  p  j  ^^  ,^^ 
ayant  mené  les  droites  BE=:n^  AB-z^u  parallèles  i' 
PM  &  du  même  côté ,  on  tirera  par  le  point  Ahi 
droite  ^jB  que  j'appelle  ^,&  par  le  point  D  fa  droite  in- 
définie BG  parallèle ïAEy  iiir  laquelle  D G  ^zntwis  \z 
partie  JD  C::^s  du  coté  de  FM^on  décrira  *  du  cliamfe-  ^Art.tQt- 
tre  CG  qui  ait  pour  paratnetre  C/f  ::=r^,  &  pour  or- 
données des  droites  parallèles  à  PMy  une  Parabole 
CM  qui  s'étende  du  même  côté  que  AP^  Je  dis  que 
£i  portion  renfermée  dans  l'angle  PAD^,  fait  par  la  li- 
gne ^jP,  &  par  une  ligne  AB  menée  par  le  point  fixe 
A  paraffelemenc  à  /'il/  &  dcf  même  côtér^  eft  le  \\t\M 
^ Vcquatioi^  oi^  formula  fuivânte. 

Ddiq, 


•t 
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Car  ayant  mené  d*un  des  points  <][uelconques  M  de 
cette  portion  de  Parabole,  la  ligne  il^/^  qui  faflè  avec  ^/^ 
Tangle  donné  ou  pris  â  volMité^/'^,  &  qui  rencontre  les 
parallèles  AE^  DG^aux  points  F,0>  les  triangles  fèmbla^ 
oies  ASE^APFyàonxietont  ces  deux  proportions, ^jff 

{m).AE{e);iAP{x).AFOM  BG=l'^.  Et  AS  (»»). 

BE[n)i%AP{x).PF=^.  Et  par  conféqucnt  GM 

ou  PJlf—i^i^— FG=;^—^—r, &CG ou  DG—DC 
»-rfit.  15.    =5L-/.  Or  la  Parabole  donne*  GÂf*::=:CGxC//, 

laquelle  équation  iè  change  en  la  précédente  en  met* 
tant  pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques.r  Donc 
&c, 
Ci  G*  i€6p       ^^  On  mènera  par  le  point  fixe  A^  une  ligne  droite 

indéfinie  -^(2^  parallèle  a  PM  &  du  même  côté  5  & 
ayant  pris  fiir  cette  ligne  la  partie  A^zzzm^  on  tirera 
JSEz=:n  parallèle  i  APècaix  même  côté  que  PMy  & 
par  Içs  points  déterminés  A,  £,  la  ligne  AE  que  fap,. 
pelle  ei  &c  ayant  pris  fiir  AP  la  partie  AD:^=ir  du  me* 
me  côté  que  PM^  on  tirera  la  droite  indéfinie  B  & 
parallèle  à  AE ,  fur  laquelle  on  prendra  la  partie  DCz=:s 

^Art.  iSi.  ^"^  ^^  même  côté  de  PM,  On  décrira  emiiitc  *  du  dia-' 

mètre  CG  qui  ait  poiur  paramètre  CJFf=:^,  &  pour 
ordonnées  des  droites  parallèles  k  AP^  une  Paraoole 
CM  qui  s*étende  du  même  côté  que  AQ^^t  dis  que 
Ùl  portion  renfermée  dans  l*angle  BAP^  iera  le  lie* 
de  cette  içcondc  équation  ou  formule. 


Car  ay^nt  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M  ^ 
laligne  ilf  (2j?v^^^l^^  -^A  ^  qui  rencontre  Iççparal-i 
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S^r'^'^'  ^^*  ^^^  P°^°^  ^'^*  ^^^  triangles  fem- 
plaoles  A£E,  A(iF »  donneront  ces  deux  propor- 
tions, AB(m).AE  {e)  i-.AQ^xxPM  {y).AF  ouDG 

par  conféquencGi»^ou/^A/-^(^l?-^i?G=x-.2._, 
ICCG  ou  DO~-BC=  l -,.  Or  k Parabole  donn^ 

GM  =zCOnCHy  laquelle  équation  fe  chanee  en  la 
précédente  en  mettant  pour  ces  lignes  leurs  valeur* 


•oaly 


COJLOILAIRS, 


P9»  Il  eft  dair  i».  Que  dans  la  première  de  ce» 
éqiwcions  ou  formules ,  le  quarré  j.,  fe  trouve  iâns 
fraaioû,  &  que  dam  la  féconde  c'eft  le  quarrc  xx. 
»  .  i^e  dans  ce*  deux  formules  les  deux  quarrés  y  y 
icxx  sj  trouvent  avec  le*  mêmes  lignes  ,  en  forte  que 
ie  quarré  £  de  la  moitié  de  la  fraâion  ^  qui  multi. 
V}}\  ^l  pl?a  */.  multipliç  l'uû  des  quarrS  xxonyyi 

Aît  t.       "^x*  ^  '*  f *^  *^  "«  fe  renconcroic  po&t 
dans  lun^  ou  l'autre  de  ces  deux  formules,  le  qÛarri 

,^^  ou  ^  ne  s'y  rencoooeroit  point  non  plus,  puiC 
Sa*alors  lafiraddo»  donnée  -feroic  nulle. 


PROPOSITION    IL 

Problème. 

ions  UqneUi  te  fia»  xy  nefimetntroHtfoint,  il  n%a  au'mt 
1rs  deux^mh  xx  é  yji  •«  &ien  le  plan  ty  A  rltctm^ 
front  ,Us  dmx  quarrés  xx^yysy  rencantrenf  a»M avef 
ufmmu  lieues*  m  &ru  juu  Uvi^t.é,mi  a.  r :..t  j..  *  ^ 
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frafiian  qui  înmltiflic  xy,  foi$  égal  à  celle  qui  mukiplie  U 
quarté  de  l*une  des  inconaues.  Onjupfofe  toujmrs  quUly  ait 
un  des  quarrés  %x  ou  y  y  qui  [oit  délivré  defràiBiens. 

On  comparera  chaque  terme  de  Téquation  4pnnée« 
avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  première  formule  du 
Lemm&  pr^ëdent ,  fi  le  quatre  y  y  s'y  rencontre  fans 
fraâion  ^  ou  avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  féconde 
iorniule ,  lorfque  c'êf^  le  quarré  x  x.  On  tirera  enfùite 
de  la  comparaifbn  de  ces  termes ,  des  valeurs  des  quan- 
tités m^n^fytyS^  p^r  le  fnoycn  defquelles  on  décrira 
comme  Von  a  enfèigné  dans  le.Lemme  (en  le  ièrvant 
des  deux  Remarques  fuivantes)  une  Parabole  qui  fera 
le  lieu  cherché, 

H  E  M  A  K  OU  El.  * 

311.  i».  On  prendra  pour  AB{in)  telle  grandeur 
pbfiti ve  que  Pon  voudra.  1*.  Les  lignes  AB  {m)^  B^E 
( » )  étant  données ,  la  ligne  A£  (e)  TeO:  auflî  puifque 
Tangle  ABE  cA  donné.  3^.  Lor^ue  «=:^^|a  ligne 
AB  tombe  fîir  AB.  c'efl  â  dire ,  fur  AP  dans  Ijt  cpn- 
ftrudion'de  la  première  formule,  &  fur  ^gjdans  celle  de 
la  ^conde  :  alors  on  aura  AB  (m)  r=:  AE  (e)^  pùifque  les 
points  B,E^  &  confondront  alors enfcmble.  4^.  Lorfque 
la  valeur  de  Tune  dps  quantités  n^  r,  Sy  eft  négative,  il  faut 
prendre  ou  mener  la  ligne,  qu'elle  exprime  du  coté  pp- 
pofc  à  celui  de  PMi  au  lieu  qu'il  la  faut  mener  at 
même  côté ,  comme  Ton  a  fait  dans  le  L^mipe  ,  lorfi» 

qu'elle  eft  pp$tivç,.  :  \  '].  \         ^  ^"    -  * 

R  £  M  A  Z,  QJU.E     IL 

}!!•  S'^î*  arrive  que  U  valeur  .du  paramétrfc  CM 
(p)  foit  négative,  il  faudra;  que  la. Parabole  s'étende 


terminée 
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terminée  j^od^ns  celle  de  la  féconde.  Tout  ceci  s'é- 
daircira  parfaitement  par  les  Exemples  qui  fuivent.    . 


Exemple    I. 


JiJ-Soitjy^— 1^^— ^x— l-rrrr^  Téquadon  don* 
née,  dont  il  faut  conftniire  le  lieu. 

Comme  le  quarré^  fè  trouve  ici  (ans  fraâion,  je  choiiîs 
la  première  formule  *  du  Lemme,  de  laquelle  comparant  *^^*  }ot. 
chaque  terme  avec  celui  qui  lui  répond  dans  lapropofëe,  ^*  ^' 

}*ai  I**.  ^  =0 ,  parce  que  le  plan  xynek  rencontrant  point 

dans  la  propofëe,  on  doit  regarder  ce  plan  comme  étant 
multiplié  par  zéro  j  d*où  je  tire  «me^,  &  par  conféquent  *  ^jirt.  tiu 
mz=c:  c*eft  pourquoi  eœiçant  dans  la  formule  tous  les 

termes  ou  -^  fè  rencontre .  &  mettant  au  lieu  de  f  fa 

valeur  m  y  je  tnMye  yy  —  iry^px—irrr^^ps=o^ 
a^  La  comparaifba  des  termes  correipondans  ^iry  Se 
'^xay  donne  r^=.a\  3^  Celle  de  ^fx  ic  ^6x  fournit 
f=:^.  4^.  Celle  des  termes  où  les  inconnues  x  6c  y  ne 
fc  trouvent  point ,  donne  enfin  rr-^ps^zccj  d*où  en 

mettant  pour  rScf  leurs  valeurs  a&cl^/]C  tire  s:;=^^^^s 

qui  efl  une  valeur  négative  lorfque  a  furpaflè  r,  comme 
on  le  fîippofe  ici.  Je  n*ai  point  comparé  les  premiers 
termes ;f ^  &yy  entr'eux}  parce  qu'étant  précifémenc 
les  mêmes ,  cela  ne  feroit  rien  connoître.  Or  les  valeurs 
de  n^Typ^s^  étant  ainfî  déterminées ,  je  conftruits  le  ^ji^^  jog, 
lieu  en  nie  fervant  de  la  conftrudion  *  de  la  formule ,  &  n.  1 1. 
obfcrvant  ce  qu'il  y  a  dans  la  première  *  Remarque  en  ^^^^ 
cette  forte. 

Puifquc  B  E  (n)=:oy  les  points  ^,  E,  fe  confondent, 
&  la  ligne  ^E  tombe  *  fkrAP^  c*efl  pourquoi  je  me-  *^r/.  jti.' 
ne  d'abord  par  le  point  fixe  A  la  ligne  AD  {r):z^a  f^^^  ^Cj. 
parallèle  à  PMy  &  du  même  côté ,  parce  que  fa  valeur 
efl  pofitive.  Je  tire  enfuite  D  G  parallèle  à  APy  fur  la- 
quelle je  ji^rpuds  J)Ci=::^  ^^^  :^— /  du  côté  oppofé  i 

Ec 


^t8  ."-        ■  hl T.JL  1     S  fi f  T  1  e'k  1. 


TM>  parçeque  /  =  —ç-  ^  quiçft  une  Y*kut  njégaiir^ 
*^y/,  lôx.  Je  décris  enfin  *  du  diamètre  C  G  (  qui  ait  pour  paramè- 
tre la  ligne  CH{f)zs:à,tc  pour  ordonnées  des  droi- 
tes parallèles  à  PM  )  une  Parabole  j  &  je  dis  que  fcs 
deux  portions  OMM^  ItJlf^,  renfermées  dans  San- 
gle PAO  fait  par  AP  &  parla  ligne  AO  menée  pa^ 
niUelenient  â  i'Af  &  du  même  côté ,  &ra  k  lieu  de: 
l'équation  donnée. 

Cap  mienanc  d'un  de  leur»  point*  quelconques-  Af ,  î* 
%ni^  MP^  9^  &^  ayee  AP  l'àngk  donne  ou  pm  ii 


yoJ.Qn.té,-<<PAf,^qui.  renconcçe  ^  G  au  (oint.  (9  s  on» 
aura  Q iVf:;:;^— ^  QViGM^^^Vi,  kÏQtx  que  k  poinif  JI4 
tpm^betâvaudenus  Quaudeilbus.du  diamètre  COf  SLCQom 


*Art,if.  p  G --f  C  Z>:;=;x—tîÇft  il  &  partant*  pari*  propriété- 


de  1*  Patabok,  G  M  ^jr/— *4^»«+v«  <<•)=:;€  G  )rCJf# 
quiicA  Véquacioa  donnée;  ï)x>ne.&c. 

R  B  M  A  K  0  tr  B. 


-kTj  il  faut  ijemarquer  , 

i.^.  Que  I4  portion  indéÉgaiie  5-3^ deiaParaboIe,  ren£b& 

méftdansrangle^-^^-ir^/ena  Le  lieu,  de  toutes  ks  valeuxf 

fauflÈs  §c.dfi  i'iijcojittu.ëjK,qui  répomlentaux  valeurs  vraies^ 

'   "  de  TaHtt-e  inconnue,  xdan^rçquatiQQ  donnée-.  Eaeflfer 

•  iî;l*on  ^rend  AP  plus  gr^ande  que -^5-,.  ôc  qu^oâmeaç 

i'  M  parallèle  à  AAT^  &  du  même  côté,  laqudlle  rencon* 

»-rfrf.  jo4i  trela  pouioA  s  m  «n  ikf  i  ?bn  aura^*  i?-W=.— jf^,,,  & 

,  .  paitani;  la.  droite.  6 M  ou  G.jp— ^PJ^£=^— |c^  &  o* 

retrouvera  paï  la^  prpprietç  de  la^Parat^ole  comme  gu 

deiTus.  Tequaripa  donnée. 

2^.  Que  la  portionJt  C  Odc  cette  Parabole,  qui:tombe 
dans  Tangle  TAO  oppofe.  au  jfommet  à  Tangle  SAJT^ 
ièra  le  lieu  de  toutes  les.  valeurs  vraies  de  llnconnuë^ 
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îk$  de  l'aucre  mçpnauë  ji^i  car  raifànt  '^  APz^^x^ùû  ^-Art.  504. 
retrouvera  encore  Tcquation  doûûçfc* 

3^  Que  s'il  tomboit  une  portion  de  cette  Parabole 
dans  Tangle  TA;^  opoofë  »i  ibntnlf  t  à  Tangle  PAO  y 
€lle  feroit  le  lieu  des  valeurs  faufles  de  l'inconnue  ^,  qui 
répotidroient  aux  valeurs  fauflès  de  l'autre  incoruiiiîë  x. 
t)e  forte  que  cette  Parabole  eft  le  lieu  complet  de  tou^ 
tes  les  valeurs  tant  vraies  que  faufles  de  l'inconnue  y  \ 
oui  répondent  i  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  iàuffes 
ce  l'autre  inconnues,  dans  réquâtion  donnée/^— X  4^  -  .  . 

'^bx — ycc=iù. 

D*où  Ton  voit  que  dans  cet  Exemple  il  y  a  deux  va- 
leurs vraies  PMy  PMy  de  l'inconnue  ^>  qui  répondent 
â  la  même  valeur  vraie  AP  At  l'autre  inconnue  m  ^ 
lorfque  cette  ligne  AP  eft  moindre  que  A  Si  qu'il  y  a 
une  valeur  vraie  PM,  &  une  fauflè— PJlf  ^  lorfqutf. 
AP  fûrpaile  A  Si  qu'il  n'y  aqu'une  valeur  vraie  SV 
àty  y  l'autre  étant  nulle  ou  zéro,  lorfque  APx=zASi 
qu il  y  a  deux  valeurs  vraies  PM  jPM,dQ  l'inconnue 
j^^qui  répondent  a  la  même  valeur  fauHe  -^AP  dt  l'in- 
connue X y  lorfque  AP  cA  moindre  que  ATi  que  ce» 
deux  valeurs  deviennent  égales  chacune  â  la  Tangen-^ 
te  rC,  loffque  AP=zATi  Si  qu'enfin  iî  l'on  prenoit  ' 
AP  i^x)  plus  grande  que  ATj  comme  l'appliquée 
PM  ne  rencontreroit  alors  la  Parabole  en  aucun  poînt^ 
il  s'enfûivroit  qu'il  n'y  auroit  aucune  valeur  vraie  ou 
faulle  de  l'inconnue/^  qui  pût  répondre  a  cette  valeur 
fauflè  ^AP  de  l'autre  inconnue  x:  c'eft;  i  dire  que  les^ 
valeurs  de  Tinconnu&jf  deviendroient  en  ce  cas  imagiw 

naires. 

Tout  ceci  &  doit  entendre  de  la  même  manière  dans 
tous  les  autres  Exemples  qui  Suivent  ^  tant  dans  la  Para- 
bole que  dans  les  autres  Séâions  Corïioues  :  de  forte 
cpLC  la  Séâtion  Conique  qu'on  trouvera,  iera  non-foule^ 
mène  le  liev  de  toutes^  1^  valeurs  vraôes  de  l'inconnue 
y  par  rapport  aux  vakui^  rt^d  de  i'aotjtt  inconnue  xi 

Ee  ij 
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mais  auffi  celui  de  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que 
fauflès  de  Tinconnue  y  par  rapport  aux  valeurs  tant 
vraies  que  fàufles  de  Vautre  inconnue  x. 

EXEMFEE     IL 

5'-f*  bon  réquation  donnée// -+îix/-+—Ji^;c 

^^icy--èx^^cc=:o,  dont  il  faille conftruire  le  lieu. 
Comme  le  quarré  //  eft  ici  fans  fradion ,  je  cfioifTs 

de  même  que  dans  l'Exemple  précédent,  la  première 
♦-rfrf.  jo8.  jfonAule  *  du  Lcmme  $  &  j*ai  par  la  comparaifbn  de  fes 
^*  '•  termes  avec  ceux  qui  leur  répondent  dans  la  propofce^ 

^jirt.  jii-  jo^  i?_« !* .  a*où  enfaifanc  *  m=:dM  tire  «=-A 

mm  '* 

2^  —::^^y  d'où  il  Vient •  comme  ci-defrus,»=—^-. 

MAI  4M 

3^  r==-r.4^*î^=-*i&partant^r=i2!±^^ 

mettant    pour  m^n^ty   leurs    valeurs  a^^by^c^ 

f.  rr-^fsznicCy  ce  qui  donne  j==:^,  en  mettant  pour 

rr  fz  valeur  ce.  Or  ces  valeurs  de  w ,  »,  r,  p^  s  y  étant 

m  jtrt.  toi.  *"^^  déterminées,  je  conftruis  le  lieu  de  cette  équa^ 

ff^  f/      *  tion  en  me  fèrvant  de  la  conftruûion  *  de  la  première 

formule  en  cette  forte.- 
Fie  lit.      Ayant  pris  fur  la  ligne  j4P  la  partie  jfS(m):=:^ty 

je  mené  les  droites  Jî£=:^=:—», ^Z)  =  r=:  —  rpa- 
ralletes  à  PM^  &  du  côté  oppofe ,  parce  que  nz=z  —  b 
&  r=:— r  qui  font  des  valeurs  négatives.  Je  tire'enfîiite 
par  les  points  déterminés  A  y  £,  la  ligne  AE  (r)  quiefV 
donnée ,  &  par  le  point  D  la  ligne  D  G  parallèle  a  AE. 
Cela  feit  comme  I>C{,s)  eft  nulle  ou  zéro ,  le  point 
^  Art.iiu  C tombe  fur  Dj  c*eft  pourquoi  je  décris* du  diamètre 

D  G(  qui  ait  pour  paramètre  D  Jf  (^  )= — ^; — ,  &  pour 

ordonnées  des  droites  parallèles  ^PM)  une  Parabole  $. 
&  je  dis  que  (à  portion  0  M  renfermée  dans  Tan^Ie 
PAU  y  où  Ton  mppofe  que  doivent  tomber  cous  Tes 
points  M  y  fera  le  lieu  de  l'équation  donnée» 


i. 


\. 


'  / 
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Car  ayant  mené  d'un  de  iês  points  quelconques  Àf^ 
k  ligne  Afi'  qui  fade  avec  AJP  Tangle  donné  ou  pis 
â  volontés  PM^  &  qui  rencontre  les  parallèles  ^£, 
DG,  aur points  F,  Gi  les  triangles femblables^^i?, 
APF ^  donnneront   ces    deux  proportions,  AB{a\. 

AE(e)::Arix).  AB  ou  2)G=^.  Et  AB(a). 
MB  (i)  :  î  ^/»  (x) .  /'l's:  ^ .  Et  par  confëqucnt  GM 
ou  /»i»/— hi»J?-f-J'G=^-f  ^-fr.  Or  par  la  pro- 
priété *  de  la  Parabole ,  GAf  *  =:  G  2)  x  D  Jf  ,  «*eft  i^  dire, 
en  medtant  les  valeurs  analytiques  ,^^—^  zLxy^^  —  x» 
-+iey—éx—^cc=z9,'DQnc  &c. 

R  £  M  A  K.  Qjtj  B    1. 

If^.  Si  la  %ne  -rf/?  ne  coundc  point  la  Parabole; 
mus  qu'elle  la  touchât  ou  qu'elle  tombât  toute  entière 
^m  dehors ,  il  s'enfuivroit  qu'aucun  des  points  cherchés 
Af  ne.  pourroit  tomber  dans,  l'angle  PAH^  comme 
l'on  avoit  fûppofé  en  feilànt  la  conftru<aion  j  &  qu'ain- 
&  il  nY  àuroit  aucune  valeur  vraie  de  l'inconnuif  v  qui 
répondit  à  une  valeur  vraie  de  l'autre  inconnue  x,  de 
quelque  grandeur  qu'elle  pût  être. 
.  Cette  Remarque  eft  générale  pour  tous  les  £xem. 
pies  pareils  à  celui-ci,  non  feulement  dans  la  Parabole 
mais  auflî  dans  les  autres  Serons.  •  «      * 

,  '  •  «  •   •  •    ■ 

i  .    •  •  .... 

R  £  M  A  IL  <^Ï7  £     IL 

5*7*  il-  eft  i  propos  de  remarquer  que  fi  Jf'onavoie 
^ri^  pour  AB(m)  une  autre  grandeur  que  a,  telle  qu'el- 
le pat  être ,  ïcs  valeurs  de  :g  £  (  »  )  &  de  AE  (  e)  chaau' 

geroient  i  la  venté?  mai» les  rapports  *,  -,  demeo- 
leroient  toujours  les  mêmes  j  parce  que  dans  le  trian- 
gle ^fiâ  l'angle  A3E  eft  donné ,  comme  aoffi  la  raifon 

euj 
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^4u  ç^i  AB  w,  coxéB^  r^voài  dafis  cet  Exemple 
1 25;î*  .  Of  comme  i!  ri'y-a  que  ces' raîfotis  de  *  ,  -'  dui 
fe  puiflent  trouver  dans  les  valeurs  clje  /;>  r^  /i  il  s'en- 
fuir que'  ce«  yj^Ieurs  deraeurfijif  ^^i^JR?^^^  mêmes, 
telle  grandeur  jpofîdVe  que  Ton  pûiïïe  prendre  pour  jfa 
.  ligne  J^  iî  { w  )  ;  de  forte  qu'on  n^i  ptis  ^  =rr  i^  que  pour 
rendre  U  con^rudioa  plus  fimple/  :<^e  ^yç  ron^  do» 
toujours  obferver  dan?  la  fuite.  _  . 

' Ê  X  E"M  F  i  E     ,ni.    ,.     ,        , 

,'  -  fio-Vji^,  demande  le  If  eu   de  i'ëqu^tion  .dQOAi^C 

Comme  c'eft  ici  le  qûarré  xx  qui  eft  délivre  dfe  firac- 
*^rf  to8  *^^^^>  J^  choifis  I4  fecQn4e  fprmule  .^.du  Lemme  $  & 
ujj^  '       *  j*ai  par  la  comparaifon^  des   termes  correlbondans , 

iVÎi=;=^^*d'oàtM£3Ûfew»^  tiresii^^. 

i  .  ijj;  ===  —  i  &  partant,  pnMque  m  £=  <*,on  trouve  cpmp 
me  ci-deflUs  »= -:-^  n  r=i  t  4*.  ^ï^^^=*  =  ^  —  ^i  ce 
qui  douné  Hz^^  ^,eap>f«6l«  ila.pkçe  de  *>«>  r, 

leur?  valeurs  i^/^--^  3  <.  f.  ^i^-H^/»>=r*5  parce  que  dans 
l'équation  donnée  il  ne  iè  OTotove  point  de  ternies  en^ 
tiercment  connus^^  que-l'oa  puifle  comparer  ^u  ter* 

me  rr-^/j  de  la  formule  j. ce  qui  donne /;=;=-^-z=-3  ^ 
çn  mettant  pour  rScp  leurs  valeurs  r  ijc—  —  •  Or  ces 

valeurs  étant  ainfî  déterminées ,  je  cohftruis  le  liçu  re^ 

auis  en  ipe  fêrvant  de  la  conftrudion  de.  l^T  féconde 

*  jirf.  toi.  R>rmule*tiii  temmé*  &  oKierVant  exâéteinciiç  Tes  arti* 

^»  »•  ctes  jir.  &  3n,  de.  la  manière  qui  iîiit. 

F 10.  169,       Ayant  mené  par  le  point  fixe  -^K^ne  ligne  indéiL 

nie  A  (Upar^lldv!  à  ^M,  jepfends  ikr  cette  lig^e  £% 
partie ^^  {m]z::^4^ièC  du  pqiitf.JRj^.tiJC«^£  ==*=;;— » 

p^lçlç-  i  AJ^^  (5ç  d«  ç9Sé  9ffofi  à J^Jfc^ >pMcc  çœ  It» 
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^.  £, la  Ugoîc  ^M{e)  qnx >ft  donncV  Avâbc pris  ht  :    ■ 

droite  mdefime  Dg  parallèle  i  ^£,  furla^ucUe  S 
pren*  la  pattie  r>C(s):='±àM  côté  de  PM.Ja  dé- 

Sj^it*nflî.iîï;'?!.£^'^^     ait  pour  ordonnées  ♦^^.r^^ 
<ks^oitt5  pajalldes  i  ^>,  fc  pour  paramètre  la  ]L 

gne  CH  =x  ^  =— /y  une  Parabole  qui  s'étende  ♦  dir  *  -**•  j'  ». 
côté  oppofé  i  celui  où  s'étend  ^j^  parce  que/sa-.  il 

SeVette^arf^^^"^'? ''•  J'  ?' T  ^f°«^«^  ^^^ 
te'q^'^V^f""^^^^^  <l-l'angir.^^,^er. 


Wes  ^^j,  ^j^,  donneront  ces  deux  proporéioûs,' 

M  tombe-  de  parc  ou-  d'aotw  du  dïametrtî  CD  /&  k 

,    V    «T^        ■     _ff — 1?  "■  ••Or'parlaproprietc  *-*•'•  ^^ 
«te  la:  Pit^oh..  gm* — '■  enter  w .  ;r»«/i  ^  j  • 

«nr-aj^àiplacedeces.  lignçs  Teurs  valeur,  analytique*  ^ 
teo  doonee.  JDonc&c, 

-  U  -  ,  ^.    ^    M    A.    R.    Q;^0    B.        ' 

.  ^^.  5?it  atjj^wk- <ju'«n>  cottfparaiif  les  tennef  de' 
UquatKm  donnée  j«rec  c^u*.  dé  îa  formule    oï- trou 
jat  atie:^r=.;  '1  ^  vifiMe  que  la- conftrqéfio„  de  îâ 

Maisiittoi.biWiirlteHu^oerqUe'a'ébuadofldoWé  fë" 


AH  L  1  T  H  E      S  E  P  T  I  e'  M  K. 

peut  toujours  alors  abaiflèrien  forte  <jue  Con  lieu  devient 
*An.  }o8.  «me  ligne  droite }  ce  qui  iê  voit  par  les  formules  *  du 

lamine.  Car  efistçant ,  par  exemple ,  dans  la  première 
ks  termes ou^ (e  rencontre ,  il  vient  vv —  —  ;c»-+  —  ^^ 

—  2f;r--4-  —  X— t-rr:;=^,  dç  laquelle  extrayant  la  r». 

cine  quarrée,on  trouve^  — —  —r=/^j  ou j^ -=  îï *-+r, 

4ont  le  lieu  eft  une  ligne  droite  que  Ton  conftruir^ 
félon  Tarticle  306.  La  mêmç  chofe  arriver;;^  de  lai^con-» 
de  formule  de  l'art.  308. 

E  5C  E  M  P  L  E    IV. 

32'0»boiT  propofèe  Tëquation  xx — ayszê^  àQ 

laquelle  il  faut  trouver  le  lieu. 
»jrfit.  308.      Comme  c*eft  ici  Iç  quarré  x  x  qui  fe  trouve  délivré  de 
••  *•  fraâions  ^  je  choifîs  la  féconde  formule.  *  du  Lemme  j  &: 

j'ai  p^r  1^  comparaifon  des  termes  qui  fe  répondent  » 

^Jlff.  tiu  ^^*  m^^^^^  parce  que  xy  nç  fè  trouve  poiQt  dans  1» 

propofce  j  d'oii  je  tire  «=;=?,&  par  confçquent  *  »ç=rt 
a*.  —  =:^,  parce  que  le  quarré  vj^  ne  s*y  trouve  pas  noa 

plus  j  d*où  je  tire  encore  n=su>.  3*.  r=  ^,  parce  que  l'incon^ 
i)uc  X  nç  fè  trouve  point  au  premier  degré  dans  la  pro- 
pofce :  ç'eft  pourquoi  effaçant  daps  la  formule  tous  lc« 

termes  où  *  &  r  fe  rencontrent ,  Qc  mettant  pour  e  Ç% 

valeur  mi  il  vîept  xx^fy-^fi^^^Oy  dont  il  refle  4 
comparer  les  termes  avec  ceux  gui  leur  répondeqc 
dans  la  propofèe.  4^  La  comparaifon  des  termes— f  y 
&~4/  donnent  ^=1;=^.  5®.  Puifque  dans  la  propofèe  il 
ne  fè  trouve  aucun  terme  entièrement  connu  que  lV>it 
puifle  comparer  au  terme  ^/>  il  s'eqfùit  que^/=:^,  ôc 
qu^ainfî i = ^.  Or  ces  valeurs dcn^r^p,Sy  ainfî  déter- 
minées me  fervent  i  conftraire  le  liei^  qu'on  deman-. 
de^  ayant  égard  à  la  conftraÀion  de  la  féconde  for^ 

*^rr.  jiï.    ipule  de  Tart.  308,  &  à  rarticle3ii.  çn  cette  forte. 

FiG,  I7Q*       Puifque  jff£  (»)=^,  la  lignç  u4  B  tombe  *  fur  -^1^ 

mei)ée  pa^ bêlement  i  ^^  {^  4tt  m^me  côté  i  comme 

auflî 
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auffi  2) G,  parce  que  AU  (r)=:^.  Or  puifque  Cti{s) 

=^,  le  point  C  combe  fur  le  point  h  lequel  tombe 

en  ^  comme  Ton  vient  de  voir.  Je  décris  donc  *  une  #  ^^^  j^,^ 

Parabole  du  diamètre  AQ\  qui  ait  pour  paramètre 

^Jï  (^)=:^,  &  pour  ordonnées  des  droites  MQ^ 

parallèles  i  AP:  je  dis  que  fa  portion  indéfinie  AM^ 

i:enfermée  dans  Tangle  PAQ^dk  le  lieu  cherché. 

.  Car  ayant  mené  aun  de  fes  points  quelconques  ilf 

Ips  droites  MPy  M  d»  parallèles  â  AQj&c  a  Ap,  on 

aura  par  la  propriété  *  de  la  Parabole,    ^Jkf*  (xx)  *-''*•  V* 

=zAûj^AH   {ay)'y  &    partant  xx^ayzrzo^    qui 

ccoit  Tequation  propofée.  Ce  qu*U  fallait  démcntrer. 

•    -  A 

De'monstration   du  Problïme.^ 

3il#  Si  l'on  met  dans  la  formule  générale  *  à  la  plaire  "^An.  }oS. 
de  mjn^r^s^f^  les  valeurs  que  Ton  aura  trouvées  par  la  com- 
.  paraifbn  de  fes  termes  avec  ceux  de  Téquation  propofée , 
telle  qu'elle  puifle  être  ^  pourvu  qu'elle  ait  les  conditions 
marquées  dans  le  Problème  ;  il  cft  cliur  que  cette  formule 
;énérale  fe  changera  en  la  propofce  :  &  partant  que  fî 
_'on  prend  aufïî  ces  valeurs  dans  la  conftrudion*  du  Leni-  »  Art.  jot» 
me,  le  lieu  de  la  formule  générale  fê  changera  en  celui  de 
réquation  propofée.  Or  c'efl  ce  qu'on  a  çnfeigné  dan;?  le 
Problème  accompagné  de  fes  deux  Remarques,  comme 
les  Exemples  precédens  le  font  affès  voir.  Donc  &c. 

—  .         •  •  .*-■■..  :  - .    •    *      « 

LEMME    FONDAMENTAX.       ,: 

VmrU  cânfiruéîion  des  lieu»  a  fElliffi  00  an. 

Cercle. 

S. 
OIENT  encore  comme  dansU  définition  pre-  picni* 
miere  deujc  lignes  droites  inconnues  &  indéterminées 
AP{x)\  PM  (/)i  &  foient  de  plus  clçs  lignes  droites 
données  m.n,P^r,s^tp  Cela pofç , 

Ff 


Oo  pKQdra  fiir  k  li^  APyh»  partie  jtS:=zm9 
le  ayant  mené  l€s  droites  ^f;^:»,  Al)=^fy  paraUe- 
k$  à  PMybL  du  mênie  côté  ^  on  tirera  par  le  point  A 
Ift  droke^fi  qui  eft donnée,  &  <pie  jTapDelle  fi  8c  par 
le  point  D^  la  droite  indéfinie  DQ  parallèle  ^AE^Hxt 
Uquelle  on  prendra  la  partie  DCcs^s  dscôsé  de  PMf 
&  de  part  &  d'auEre  dupoinr  Q  les  partie»  CRrCZ^ 
fArt^  i€i^  égales  chacune  à  /.  On  décrnra  eniùireuiie]U%âr*  à\x 

diameereZiC  (z/)y  qui  air  powr  paramètre  KH^:=fy 
îc  pour  ordonnées  qes  dfoftes^  paraUeles  à  PM.  Je 
dî»  quç  A(  portion  OMR  renfermée  danr  Kàngle  PAD 
faàt  par  la  ligne  AP  &  par  une  ligne  ÂD  menée  par 
le  point  fii^e  A  parallèlement  i  PM  &  àvt'  même  côcé^ 
iera  le  lieu  de  l'eqitation  ot^  fornmlegénérale  qoefoiciL. 


eêp  Xif$  ftt 


G»  fyant  ftneoé  d,*im  cfesponns  qiietcott<^es.A^3  <fe  eeCr 
«  portiottd'EUipft,  la.  ligne  -W/»  <5Mi  Mè  avcc^P  l'angle 
«lonnioiipris  à  volonté  APM,Sl  qui  renconcre  les  parak 
We3-rf£,i)G,»ux  pomts.J>0>lM  cmpglesfembûbic* 

jtSE.j4PF..àoaBetontAJ'ouI)Gc=z  ?,  &  PJ? = ~ .  O» 


anr»  «tonc  6^=/^  ï""*"»  &  CO=^  --/.Gir  pat' 
•>^.,j^d^  la  pfopricté  de  l'Enfle  *XZ  Ci*  ).-K«  (p)rrZG>H3Koa: 


_„._^  =.  ,„^  2rxu^^te=e=t^«+:±ï-  ses. 

Donc  &c. 

S'il  arrive  ooe  le  diamètre-  JC  Z  (  x/  )  &  fôn-  parame:- 
tre  K  H(f}  toieaz  égaux  entr'eux,  (»ir  aura  cbûjours^ 
G  ht^=.  L  G  X  GJC  i  d'oÂ  il  ef£  é^enr  ftlon-  les*  Be^ 
mens  de  Géométrie»  que  S  l'àn^e  CGAi  efl  droit,, 
FEllipfe  (è  cbangera^  alois  ea>  un-  cercle  qpi>  aura  poosr 
diamètre  la  liene  K  Z^ 
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3^i^lLdk  clair  que  les  deux  quarrcs  yy  tl  xxÇt 
troayent  toujours  avec  les  mêmes  fignes  dans  cette  for« 
mule }  &  que  loHque  le  plan  xy  s^y  rencontre ,  le  quar* 

ré  «^  de  la  moitié  de  la  fraâion  ^qui  multiplie  ce 

plan,  doit  être  moindre  que  lafxaâion  ^  — f  ^^  qui 
/QuIdpUe  le  quarré  xx. 

PROPOSITION    IIL 

Problème. 

32.4*  CoMSTA^uiu  le  lUm  inlie  é^uHsM  étmèe  i 

dans  laquelle  les  deux  qetarris  yy  ^xx  fe  rencemrem  avec 

les  stsèmes  figues  faxs  le  flan  ^y,em  at^c  ee  floÉ^  enferte 

ue  le  quané  4e  la  wiêUiè  de  Us  fraBiets  qui  le  wmliiyiieg 

^if  moindre  que  la  frailiees  qui  nmlHfhe  le  quarri  xx^  Ou. 

fufpofe  teéjeurs  ici  que  le  qmarré  yy  fiif  delivfé  defirae^ 

siens. 

On  comparera  les  termes  de  réqtiadoii  doaoée ,  avec 
ceux  qui  leur  népondent  daAs  la  tormulegàiéwgle  *àfa! 
Lemme  précédent  )  (c  on  dtera  delà  «empaaiibQ  d#ces 
termes  »  des  valeurs  des  quantités  m^iê^f^r^s^e^  par  le 
moven  delquelks  valeut s  o&  décrira  csomme  l'on  »enièi-> 
gne  dans  ce  Lemme  (  en  obiervant  exaâemeot  Part.  |ii^ 
une  £Hip&  qui  ièra  le  lieu  cherc&é^ 

.)tf  «SoiT  propofë  de  trouver  le  lieu  de  cette  équa<, 
ti6tKfy--¥xy'^\xx--iay^'^hx^^cct=:o,  dans  la-! 
qusHe  le  quatre  de  {  tnùïûé  -de  ta  fradion  t  ou  i  qui 
iBolapbe  x/,e^motikhe  q«e  la  fra^on  l.qui  nMilti- 
plie  XX. 
La  comparaiibn  de  cluque  terme  de  liafoonide  ^énéc^Ie 


$ 


\ 


jLz8  Livre    Seftïb'mr 

"^  Art.  ^lu  du  Lemme  "^  avec  celui  qui  lui  repond  djins  cette  équatiofly 
donne  i°.  i?  j__  j  ^  ^^  jj>y  ayant  ici  aucune  fraâion 

littérale  qui  multiplie  le  plan  xy^  on  le  doit  confiderer 
comme  étant  multiplié  par  Tunité  numérique  i  :  &  par^ 

tant  fi  Ton  Eût m=:^,  ronauraa=:  —  \  a.  x^.  ~  -+  -îît-. 
=7}  d*o^  l*on  tire  ^  ==.î!!=^=:  ^^ 
w,  »,  leurs  valeurs  a^-^ia:  &  par  confëquent p=:—  • 
y  r=za.  4«  *^— ^=i=i;d*oùenmettantpour;fi,»,r, 
7  .leurs  valeurs^,  —  i^,  a^  — ^  il  vient  /='"^^^'"^**; 

J  *"     »»     *^  »/  *  '   t  t 

=//-+4^^  —  ~,  en  mettant  pour  '  ,  r^Ies  valeurs 

t 

—  ,  <«,  qu'on  leur  vient  de  trouver.  Or  les  valeurs  de 

w,  «,r,/,/,^,  étant ainfi  déterminées,  je  décris l'EI- 
l^{è  cherchée  en  me  fêrvant  de  la  conftruâion  du 

*Art.  jx*.  Lemme  *!  &  de  l'article  511.  en  cette  forte. 

Fi6.t7t.       Je  prens  fur  la  ligne  AP  la  partie  AB  (m)  a,  &" 

syant  mené  parailëlement  à  TM  ic  du  même  côté  Iz 

.    .  ligne  ^JD  (r)=rf,&  du  côté  oopofé  la  droite  ^£=|rf 

=— »,  parce  nz=—{a  qui  eft  une  valeur  négative, 
je  tire  par  le  point  A  ta  droite  AE(e)  qui  elt  don- 
née 5  &  par  le  point  D ,  la  droite  DG  parallèle  à  AE^ 

fer  laquelle  je  prends  la  partie  DC=  îîî=fcî!î~-._^ 

du  côté  oppofé  à  PMS  &  de  part  &  d'autre  dut 
point  C,  iQs  parties  CX,.  CZ^   égales  chacune   à 

^Art  ui.  '=V^^-+4^^— ^*- Je  décris  enfuite  *  une  Ellipfedtt 

diamètre  XKy  qui  ait  pour  ordonnées  àts.  droites  pa- 
rallèles i  P MyiL  pour  paramètre  la  ligne  KHif)^ 

:=j^.Je  dis  que  fà  portion  OMJl  renfermée  dans 

Tangle  PADyC^  le  lieu  de  l'équation  donnée,  i 

'  Cxx  ayant  mené  d'un  de  &s  points  quelconques  ilf^ 
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k  ligne  M  P  qui  fafle  avec  A  P  T^agle  donne  ou  pri^ 
à  volonté  APM ,  &  qui  rencontre  les  parallèles  A  B^ 
JDG,  aux  points  i^,  G 5  les  triangles  femblables  ABE^ 
AP F  donneront  AB{a).  AE{e)  ::  APix).APou 

DG'=i^.'SxAB{a).BE(\a).iAP[x).PP::=:i'r^. 


On  aura  donc  GJlf  =rj^-+î^— ^5  &  CGouDG—4-2>C 
=:!?—/,  puifque  DC=:^'-'S.  Or  par  la  propriété  *de  *Art.ff,& 

rHhpfeKZ  (iOiCH(îî|)::  ZGHGiC  ou  C^*—CG*^*' 
^ax-^aa).  D'où  çn  mettant  à  la  place  dé  ft^ss 


&  de  /,  leurs  valeurs  4^/— —'&—  *^*^^ «  ,  multi- 
pliant eniîiite  les  extrêmes  &  les  moyens ,  &  divifànt  de 
part  &  d'autre  par  it^  Ton  retrouve  Téquation  même 
propoiee.  Donc  &c. 

K  £  M  A  R  Q^U   E. 

Jlo.  J)'iL  arrive  que  sS'^^ee  fbit  égalé  ou  moui-' 
drQ  que  ^^ ,  il  eft  évident  que  la  valeur  de  t  deviens 

dra  nulle  ou  imaginaire  5  6c  qu^'ainfî  il  fera  pour  lors  im^ 
poflible  de  confbuire  TEllipte  qui  devroit  être  le  lieu  de 
réquation  donnée.  Et  comme  cette  équation  renfermé* 
roit  necedairement  des  contradiâions,  il  s'enfuit  quil  ntf 
nourroit  y  avoir  aucune  ligne  qui  en  pût  être  le  lieu  j  c'iefl 
a  dire  que  toutes  les  valeurs  de  Tinconnue/ qui  devroient 
répondre  à  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauflès  de 
l'autre  inconnue  Xy  feroient  routes  îmaeinaires. 

Ceci  fe  voit  clairement  dans  la  formuk  générale  '^dvL  ^Art^  zzù 
Lemme  qui ,  en  tranfpofant  quelques  termes ,  devientr 

*-^  —  ^^^ ,  dans  laquelle  équation  le  premier  membre 

eiklcquarrcdej/— ^jc^rj  &  le  fécond ,  le  quarré  de  /    • 

Ffiij 


moins  le  quarrc  de  s^'£  ,mulciplié  par  la  fraâten  t .  Or 

il  eft  yifible  que  fi  la  valeur  du  quarré  ti  eft  nulle  on 
négative ,  la  valeur  dp  ce  fécond  membre  /èra  négative  j 
6c  qu*ainfî  Ton  aura  dans  ces  deux  cas  un  quarrc,  fçgU 
voir  le  pretnier  membre ,  égal  à  une  vialpur  Qégativç  j 
ce  <^ui  çft  un^  co^rr^diâion  foanifefte. 

Exemple    II. 

f  17.  On  âemSLfxdfi  le  tieu  de  réquatioii//.H-  jfcy 

•-4-^^'--f9^'H-/î^— 4ri;gj^  fiiivanp 

Tare*}!},  que  ?r-  eft  moiiidr^  que  Ufra^i^ion  j  ou  i  quimul- 

tiplie  le  qimrrié  xxi c'eft  â  dire  qué^  eft  moindre  que  ta. 
f4r$t  i%%p     La  copiparaiibn  àçs  termes  de  la  formule  "^  générale  avec 

ceux  qui  leur  répondent  d^ns  l'équation  propofee  >  donne 

1*.  V^sz—  t  î  d'où  çn  infant  «>=:^.  on  tire  «;;=  —1^. 
%".  ^.-t  f^  =1}  d'où  ^n  mettant  pour  »,  «.leurs 
valeurs .  rf,  —  | ^,  l'on  tire  t  =^if~^i    &    partant 


1## 


f .  /==VJX.-^  î^^f- .  Ce  qui  fournit  cette  çonftni, 

âion^ 
f  1 1»,  17},       Ayant  pris  fur  la  ligne  droite  indiéfiniç  ^/*  h.  par» 

tie  ^i?(«i)=?:^,  &  mçni  parallelemi^t  ,i  /*M  &  dit 
côté  oppof^  les  droites  ME = î  ^  ?;;:  — «,  -«^  i>?=  f  <• = — r^, 
on  tirera  par  le  point  A  la  droite  y^  £  (  ^  )  qui  eft  don^ 
n^ ,  &:  par  le  point  D  I^  droite  D  G  parallèle  iAE^ 

lùr  kqnelleoB  prendra  )a  partie  DC (/)==;  "JSS^ 

côté  de  /'îAf  ,  A^  f  £irpâi!&  ti^  comme  onl(;  iùppc^ici}  ^ 
ducôtéoppofé,  s'il  eft  moindre  5  enfùitç  on  prendra  dp 
part  &  d'autre  du  peint  C,  les  parties  CK^CÂ  égalcrcha<.> 

•  >^rt.  i<i.  cuiie  i  tz^y  /x  -+  ''^'XSr*  '  ^ï*^>  ottd^<aioi*  une 
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ÊJtipiê  dtt  dJaxDCtreZK(xt)qvà  aie  pour  ordonnées  des  droi- 
tes parallèles  i  T'A/",  &pour  paramètre  une  ligne /C/f  {/ > 

=  ^^  '*'  Je  «Jk  9ï«  ^  portion  aR  fera  le  lieu  de  1'^ 
quatfon  propofëe. 

Car  ayant  mené  dliûdefèspoiiïcsâuefcoifques  Af ,  I» 
4xoiwMP  qui  faflè  avec  y^/' l'angle  donné  ou  pris  i  vo. 
lonté  APMy  &  qui"  rctfcontre  les  parallèles  AE^LKy 

auxpoinrsi7yG;onauia/»y=— ,&^iroi»i)G=  -s 

ce  quidoiïoefailf G  &tiMP—\-pp~^]pC3=ty'-^-  -  -+|  f,& 

Ca=  2^— /^otf/—  2 .  C6-  parla  propriété  *  del'Elfip-  *Art.sf,& 

k  ZK(it).KH{^f^y.:ZGxGKitt-ss^^^' 

Ce  qui  (  eii  mettant  pour  /r— //  &  pour/  lews  va- 

^«  ^ïn^'  &  ^^ ,  multfpliaift  «bfuât  les  ex- 
trames  &  les  moyens ,  &  divMànc  par  ^/  )  donne  Pé- 
^ation  même  propofëe; 

Il  eft  à  propos  de  remarquer  que  fi  l'ângl»  AEJSl^ 
itoit  droit,  Tangle  CGMh  ferok  aufli-}  &  le  diamètre 

XJC  (i/)  iêroit  égal  aiu  paramètre  iC if  (.2^~;Î^Vy 

Ittilque  gfz=z4a--  %ht  it  caufè  d»  triangle réâangl^ 
AbJB.  D'où  fou-  voit  que  l'Ell^fè  deviendrok  alor»* 
tn  cerclis  q.oj'  auroit  powr  myon  la-  droite  CK  ou  CZ 

(/)=sV77^pï7?^+:*g^&  quo^i^C  (/)=  ^^=!^i  Qff 
çp»  ttùà  U  conftruâtoa  beaucot^  pfiis-fïmple. 

Ex  s  AT  II  £  S      flfv 

J^y.Soit  pfroffoi^  de  trouver  le  lieude  f'équatibtf 

Je  coifJp*re  les  ttimies  de  là  fbnitule*générale,  avec  ceux  "Art,  jaa 
qui  leu#  K^ndmt  dans  l'équation  donnée  }  de  j'ai 

1^.  ^  ss#y  parce^^  le  tenne  xy  mâûq^tj..onledoii» 


1 
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confiderer  comme  étant  multiplié  par  zero^  d'où  je 

tire  nz=:û:  &  partant  m=ze.  i^  —  —t-  j;^=:  i  jc'eft 

â  dire ,  L  =:  i  en  mettant  pour  n  6l  m  leurs  valeurs 

^&f  ;.&  partant  ^=:i/.  3^  r=:tf  j  parce  oue  Tincon- 
nuëjf  ne  fe  trouvant  point  au  premier  degré  dans  Téqua^ 
tion  donnée,  on  la  doit  auffi  confiderer  comme  étant  muL 
dpliée  par  zéro  :  c'eft  pourquoi  efiaçant  dans  la  formule 

Mjirt,  i%u  générale  *  tous  les  termes  où  ^&  r  fè  rencontrent ,  & 

mettant  pour  e  Se  ^  leurs  valeurs  in  &f,  elle  fe  changera 

en  celle-ci jy^-+xx—x/x—//-+i/=:^,  dontilrefte 
â  comparer  les  termes  avec  ceux  de  la  propofëe. 
4°.  iszzzay  &  partant  s=z\a.  5^  jj— //nz^ jDimqu'il 
n'y  a  point  de  termes  entièrement  connus  dans  l'equatioh 
donnée  :  &  partant  ttzizss  =z\aaybiQn  extrayant  de  part 
&  d'autre  là  racine  quarrée,  t=.\a.  Or  ces  valeurs 
étant  aînfî  déterminées,  je  conftruis  le  lieu  en  cette 
P  forte. 

'  i?*-  Puifque  BE{n)=zo^  il  s'enfuit  que  AE  tombe  fiir 
APy  laquelle  tombe  auflî  fur  i)G,  puifqu'on  â  encore 
jéD{r)=:^oy  de  forte  que  le  point.  D  tombe  en  A 
C'eft  pourquoi  prenant  for  AP^  la  partie -r^C  {s)^la 
du  côté  dQPMy  &  de  part  &  d'autre  du  poiiît*  Ç\  les 
parties  CK^  CZ, égalés  chacune  à  t=z^  ^  (lé point  Z 
♦  ^rf.  ïtfi.  tombe  ici  fur  le  jpoint  ^  )  5  on  décrira  *  cffltîiametre  AK 

qui  ait  pour  orclonnées  des  droites- parallèles  i  PM^ 
&  pour  paramètre  la  ligne  iCJF/  (/>)  =  ii:;=<«,.  uneEl-^ 
liplè  qui  fera  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  menéd'utide  Ces  points  quelconques  A/ la 

droite  MP  qni  fâffe  avec  AP  l'angle  donné  ou  pris  à 

*^rf.55.*  volonté  APM.onaurz  ^AK{a)  KH ia).xAP^xJPK 

^*  {^ax—xx).PM  (j'^).  Ce  qui  donne /_y—+jcx — ax=o. 

Il  eft  évident  que  fi  l'angle  APM  eft droit,  l'Ellipîè 
devient  alpr$  un  cercle  qui  a  pour  diametrç  U  ligne 


Des  lieux  Geomethkxpbs.         235 
Rem  a  &  QJ7  E. 

?2.9*  Il  peut  arriver  deux  différées  cas ,  où  le  lieu 
de  Téquation  donnée  eft  un  cercle. 

Premier  cof.  Lorftjue  le^  quarrës  j^y  Se  xx  fe  trou- 
vent tous  deux  avec  les  mêmes  fignes  &  fans  fraâion 
dans  une  équation ,  où  le  plan  xy  le  trouve  auflî  5  &  que' 
de  plus  Tangle  AE£  eft  droit  (ce  qui  arrive  lorC 

3u*ayant  mené  ^F  perpendiculaire  for  PM  la  raifon 
e  PF  à  j4Py  qui  eft  la  même  que  celle  de  ^  £  ij4B 
eft  exprimée  par  la  moitié  de  la  fraâion  qui  multiplie 
Je  plan  xy):  le  lieu  de  cette  équation  fera  toujours  un 
cercle  comme  l'on  a  déjà  vu  dansTarticle  314,  &  la. 
jcaifon  en  eft  évidente  oar  la  formule  générale.  Car  l'on 
aura  par  la  comparaifon  des  termes  correfpondans  où 

fc  trouve  le  quarrié  xx^  cette  égalité  ^"^+  îS;=  ^  î 


mm        %mm$ 


d'où  Ton  tire  -^  =  ***   *"  =  i ,  puifquc  à  caufc  du  triao. 


^e  ré^ogle  j4ES  le  quarré  mmz^znn^-^ee.  Or  Tan- 
gle  AE£  étant  droit ,  Tangle  C  G  AT  que  fait  le  dia- 
mètre LK  avec  (es  ordonnées  fera  auffi  droit  j  &  par 
confëquent  puifque  le  diamètre  /;  /C  eft  égal  â  (on  pa^ 
rametre  KHy  if  s'piifuit  que  l'Ellipfe  devient  alors  un 
cercle^ 

SecMd  cas.  Lorfqoe  les  quarrés^j^  Uxx  k  trouvent 
tous  deux  avec  les  mêmes  £gnes  &  (ans  fra^ion  dans 


cle  518  5  &  cek  fe  prouve  par  le  moyen  de  la  formule 
jgénéialc.   Car  puilquc  le  plan  x^  nt  (ç  trouve  point 

dans  réqtiation  donnée  ^  la  fra^on  —  de  la  formule 

(ttz  iittlk  ou  zefO}&  parcaoc  i?£<»)==:0,  &  mzzie, 
d'oh  Pon  yoit.  !•.  Qs^  le  diamètre  Z  iC  eft  paral- 
ie^  à  la  ligne  AP^  hi  qu'ainfi  l'angle  CGM  qu'il 
^  jivec  /es  ordoAoéo  écans^^  â  l'angle  A  PM  ièira 

Gg 


I 


I 
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droit,  z».  Que  hfraa^on^.^^^  qui  muftipire  fe 
quatre!  Jf>f-  daflfç  1^,  6>jrp»uk  4e¥W^ ,  4c.  ijj'amil  oa 
aura  ^  =  i  î  c'eft  à  dire  mic  le  diamètre  £K  fem-cgal 

à  foû  fur^tmtvç  X  H,  A*£l%^e"  qui  eH  le  Uçu  de  1*4  | 

quatiojï  donnée  If^ a  donc  alors  un  cerclé.  Or  coaune 
;uor$;  la  Ê^muilç.  g^erale  (^  chatif^ç  çn  ceUe-ci 


«Ki|)op«'a ,  iî  roir,veujcabFqgef  le  calcuî^  en  ië  iéjcvaprd'â- 

bord;  de  icett^  ibjniule ,  .fJpur  txouwir  pfr„U  ^niip^sw- 
f^nde  iè$  terme;  avec  ceurde  la  proposée,  les  valeurs  de- 
'>  ^  ^  '•  <mi  fervent  â  dçcxire  ic  «rck  qui  en  eft  le  lieu.. 

i  ... 

LE  MME    F  O  N  0  A  ME  nn  A  L, 


<     / 


Four  (4  confinééBoff  des  Uèmc  à  tUyferhok 

fat  Mpfan  4  ^esÂMmtnu 

'fjfrt.  t€b      Jjo.Leî  miBihes  ctofés  étant  pofccs;  que  dans  îe 

F» G»  175,  Lemmé  précédeiit  pout  l'Ellipiê ,  on  décrira.*  dadia- 

17^  mètre  ZK  (i^t)  qur  aie  pour  paramètre  KH  {p)^  6c 

pour  ordonnées  açs  droites  parallèles  4 /'JVf,  une  Hy- 
perbole ou  deux  Hypeitreles  oppofées;  Je  dis  que  fe 
portion  OM,  oà'feùjs  portjbns  renfermées  dansl'kngle 
Py4D  fait  par  la  fee  ^  P  &  par  une  ligne  jif^me. 
née  par  le  point  fixe  -^"parallèlement  à  FM  &  du 
même  côtîé ,  fera  le  Heu  dje  cette  équation  ou  fprmiHe. 

%^ 

dans  laquelle  oa  doit  Qbferwr  qji^ij,  y  jt  H:  ^lorfqa^ 


le  diamètre  Z  X  eft'  na  premk^  diainetre .  Se  —  ^  lorfl 

4jue  c'eft  un  fecond. 

Car  ayant  tnèûé  if  un  de  (tes  points  quelconques  M 
ià  ligne  MPj  qui  £âi!è  avec  ^F  f  angle  donné  ou  pris 
à  volonté  APM^  &  qui  rencontre  les  parallèles  AE^ 
D  G,  aux  points  JF^G  3,  on  aura  par  la  propriété  de  THy- 

perbole  ♦iCZ  (2/).  ^K(^)::  CG*±CX*(2^-—  *^^^-8»^<*' 


—iry^^  jir.^-+^Ar-+rn  Donc  &c. 


..       •••» 


^  ârrfve  qjûe  le  diamètre  KZ  lit)  &  ion  parahne* 
trc  KÎT{p)  loicnt  égaux  ientr^èuxj  l'Hyperbole  fera 
équiiatere. 

C  <>  k  ô  L  L  A  r  H  fc        - 

-  -'Y       '■  '   '  '     '^      -  I     '  ~" 
53 !♦  IL  eft  clair,  i^  Que  les  deux  <jimrrés  jy^  &  xx 

fe  trouvent  toôjoars  avec  dififerens  fignes  dans  cette 

formule^  lorfqué  le  plan  xy  ne  s'y  rencontre  point  3  ou 

bien    lorfqu*îl    s*y    trouve  ^'&  qiic  -12^  furpaflè  —  • 

2**-  QuTl J  s'y  peuvent  trouver  avec  les  mêmes  figtaes', 
mais  avec  ces  Comlitioûs  que  \c  plan  xy  s*y  rehcontre , 

£c  que  le  quarré  ^  de  la  moitié  de  la  fbtâioci  qui  le 

nadciplie»  K>it  fkts  gBaad  que  U firaâsoii  ;:;.-"~^<HÙ 
œuldplie  le  quâfii^  jr^e*» 

PROPOSITIOK    IV. 

Ptobicffle. 


3^2..  |CoM9TamR.B  U  lieu  ime^i^fuuimdvmie^  dans 
laquelle ,  êu  lès  tkux  qUmtés  y  y  d*  ^cx^  MUmirent  avec 
Mfferens  fiyus^  au  bien  avec  ler  mêmes  J^nes ,  maie  avec  ces 
deux  conditions  que  le  plan  ^y  /V  trouve  ,  é^  que  le  quatre 
de  lamJ^é  de  laftaBvm  qui  le  mukifUe  fait  fins  grand 


/ 


iy£  Litre   SErni^Mi, 

éjiMe  la  firaffiûH  fui  wmlHplie  le  qmarre  KXr  On  fi^ffofi  eft^ 
€ort  ici  qie  le  quatre  y  y  foit  délrvré  de  /raflions. 

On  conftruit  l'Hyperbole  qui  en  c(k  le  lieu ,  comme 
Ton  vient  de  hire  l'Ellipfe  dans  le  Problême  précédente 
Les  Exemples  qui  ifùivent  le  feront  voir. 

Exemple    L 

t=:a,  réquacion  dont  it  faut  conftruire  le  lieu ,  &  date» 

laquelle  on    fûppo&  que  le  quarfé  —  iùrpalKi.'^. 

Je  compare  les  termes  de  cette  ëouadon  airec  ceiuc 
qui  leur  rd|K)ndenc  dans  la  i^rmule  ou  Lemme }  &  jfai 

l^  ~=-*^,  &  partant  il  l'oii  hit  m=a,cB  aœa 
«=-^.  z^ -î^  -  ^  =-  f ,  donc  i  =^^,  & 

en  mettant  pour  w,  ir,  r,  £  les  valeurs  que  Ton  vient 

de  trouver,  on  tire  /==  -^^3^*  ^• 

= //—  ^^^^^ ,  içavoir  -+/ /  torfqoe  le  qaarré  //  6a* 

paflè  î!^^!i,  &— f/loriqu^  eft  moindre ,  parce  que 

le  quarré  tt  doit  être  pofitif  $  ce  qui  ^t  devtx  àiSè- 
rens  cas.  Or  les  valeurs  de  m.  »,  r^s^t^  t .  étant  ain£ 


conftruâioa  du  Lemme ,  de  la  manière  qui  mit, 
-  Ayant  pris  fiir  AT^  la  partie  AB-==.a^  &  mené  pau 

17^  rallelemeîtt  à  />  i^f  &•  du  côté  oppofé  les  droitesi?/?  =i 

^  =— »,  -<^l>=r==— r,  je  tire  par  les  points  A^  E^\z 

droite  Ae  {e)  qui  eft  donnée,  &  par  le  Doirit  D  1» 
droite  indéfinie  i>G  parallèle  i  AE  Ça.t  laquelle  /e 

prends  la  partie  DC-=:  -^^  =r— x  du  côté  (^pof^ 

i  /'^,  Se  de  part  ^^  d'autre  du  point  C  k»  parties 
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CZ,  CK,    égales   chacune  i  /=V//— — /^V-^ 

ouyîîj^^— i/,  felon  que  //  eft   plus  grand  ou 

moindre  que  ^  ^  ^\  .  Cela  fait ,    du  diamètre  Z  iC 

(  qui  ait  pour  ordonnées    des   droites    parallèles  à 

PMy  &  pour  paramètre  la  ligne  KH  {f)  =  ~^\ 

je  décris  une  Hyperbole,  en  obfèrvant  que  Z  Ki/g.ijj.) 
doit  être  un  premier  diamètre  dans  le  premier  cas,  &  ua 
fécond  (  Jk.  178,  )  dans  le  dernier.  Je  dis  que  ùl  por- 
tion OM  fera  le  lieu  requis. 

Car  ayant  mené  dW  de  Ces  points  quelconques  M 
une  parallèle  JVfjP  à  AD^  laquelle  rencontre  les  lignes 
j4£^  AB^  DGy  aux  points  P,  J^,  Gi  on   aura  PF 

=7 ,  &  ^-F  ou  D  0=7- .  Et  par  conféquenc  MG^=^y 

-*'7-+^>  CG  ou  DG-+CD=^^^/,  puifque 
CD :=:'-' s.  Or  par  la  propriété  de  THyperbole,  ZK 
{^^KH  ('^)::CG'±cR'  ('-^^^_^,^,,). 

qui,  en  mettant  pour  tszt^^  &  /  leurs  valeurs 
n£r  ^  ^^''  multipliant  les  extrêmes  &  les 
moyens ,& diviiànt  par  i/,  donne  l'équation  propbf^c. 
Donc  Uc. 

K  £  M  A  &  Q^U  £. 

334-  S'il  arrive  que  //=  ^^^  j  il  eft  clair  que 
la  valeur  de  //  devient  nulle  ou  zero^  &  qu'airtfi  la 
conftruâion  de  l'Hyperbole  devient  impoffible.  Mais  il 
faut  bien  remarquer  alors  que  Téquarion  propofëe  s*a- 
baiflè  toujours,  en  forte  que  fon  Beu^qui  devroic  ême 
une  on  deux  Hyperboles  oppofées,  devient  une  ou  deux 
lignes  droites.  En  effet  dans  nôtre  exemple  on  a  re- 
mit l'équacioA  dooûée  i  cette  propoidon  rr.  bb^aftz 

g  II) 


\ 
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^^!^x<H"rrf  d'où»  «â  d&çaitf  //  <}m  eft  nul,  multi- 
pliant Us  extrêmes  U  Its  moyens ,  &  extrayant  de  part 
&  4'^ucre  la  racine  (|URrr^,i'<»atire  .fvr-f- —r^'tf 

ia  Valeur  ^j^J  »  &  divifkttt  de  part  &  d'àutfe  par  ^, 
cette   ©quatibii  jKM'^'H*i^=i'>-^  '^i      "^  »^fl^g^  ^^  >^ 

_^  *=ii*2îS^, &/  ±^^^4 — r ,  fc  cliaflgéeû  cette  autre 
j^z:;:^— J  j^  dont  le  lieu  eft  une  ligne  droite  que  Ton 

conftruit  felon,  Tarticle  30^?, 

Là  ratfon  de  xeci  eft  évidente  pat  la  fbmiûle  géné- 
rale du  Lemttte  ^  car  etfaçant  daœ  cette  formule  le 

terme  ^  ^  qui  renferme  le  quarifé  //  que  l'on  fuppô- 

k,  égal  à  zéro  ou  nul ,  elle  fe  clian|ge  en  tranfpolîmc 
certains  termes ,  &  extrayant  les  racines  quarrées ,  en 

cette  autre  y— "  x— f=î^  ^^  V^  <m  /— ^  V^  où 

les  inconnues  x  &^  ne  font  plus  qu'au  premier  deeré^ 
&  dont  le  lieu  par  conséquent  d^ient  des  lignes  aroi« 
tes. 

£  3C  E  M  P  I.  B      n. 

r 

55J«  O1*  demande  le  lieu  de  Téquation  donn^ 

La  cofflparatfba  àts .  ternies  ccxrre^ondat»  donne 
i**^=2<?,  parce  que  le  terme  xyne  (e  trouve  point 

dans  la  propôféej  d'où  Ton  tire  »::r;9,  &  par  confç^ 
quent  m7;;:^e.  %\t  :5=:i,  ^  partant /Tssijt/.  3"*-  r;3;:-^j^^ 


Des  iïii?s:  Gion^r^iciiJis^         t^f 


tt     ft/ 


&  ainfi  q;  tt:^fs-^  ^T^^i^A  ctfrowaot  pour 

r,— ,  /  leurs  ▼aieur»;'n-**v  '  »  f  >««  «l'o'i»  J«  conno» 
qu'U  ÊMit  prçp4r9  44as  1«  4ei:ni«r  fffme  ie  ia  iomn^ 
)»  —ttif,  non  p^  -^^'f  ^<^  ^  fft  vii«ur  4e  //  ibic 
poficive.  Je  conÀruis  f  o4)ite  1«  liw  «q  Q&ti&  ians. 

Puifque  AD{r)=z—ay  j^  mené  par  Je  point  ^  ?'«•  »79^' 
parailelement  à  PAf  8(.  4u  cpte  i»ppple  I4  ligtM  >tf  2)  =:;:  .^f  i 
fc  puifque  ^  £  ( »)  =: c ,  jç  tire  par  le  point  D  h  droite 
DG  parallèle  i  AP,  fiir  Uquelle  je  prends  la  partie 
DC  i^  >=^  I  <«  4»  £Ôt^  46  Z'^»  «£  49  part  ^  if  autre 
du  pojnc  C  le^  parties  Cf<tCKn  é/p^Hi  chacune  à 
t:==.¥^\Mit.  EnÀiice  àix  iscottd  diamètre  ZJC  (parce 
qu'on  a  pris  — //  dans  le  deroÀrr  tfnne  de  la  £br. 
mule  )  qui  aie  pour  ordonnées  des  droites  paraile^ 
les  i  TM,  Se  pour  parainecre  ja  xlroite  KIi\p}  =  tf 
=ZKy  ys  décris  une  Hyperbole.  Je  dis  que  lOr  por- 
tion O  M  ièxa  le  lieu  qu'on  cherche. 

Car  ayant  mené  d^un  dt  (es  poititâ  qiiefconques  M 
une  parallèle  M.P  i  AD  y  qjoi  pençomrc  les  droites 
^P,  DG,  aux  pointy/'jG»  on  aura  MG=^'-\-a^ 

CG  ou  DG  — vÔCî=?*'~i'*>  ^  P*'^  ï*  pBOprjeo;^  4e 
l'Hypçrboïe  ZH:  (tt).  KH  {%t)  tt  CQ  -^  CK^ 
{xH—ajC'^X^S'^tiy.GM  iyy-^xay'^aa^.,  ce 
qujb  (doMe^ea  itftttMC  pour/ ravaleur  i^aa ^Vécpa^ 
lion  même  propofëe  y  y  -:+  tay-^  xx.^^  ax^nt. 
Il  eâ  évident:  que  lliyperhok  cft  éqwlacfse.^ 

B.  £  M  A  &  Q^U  £. 

î^3^«  LoASQjjE  les  dcvûf,  ijairtéê j/^  4c  Jt  x  û  ttôii- 
Teoc  .avec  xliffi^ens  lignes  U  iàus  nraâkm  4ans  une 
équation^  oà  le  plan  x^  ne  fe  rexlCMiCre  point  3  ion  lieu 
fera  toujours  une  Hyperbole  cquilatere.  Car  la  frac 

lion  ^  de  la  ferBiuIcr  ièra'  fluUe'  ou  lerb  j  &  partant  - 1 


t4^  L  I  V  R  B     S  E  P  T  I  B'  M  E. 

jBE(n)=iP^6c  «i=;rr.  D'où  il  fuit  que  la  fradion  -5 
—  ^^  qui  multiplie  le  quarr<^  xx  dans  la  formule 
devient  ~  Jt  j  &  qu'ainfî  on  aura  —  1-  =  i     c'eft  à 

dixe  que  le  diamètre  Z  X  fera  égal  à  (on  paramètre 
iC JF/,  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  que  l'Hyperbole 
ièra  équiiacere.  Or  comme  la  formule  générale  le  çhaa* 
ge  alors  en  celle-ci 

fjf—x^—ir^^lfx^rr=:0, 

il  s^enfuic  qa^on  peut  s'en  fervir  d'abord  pour  trou  ver 
les  valeurs  de  r, /,  /,  qui  fervent  à  comlruire  THy- 
perbole  équilatere  qui  efl  le  liçu  de  Téquation  donnée  ) 
ce  qui  abrège  le  calcul» 

LEMME    FONDAMENTAL. 

Four  U  confiru^on  des  lieux  4  tBjperboU 

entre  Jès  Afympotes. 

357*  Soient  comme  dans  U  définition  première , 
deux  lignes  inconnues  &  indéterminées  AP  {x)y PM 
(f  )  qui  faflènt  entr*elles  un  angle  donné  ou  pris  à  va* 
Ippte  A  P Mi  Si,  fbient  de  plus  des  lignes  droites  don* 
nées  w^n^pyT  ^s.  Cela  poic. 

Fie.  |80*  I^O^l  prendrafur la  ligne -^P,lapartie^-S=mî& 
*  ayant  mené  les  droites  S£z=n^j4I>z=z  r  parallèles  à  PM^ 
^  du  même  côté  j  on  tirera  par  le  point  A  la  droite 
A  JE  qui  eft  donnée  )  &  que  j'appelle  e^  &  par  le  poinc 
Z)  la  droite  indéfinie  D  G  parallèle  à  ^  £  ^  fur  Uquel* 
le  ay^ç  pris  Içs  parties  BCz=:s^  CKx^  e  du  côte  cjue 
s'étend  AP  ^  on  mènera  parallèlement  à  PM  &  du 

^    .  m^Qie  côté  la  droite  indéfinie  CZ^Sc  la  ligne  KHz~:p. 

^^  ^^^'  Do  dçcrir»  çofiiitc  *  cutrc  les  Aiymppw?  Çl^^ç^^ 


) 
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«ne  Hyperbole  qui  pafle  par  le  point  H.  Je  dis  qu'elle 
ièra  le  lieu  de  cette  équation  ou  formule. 

—  rx — mf 
Car  GJlf=/—^— r,  OC =^—/,&  par  la  proprie-  *Art.  loi. 

lé  de  myperbole  *  cOxCJI/ (^-./y-~-+ - 
^^     ■  rj)=CJS:xKiï'(f/)iCe  qui  donne,  en  déli- 


vrant le  terme  xy  de  fradions ,  &  mettant  par  ordre 

tous  les  tennes ,  la  m£me  équation  xy^^xx^^ y 

^c.  que  cy.deflus. 

2^  On  mènera  parle  point  fixe  ^,nine  ligne  indé-   Fi^,  jg,, 
^nie  y^^  parallèle  à  PM  £cà\i  même  côté^  &  ayant 
pris  fur  cette  ligne  la  partie ^^r::: m, on  tirera  BE=zn 
parallèle  i  AP  &  du  même  côté ,  &  par  les  points  dé- 
terminés -^,  jB,  la  ligne  AE  que  j'appelle  ei  &  ayant 
pris  fur  AP  la  partie  -^i3=rdu  côte  de  T' Af ,  on  ti. 
rera  la  droite  indéfinie  D G  parallèle  i  AEyfur  laquel- 
le on  prendra  les  parties  DC7=^s^  CK^:=e  du  côté 
que  s'étend  P  M^&c  on  mènera  parallèlement  i  AP 
ic  du  même  ^ôté,  la  droite  indéfinie  CZ  &la  ligne 
KH^:^f^  OA  décrira  enfuite  *  entre  les  ifymptotes  *  ^rf.  ijo. 
CJS,  CK^  une  Hyperbole  qui  pafle  par  le  point  iï..tji* 
Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  dç  cç^te  ièco^de  équation  pu 
formule* 


—  ry    —   mp 

Car  ayant  mené  d*un  de  les  pojnrs  qudconqucs  M,, 

la  ligne  M Qj?3LT.'i\\de  à  ^/»,  &  qui  rencontre  les  pa- 

lialleics  yiE^DG,  ?ux  points  F,.Gi  les  triangles  fera- 

Uables  ABE^  ^QJ^/>  donneroni:  AS  (m).  AE{e):; 

Aq^ov^PM  (y).  A  F  -on  DG:=l:^,PcAB  [m),BE 
in)  ::  AQJy).  i2J=2*  ^  V^  conséquent 


i 


..** 


24X  LrvKB     SlfTIB^Mt. 

—  2^— r,  CG^^^^-^s.  Or  p4r  k  pïôpfictë  ife  PH7:. 

pcrbole  C  G  x<J  A/  =:  CiC x  2C  Jtf ,  ce  qui  donne  y  en  met- 
tant oour  ces  Ifenes  fewrs  vdetirs  analvtiôucs.  &  déli- 


tant pour  ces  Hgne 
vrant  le  terme  xy 
mule  ^ue  ci-deiïus.  Donc  Scc^ 

Co  no  KLAI&S. 

35^*  It  eft  clair  1*.  Que  le  terme  xy  fe  rentoncre 
toi^our^  dans  ces  deux  formules ,  puisque*  tfetâfit  mul- 
«l^ië  pair  aucone  fraâion  ,  on  ne  peuc  poHur  U  fi^« 
pofér  nulle  pour  le  faire  évanouir,  i*.  Qj^'iL  ne  Vy  peuc 
rencontrer  que  Tun  de^  quarrés*  xx  orxyy^  Tequçfs'c- 

iranooic  fi  la  &aûio&  ^  qui  le  miïkiplie  efl  mille. 

PROPOSITIpN    V. 

Problème. 

J)9*  X^KOurER  le  km  ^une  è^ua^M  iamèt  ions  U^ 
éfuelle  kfUn  ity  fi  rencomf€y  fins  aucun  des  ^seanès  xx  ^ 
yy  y  ôu  fouUmem  avec  l'tm  des  deux. 

On  délivrera  le  plan  xy  de  fxadions  ^  de  on  compa^ 
rera  les  termes  de  réquation  donnée  avec  ceux  qui  myr 
répondent  dans  la  premieie  formule  lorfipie  le  quarrd 
XX  s'v  rencontre  ^&  avec  ceux  de  la  féconde  lor^pe 
c'éft  le  quarré  jfy^  &  enfia  avec  celle  des  deux  qu'on; 
voudra  lorfi]ue  pas  un  des  quarrés  x  x  tiCyy  ne  s'y  trou* 
ve.  On  tirera  enRiite  de  la  comparaison  de  cts  termes^ 
à^s  valeurs  des  quantités  tn^n^  p^  r^  s  y  par  le  moyeo 
defquelles  on  décrira  untf  Hyperbole  entre  fes  afymp^ 
totes  comme  f  on  a  enfèigné  dans  leLemmè précédent^ 
en  obfervanttoûjoursde  mener  ou  de  prendre  du  côté 
oppofé  à  ^P  6cà  PM  les  lignes  dont  les  valeurs  font 
négatives.  \j^  exemples  qur  fuiv^nc  écIaircÎFont  ces 
régies. 


Des  ntJj%  <9£OMETi.i(Vjj£$.      «45 

Exemple    1. 

J4^»  0*ï  demaade  le  lieu  de  x^—  -xx  — ^/^sr^. 

Comme  c*eft  le  |i|aarcé  xx  qui  le  «'eacoocre  daM 
réqtudon  dcmnée ,  je  choifis  U  première  ibraerale ,  6t 
j'ai  par  la  compataiiba  de  iès  ternies  avec  ceux  de  I* 

.   propoicc,  1®.  ;=-,  d'où  en  fiu/ànc  m=^,  je  di« 

n=S.  X*.  y=fi  &  paatanc  /=j.  j».  ^— f=#, 
parce  que  l'iDconnuC  x  ae  ife  trouve  point  an  premier 
degré    dans  l'équation  donnée,  &  partant  r=^, 

4*  -;-  — w/=^f  JMtfcc  qu'il  ne  &  trouve  point  de  ter- 
mes entièrement  coonus)  te  partant /=-=:-^.  Or 

comme  les  valeurs  de  AP{m)^  BE{n)^  CDis)^ 
AD{r)y  KHip)  font  toutes  jpofitives^  je  conftniis  le 
lieu  précifément  comme  dans  le  Lemme  (/^.  180.)  en 
obfèrvant  de  prendre  pour  les  lignas  les  valeurs  que 
l'on  vient  de  trouver. 

Car  <?Af=/-  ^-  ^,CG  ou  2)G-2)C=iï=:î?.  f,«.,8o; 

&  par  la  propriété  de  l'Hyperbole  CGxGAf=CJCKiCH 
c'^  à  dire ,  en  mettant  les  valeurs  analytiques ,  t'équa^ 
cion  tatmn  donnée.  Donc  &c. 

EXEMPLE      IL 

34**  Soit  xy-^  ;/^— </— j|f==^>  réquationdont 
il  faut  conftruire  le  lieu.  ' 

Comme  ç*eft  le  quarré  v^  qui  fe  troove  dans  Tiî^iuu 
tk>n  domiée.  je  cboifîs  {a  féconde  formule ^  ik  j*ai par 
la  cemparaifpn  de  fès  termes  avec  ceux  de  la  propoice, 

i^  £  p^---  •■,  fie  fi  Von  fait  «=;4i,  on  aura  i>=:  —  ^. 

1*»  7=i#,  &  partant  /s=*.  y.px=ié.  ^.  mfzzzf^Bc 

Hhij 
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partant  ^=:  ^ .   Ce  qui   donne   la   conftrudion    (wi. 

vante, 
Fi  G.  \%x.  Ayant  mené  par  le  point  fixe  A^  une  ligne  indéfinie 
^(^ parallèle  z  P  M  ic  du  même  côté,  &  ayant  pris^ 
fur  cette  ligne,  la  partie  AB  {m)=zay  je  tire  £E=z6. 
z=z—n  parallèle  i  AP  ic  du  côté  oppofé,  &  par  lés 
points  déterminés  A^Ey  la  ligne  A£  (e).  ]e  prends 
liir  ^/^;  la  partie  AD  {r)=:c  du  côté  de  PM ^ôcjë 
tire  la  droite  indéfinie  DG  parallèle  à,  AE^  Se  comme 
Iqs  points  Dy  C,  tombent  Vun  fiir  Tautre  ,  parce  que 
jD  C  (  x  )  =  ^ ,  je  prends  fiir  cette  ligne  la  partie  DK=:e 
du  côté  que  s'étend  P^M^  &  ayant  mené  parallèlement: 

à  AP  &  du  même  côté  la  ligne  iC H  C>>)  =  {,  &  la: 
droite  indéfinie  DZ  qui  tombe  ici  fiir  AP^  je  dé- 
cp.entre  les  Afymptotes  DZ^  Da:,. une  Hyperbole 
qui  paflë  par  le  point  H.  Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  re- 
quis. 

Gar  ayant  mené  d'un  de  ks  points  quefconques  M^. 
la  droite  M Q^ parallèle  i  AP  jk  qui  rencontre  les  pa- 
rallèles AE^  DGy  aux  points  j-,  G,  on  aura  G  M  ou. 

partant  DGxGJlf  =î^-t.  '^_  ^^  =  2)iC>ciC//"( f  j^ 
Ce  qui  donne ,  en  délivrant  le  terme  xy  de  fraâionSi, 
réquation  propoiée  xy  — +  ^  yy—cy  —  jf =:^^ 

IL  £  M  A  R  Q^tr  E.' 

54^*  bi  l'on  prend  pour  Tàrbitrairc  AB'  {m)  une 
autre  valeur  que  a^  celles  de  CiC  (  i?)  &  de  KH  {p) 
changeront,  mais  les  valeurs  du  rédangle  CK^KH 
{^ep),  &  des  droites  AD{r)\  CD  Çs)  demeureront 
toujours  les  mêmes  j  car  elles  île  renfiîrment  dans  leurs 
cxpreiEons  que  les  rapports  -î  ,  ?  ,  Z,  qui  ne  chan. 


gent  point ,  poifque  dans  le  triangle  ABE  l'angle  j4BE 

èii  .donné  y  &  la  raifon  -  (  <qui  dans  cet  exemple  eft  -  \ 

du  côté  A£{m)  au  côté  BE{n).  Or  comme  THy: 
perbole  qui  doit  paflèr  par  le  point  //,  iera  toujours 
la  même  *,  telle  grandeur  que  Ton  puiflè  donner  à  C/C  *  ^rt^  lo*, 
{e)&iiKH  {p) ,  pourvu  que  le  réûangle  CKxRH 
demeure  le  même  5  il  s'enfuit  que  Ton  conftruira  tou- 
jours la  même  Hyperbole  y  telle  grandeur  que  Ton  puii^ 
iè  prendre  pour  Tarbitraire  j4è{m)y 

£  X  £  M   P    L  £      IIL 

J43^  I^  ^ût  coûrtruire  Ic  lieu  de  réquatîoû  donfiétf 

Comme  pas  un  des  quarrés  xic  ta  y  y  fie  fe  trouvtf 
dans  réquation  propofée ,  je  puis  prendre  indifférem- 
ment Pune  oxi  Tautre  àts  deux  formules ,  par  exemple  y 
la  première^  de  laquelle  comparant  les  termes  avec^ 

ceux  de  la  propofée,  j'ai  r^  ^  =e?,  &  partant  ;t=:^^ 
&  iw=#>  je  fai^  ff%:=xzai  z^  2f  ou  szna.  -Ç".  r:=iz~h9 
puifque  *' =i ^-  4^  rs—fnfi=zcCy  &  partant  /=— -^ 

—  ^.    Or  ces  valeurs  de  m^n^ty  Sypy  étant  a4nfî  fic^,  i»j; 

déterminées,,  je  conftruis  le  lieu  de  la. manière  qui 
fiiit. 

Puifqùe  AD  {r)z=t—é^  je  rteritf  pafaÛefement  i 
/^  jlf  &  du  côté  oppofé  la  ligne  AB=ibi  &  puifqutf 
^E  (»)=tf,  je  tire  la  droit-e  indéfiiîîe  DG  parallèle  i 
AP  fur  laquelle  ayant  pris  les  parties  DC(x)=:^y 
CiC  {0):=izmz=.aài\x  côte  que  s*éteh<l  AP^]q  tire  la^ 

droite  indéfinie  CZ^  &  i«  ligne  KHz^zzb—^'-^^z-^f 

{parallèle  à  jP  JV/  &  dir  côté  oppofé.  Je  décris  enfùittf 
-Hyperbole  ôppofée  a  celle  qui  ayant  pour  Afympto-* 
tes  les  droites  CZyCKy  paflè  par  le  point  /f.  Je  dis- 

Hb  n'y 


que  fa  portion  mdédmc  Q  M  r^&nnçe  dans  Tacigle 
rASy  fait  par  la  droite  indéfinie  AP  &  par  la  lienç 
AS  menée  parallèlement  à  PMhi  du  même  côté  ^  fer» 
le  lieu  chercibé* 

Car  GM  ou  PO— ^-P^f!=:/-^if  &  CG  ou  CD 
--D032Zi€~x,&parconféquent  CG^G Mzzzay--xy 

de  parc  &  d*autre  le  réàangle  di^  ic  tranfpoiant  i 
Tordinaire ,  ^onne  xy^^ay^^bx  — |- ce z=.o  <jui  cft l'é- 
quation propofëe. 

Il  auroit  été  inutile  dans  cet  Exemple  de  décrire 
l'Hyperbole  qui  pafle  par  le  point  M  î  car  aucun  de 
les  points  ne  pourroit  tomber  dans  l'angle  PAS^  où 
l'on  rupp»&  que  doiveac  tpraber  les  points  M^ 

fi.  £  M  A  fl  Q^U  B. 

^44'S'ii'  amyoic  qu'en  compilant  les  termes  de 
U  Êxnnule  avec  ceux  de  i'équari(m  iloQoée,  on  trou, 
vât  que  p-=zoi  on.  voit  (pi'il  (ècoic  aIor$  impoffible  de 
(décnre  l'Hyperbole  qui  en  devroit  être  le  lieu,  puiC 
que  &  pui{&nce  aui  eft  égale  au  réâaogle  pe  teroit 
nulle.  Mais  alor^  l'équation  fè  pourroit  ti^jours  abaiH. 
Cet ,  en  forte  que  (on  lieu  deviendroit  une  ligne  droi. 
te  'y  car  c£^ant  par  exemple  dans  la  pseaiiere  formu» 

le  du  Lemme  le  teane  mp^  elle  devient:  xy—txj^ 
-^^j,«_^îî.x— rjfH-— =*,  qui  «Stant  divi/ee  par 

»  ^rr.  io6.  2  ■""  ^  «ionne  /—  ^  ""  ''=  '»  <*<*"'  ^  ^^  *^^  une  ligne 

droite, 

PROPOSITION    V. 

Problème. 

tim  étant  fioméf» 


Des   LiEox   GeômëTi^iqûes.         t^f 

Tota  \éé  t6ftmÈ  de  ré^tioi^  étâM  misf  d'où  tatitit 
côté  y  Cfl  fO]«fl  que  Tàf]!  ééi  tùtàtahfti  (oit  ttto ,  je  âiC 
twgue  dettï  dîitti^efi»  cai. 

Pnmkf  €M.  Lôtflqatf  lé  platt  ^y  Ae  fe  tfchire  point 
dans  VéqvMkm  donnée,   i^  S'il  n'y  ^  que  Tan  de$ 
quarrës  yy  ou  xx^  le  lieu  fera  une  *  Parabole,  i^.  Si  ♦  jin.  jio. 
les  deux  quarrës  ^;^  Se  xx  s'y  trouvent  avec  les  mê- 
mes figneS)  le  lieu  fera  une  *  £llip(è  ou  un  cercle,  ^jirt.  514. 
3^.  Si  ces  deux  quarrës  s'y  rencontrent  avec  diffërens 
fignes ,  le  lieu  fera  une  *  Hyperbole  ou  deux  Hyper-  ^j/rt.  ^u 
boles  oppofees  rapportëes  â  les  diamètres. 

Second  CM.   Lorfque  le  plan  xy  fe  trouve  dans  Të^ 
quation  donnëe.   \^.  ^  pas  «ft  des  quarrës  yy  hi  xx 
ne  s'y  '  rencontre  ou  ftmcment  l'un  des  deux  ^  le  lieu 
fera  '  une  Hyperbofe  entre  fes  -Afymptotes.  i^  Si  les  *  An.  J59. 
deux  quarrës  jry  Se  ai^x  s'y  CMuveiSC  avec  diflerens  fi. 
gnes ,  le  lieu  /erti  *  une  Hyperbole  rapportée  à  fes  dia-  ♦  ^rf,  3 ji, 
mètres.   5"*.  Si  ces  deux  quarrës  s'y  rencontrent  avec 
les  mêmes  finies ,  on  délivrera  le  quarrë  y  y  de  frac- 
tions ,  &  le  lieu  fera  *  une  Parabole  lorfque  le  quar-.  *  An.  310. 
rë  de  la  moitië  de  la  fraâion  qui  multiplie  xy  eft  ëgal 
â  la  fraûion  qui  multiplie  le  quarrë  xxy  une  *  Ellipfc  ^Art,  314, 
ou  un  cercle  lorfqu'il  eft  nK>indre}  &  enfin  une  *  H  y-  ^,1^^^ 
perbole  ou  deux  Hyperboles  oppofëes  rapportëes  à  fes         ' 
diamètres  lorfqu'il  eu  plus  erand. 

On  décrira  le  lieu  felon  l^rticle  510.  s'il  eft  une  Pa- 
rabole ^  felon  l'article  3 14.  s'il  eft  une  ÉUipfe  ou  un  cercle  ^ 
felon  l'article  351.  s'il  eft  une  Hyperbole  ou  deux  Hy- 
perboles oppofees  rapportées  â  fes  diamètres  ^  &  enfin 
felon  l'article  339.  fiT  c'eft  une  Hyperbole  entre  fes 
Afymptotes.  Tout  ceci  n'eft  qu'une  fuite  de  ces  qua- 
tre articles. 

COROLLAIBLE^ 

346.UNE  équation  du  fecond  degré  étant  don- 
née 9  conune  la  Sëâion  Conique  que  Pon  trouve  par 


14?  Livre     Septie'me. 

•  Jrt.^14^  ies  règles  prefcrices  eft  le  lieu  *  de  rovtcs  les  valeurs 
cane  vraies  que  ^uûès  de  l'incoi^nuë^,  qui  répondent 
aux  valeurs  cane  vraies  que  ^ui^s  de  l'autre  incon- 
nue X  i  il  s'enfuie  qu'il  ne  peuc  y  aveir  que  cecce  feajiff 
S,d<^on  qui  fbic  le  lieu  de  l'équacioiii  dçnnéç. 


LlV&E  HUIT. 


/ 


^ 


I  _ 


Dss  Problèmes  inde^termine's.     249 


LIVRE     HUITIE'ME- 

Trofofiiton  générale. 

$47*  Te^ouver  le  lie»  inné  infinité  de  points  qiti  Fio.  \%^^ 
éyent  tons  certaines  conditims  marquées  i  lorfque  ce  lieu  nefaffe 
foint  le  fécond  degré. 

i^.  On  Tuppoiera  comme  contiuës  &  déterminées 
deux  lignes  droites  inconnues  &  indéterminées  A  P(x)^ 
P M{y)y<\m  faflent  entr'elles  un  angle  APM  donné 
ou  pris  à  difcretion  ^  &  dont  Tune  A  P  ait  une  origine 
fixe  &  invariable  en  un  point  A^  &  s'étende  le  long 
d'une  ligne  donnée  de  poution  5  &  l'autre  P  M  qui  d^ 
termine  toujours  par  fon  extrémité  M ,  l'un  des  points 
cherchés  ,  change  continuellement  d'origine ,  &  fbit 
toujours  parallèle  âla  même  ligne,  z^  On  tirera  les  autres 
lignes  que  l'on  jugera  utiles  à  la  fblution  du  Problême  » 
&  on  les  exprimera  par  àt^  lettres  5  fçavoir ,  les  connues 
par  les  premières  lettres  de  l'Alphabet ,  &  les  inconnues 
par  les  dernières. }°.  On  regardera  la  queftion  comme  re- 
ibluë»  &  après  en  avoir  parcouru  toutes  \ts  conditions ,  on 
arrivera  enfin  à  une  équation  qui  ne  renfermera  que  les 
deux  inconnues  x  &cy  mêlées  avec  des  connues.  4^.  Cette 
(équation  dans  laquelle  on  fuppoie  que  les  inconnues  x 
&/  ayentau  plus  deux  dimenuons^  étant  formée,  on  en 
conftruira  le  lieu  félon  les  règles  prefcrites  dans  le  Livre 

Précèdent  ^  &  le  Ijeu  ainfi  conflruit  refoudra  la  queftion^ 
ouc  ceci  s'édaircira  par  les  Exemples  qui  fuivent. 

Exemple    I, 

548*  Trouver  dans  Tangle  donné  SAC  le  point  Fio»iS4. 
Jlf ,  tel  qu'ayant  mené  de  ce  point  les  deux  droites  MFy 
MG^  oui  fallènt  fiir  les  côtes  AB^  AC^  toujours  vtn 


la  même  part,  des  angles  donnes  MFB^  MGCi  la 

li 


ï 
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droite  M  F  ibit  toujours  à  la  droite  M  G  en  la  raÉfoJï 
donnée  de  ^^  a  ^.  Et  comme  il  y  a  une  infinité  de  ces 
points ,  on* demande  la  liene  qui  les  renferme  tous ,  & 
qui  en  eft  par  conféquent  le  lieu. 

Par  le  point  Af ,  que  Ton  ^pofe  être  un  des  points 
cherchés,  ayant  mené  la  ligne  MP  parallèle  à-^C5  on 
confiderera  les  deux  droites  mconnuës  &  indéterminées 
AP{x)^  PM  {y  ) ,  comme  connues  &  déterminées.  Oa 
prendra  fur  le  coiéAB  la  partie  yiB=-a  yon  tirera  les 
droices  JBC^  3Dy  parallèles  i  MF,  MG^Sc  qui  rcn^ 
contrent  auxpoints  C,  D^ Taiitre  côte  AC  prolonge^ 
s'il  dk  oeceâaire;  &on  nommera  les  connues  AJ^^cv 
BC^fi  BDyg.  Prefentement  menant  Af  jg^pacallele  à 
AByits  triangles  icmblables  ACB.PMF  ,&  ABD, 
Q^MGy  donneront  ces  deux  proportions r  AC{€).  CB 

{f):iMP{y).AfF=^,ScAB{a).BD{g)::Afil 

ou  AP  (x).  MGz=i ^ i  ce  qui  Satisfait  a  la  première 

condition  du  Problême ,  puifque  les  lignes  M  F^  MGy 
ibnt  toujours  (ûppofëes  parallèles  aux  deux  mêmes  droi- 
tes ^  C,  B  D^  qui  font fiir  les  côtés  AS^  -^ C ,  les  an* 
gles  donnés.  Or  par  la  féconde  condition  qui  refte  a  ac- 
complir, il  faut  que  M  F  (^).MG  {^^)ii  a.  bj  à'oxt 

Ton  tire  Téquation/  =:  ^  qui  renferme  toutes  \q$  con^ 

dirions  du  Problême ,  &  dont  le  lieu  fera  par  confëquenr 
"^Art.  1^6.  celui  que  l*bn  cherche.  H  fe  conftruit  *  ainfî. 

Ayant  pris  for  la  ligne  ^P5,lapartie^JF/=*,fbit 

menée Jf£=^ parallèle  i  /^Jl/&  du  même  côté,  & 

foit  tirée  la  droite  indéfinie  AE.  Je  dis  qu*elle  fera  le 
lieu  de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  ayant  mené  par  un  de  ks  points  quelconques  Jl/ 
les  droites  MP^MQ^  parallèles  aux  deux  côtés  AC^ 
AB.ScksdroïKsMF^MGyÇ^ndldtsiBCySDyU 
qui  font  par  conféquent  fur  les  deux  côtés  AB.AC^ 
les  angles  donnés  j  on  aura  â  caufe  des  triangles  i^mbla- 
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bles  AHB^  APM^  cette   proportion5    AH  {b). 

HE{J)::  AP{x).PM  {j)  =  ^,&.i  caufe  des 
driangles  femblables  ACM,  PMf,  &c  AMD^  OMQ^ 

ces  deux  autres:  AC{c).  CB(f)it  MP  C^).  MP 
=  Ç5&^^(^).  Sl>{g)i:MClj>\i  AP  {x).  M  G 

:=Ç.  Et  par  conféquent  MF  {j  ) .  MGi^):  id.kCt 

qui  ctoit  propofé. 

Je  n'ai  refolu  cette  queftion  par  le  calcul,  que  pouf 
la  rapporter  à  la  Propofition  générale ,  &  commencer 
par  des  Exemples  fimples  &  aifés  i  en  faire  voir  Tappli- 
cation  ^  car  on  peut  refbudre  ce  Problême  fans  aucun 
calcul ,  &  d'une  manière  plus  facile  en  cette  forte. 

Soient  tirées  les  droites  AKyAZ,  qui  faflent  fiir  AP,  p^^^  ^ 
AC^  les  angles  donnés  KAP,  LAC,  &  qui  foiént 
entr'elles  en  la  raifbn  donnée  de  ^  i  ^.  Soient  menées 
\qs  droites  KM,  LM,  parallèles  aux  côtés  AByACy 
&  qui  fe  rencontrent  au  point  Ml  par  où  ,&  parle  fom- 
roet  A  de  Tangle  donné  BAC^  fbit  tirée  la  ligne  A  M: 
Je  dis  qu'elle  lera  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d'un  de  k^  points  quelconques  £  les 
droites  E K  j  ES,  parallèles  â  AK ^AZion  aura â cao- 
fe  des  triangles  iemblables  AER,  MAKyfcASS^ 
M  AZy  ces  proportions  EP.  AK::  AE.  A  M  ::  BS^ 
AZ.  Et  partant  JE  it.  ES  :  :  AK.  AZ  \:a.h. 

Exemple    IL 

349*  Les  parallèles  AB,  CD,  étant  données  de 
pofition  )  trouver  le  lieu  de  tous  les  points  M  tellement  Fie.  it^* 
placés  entre  ces  lignes,  qu'ayant  tiré  les  droites  MP, 
MG,  qui  faâentavec  elles  toujours  vers  la  même  part 
des  angles  donnés  MPB,  MGD'y  elles  fbient  toujours 
entr'elles  en  la  raifon  donnée  de  ^  â  ^. 

Ayant  pris  pour  l'origine  fixe  des  indéterminées  AP 
{x},nn  point  quelconque  A  de  la  ligne  A  B ,  &  les  deux 

liij 
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droites  inconnues  &  indéterminées  j4P(x)^  PM  {y) 
étant  fuppofëes  connues  &  déterminées,  on  mener^i^ 
les  lignes  ^C,  ^ E^  parallèles  aux  deux  droites  MP, 
jM  G  7  &c  on  nommera  les  connues  AC  yCi  A  E^fh  Cefet 
fait ,  .on  prolongera  P  M  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre 
CD  en  /î  &  les  triangles  lèmblables  CAEy  FMG , 

àonncrontAC  {c).AE{f):tMF{c— y). MG==z^t:Û, 
Or  félon  la  condition  du  Problême  qui  refte  à  acconr* 
plir,il  faut  que  MP{y).  MG{,'^)i:  a.biéi'ohYoti 

tire  réquâtiott  y  m  ^^-^^^  qui  renferme  toutes  les  coa* 

♦-rfrr.  307.  ditions  du  Problême,  &  dont  le  lieu  qui  eft  *  une  ligne 

droite  indéfinie  H  M  menée  parallèlement  à  AB  eri 

Ibrte  que  AHz=,  j^xif  ?  ^^  P^^  conféquent  le  lieu 
chercher 

Exemple    II L 

3J0*  ID^t^x  points  A^By  étant  donnez,  en  troif- 

Fr  c^^  ^y.  ver  un  troifîéme  M ,  tel  qu'ayant  mené  les  droites  M  A^ 

MB)  elles  Ibient  toujours  entr*elles  en  raifbn  donnée 

de  ^  à  ^.  Et  comme  il  y  a  une  infifiité  de  ces  points  Af  y 

il  eft  queftion  de  décrire  le  lieu  qui  les  renferme  tous;  • 

Il  peut  arriver  trois  diâèrenscasièlon  que  ^eAmoirini 
dre ,  plus  grand ,  ou  égal  â  A4 

Premier  cas.  .Par  le  poiiat  A/ y  que  je  foppoic  être  mf 
de  ceux  cpton  cherche,  ayarlt  mené  la  ligne  MP  per-* 
pendiculaire  fur  AB\  ca^  n'y  ayant  point  d'angle  donné 
dans  le  Problême,  on  choifît  Tangle  droit  comme  le 
plus  fîmple  ),  &  les  deux  droites  inconnues  &  indéter- 
minées AP  (xr),  P  M{y)  étant  fuppofées  connues  &î 
déterminées  j  on  nommera  ïa  donnée  AB ,  r  j  &  à  eau- 
fe  des  triangles  redangles  AP  M  ^  BP  M^  on  aura  les 

quarrés  A  M  t=ixx^-+yyy  S  M  zn:  c  c -^  i  c  x^-{^  x—^yy. 

Or  par  la  condition  du  Problème,  A]\d  {xx—h-yy). 

BM\€c^xcx--^sx^yy)\iaa.bb.  D'où(eûmvd^ 


r 
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tiplialit  les  extrêmes  &  les  moyens  &  divifanc  enfuke 
pa.rét—aa)on  forme  cette  équation  j'j'  — +x  x  —4-  {j::^;; 

=:tf  ^  qui  renferme  la  condition  du  Problème^ 


&  dont  le  lieu  qui  cft  par  confcquent  celui  qu'on  de-         m 
mande  ,  fe  conftruit  par  le  moyen  de  l^article  311* 
(  Liv.  préced.  )  en  cette  forte. 

MSC         1 

Soit  prifè  tixt  la  ligiie  -^T',  la  partie  AC=t  i^ç^Z  ^   ^  *  ®*  ^^* 
côte  oppofc  â  PMy  àc  foit  décrite  du  centre  C,  &  du 

irayon  CD  ou  C£=zr:  jA—  la  circonférence  d*uû  cejf-* 


cle.  Je  dis  que  fà  portion  î)  M  0  renfermée  dans  Tari- 
gle  PA  0 ,  fait  par  la  ligne  AP  te  par  la  droite  A  O 
menée  parallèlement  a  PM  Se  du  même  côté ,  fera  U 
lieu  de  1  équation  que  Ton  vient  de  trouvên 

Car  ayant  mené  d'un  de  ks  points  quelcodqués  M  ^ 
Ja  perpendiculaire  MP  fur  AS  y  on  aura  par  la  pro- 
priété du  cercle  CD*— C^*  ouEM^PD=PM^  i  c'efi 
à  dire  en  mettant  pout  ces  quarrés  leurs  valeurs  analy- 
tiques ^  Péquation  précédente. 

Si  Ton  fuppo(è  à  prelënt  que  les  points  M  tombent 
dans  l'angle  £A  R  oppofé  au  fommet  à  l'angle  BAO 
dans  lequel  on  a  fuppofé  en  faifant  le  calcul  qu'ils  étoiens 
fitués,on  trouvera  en  faifant  *  AP=:—x  ^  &c  P  M:^=^--y ,  *Art.  foj^ 
la  même  équation  que  ci-deHus^  tant  par  la  condition 
du  Problême,  que  par  la  propriété  de  la  portion  RMB 
de  la  même  circonférence  que  Ton  vient  de  décrire) 
d'où  il  fuit  que  cette  portion  eft  le  lieu  de  tous  les  points 
cherchés  M ,  lorfqu'ils  tombent  dans  l'angle  KAE.  Et 
fi  l'on  fîippore  enfin  que  les  points  Ai  tombent  dans  i'an^ 
gle  PAR&c  erifuite  dans  l'angle  EAO y  on  trouvera  da 
tnêmefen  obfervahC  de  faire  PMz=t~y^  ïorfqu'il  tonl- 
bede  l'autre  côté  de  la  ligne  ABj  &^7^=i  — Jt,  lorf^ 
que  le  point  P  tombe  de  l'autre  côté  du  point  fixe  A  ) 
Gue  les  portions  DK^  £0,  de*  la  même  cif conférence 
{eronc  les  lieux  de  ces  points  ^  &  qu'ainii  la  circonferen^ 

liiij 
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ce  entière  qui  a  pour  diamètre  h  ligne  2)  J?,  eft  le  U 
complue  de  couis  les  points  requis  iVf . 

Second  cas.  On  trouvera  par  un  raiibnnement  fèmbla- 
ble  à  celui  du  premier  cas,  cette  équation  yy^^xx 


iSâêie  mace 


0 ,  dont  le  lieu  fe  conftnrit  ainfi. 


F  la*  i%i.      Soit  prife  fur  AP,  la  partie  -rfC=:  ;;^  du  càté  de 

i^Mj  ôcfoit  décrite  du  centre  C,  &'du  î^yon  CD  ou 

CEzzzj^^  im  cercle.  Je  dis  que  ùt  circonférence  fera 

le  lieu  de  cous  les  points  requis  M^  Cela  iê  prouve  de 
même  que  dans  le  premier  cas. 

Si  l'ôii  Cônfîdere  dans  ces  deux  cas  que  la  circonfé- 
rence qui  à  pour  diamètre  7>JB,  &  qui  eft  le  lieu  de  tous 
les  points  cherchés  M  ^  doit  couper  la  ligne  AJS  en  deux 
points  D^JB,telsque-^^2?.  2)J?::  a.  h^Sc  AE.  EJ3  :: 
a,  b  j  puilque  ïe  point  M  tombant  en  I)  la  droite  A  M 
devient  ADi  6c  :BMy  SDi&càe  même  que  le  point 
M  tombant  en  jB,  I«  droite  A  M  devient  AEyicBM^ 
^ E:  on  abrégera  de  beaucoup  les  conftru^ions  précé- 
dentes. Car  il  efl  vifible  qu'ayant  divife  la  ligne  AjS 
prolongée ,  du  côté  qu^jl  fera  neceflàire ,  en  deux  points 

D,  £,  tels  que-^A  DIf::  a.byicAE.  EBii  a.  i}  U 
ligne  D  £  fera  en  l'un  &  l'autre  cas  le  diamètre  de  U 
circonférence  qui  efl  le  lieu  cherché. 

TroiRème  cas,  Puifque  dans  ce  cas  ^f  c=^,  l'équation 
^Aft.  107.  précédente  fç  change  en  celle-ci  xzrnici  d^où  l'on  voit  T 
f  1 9,  i8>.   que  fi  l'on  prend  A  P  égalç'  a  la  moitié  deAS  èc  qu'on 

tire  la  droite  PM  perpendiculaire  fur  -^^,  cette  ligne 
PM  indéfiniment  prolongée  de  part  êc  d'autre ,  fera  le 
lieu  de  tous  les  points  requis  M.  Ce  qui  efl  d'ailleurs 
évident  par  les  Elemi^^s  de  Géométrie. 

£!f  E  M  p  L  E    IV, 

F I  ç.  ;^o^         j  ji.  13 EUX  lignes  droites  DB^BN^  indéfiniment 

prolongées  de  part  ^il'aucrc  du  poinrZ>j  étant  donnée) 


f 
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de  pofîcion  fiir  un  plan ,  avec  un  point'  C  hors  de 
ces  lignes  ^  ibic  imaginé  un  angle  donné  CEM  fë  mou- 
voir  par  Jfon  ibmmet  E  le  long  de  D  JB ,  en  forte  que 
Ion  côté  E  C  qui  rencontre  DN  enN^  pafle  toujours 
par  le  même  point  C,  &c  que  fon  autre  côté  EM  fok 
toujours  troifîéme  proportionnel  i  NCj  CE.  On  de- 
mande le  Ueu  d/e  tous  les  points  7vi  dans  ce  mouve^ 
ment. 

Soient  menées  C^  parallèle  àDN;  ^  CB  qui  fafler 
fur  D  £  au  point  B  un  angle  égal  â  Tangle  donné  CEM, 
du  côté  qu'il  fera  neceflàire^  afin  que  C  E  tombant  ûif 
CB  la  droite  EM  tom]»  fur  DE.  Cela  pofc,  je  diftint- 
gue  la  question  en  trois  differens  cas  :  car  ou  le  ipmmer 
£  de  Tangle  donné  CEM  (è  meut  fur  la  droite  D  £  de 
Fautre  côté  du  point  B  par  rapport  au  point  ^  i  ou  en-» 
tre  les  points  B,  ^>ou  enfin  de  Tautre  côté  du  po^nc 
^  par  rapport  au  point  B. 

Premifr  cas.  Lorfque  le  (bmrtet  E  ie  meut  fîir  la  li- 
gne DE^^  Tautre  côté  du  point  B  par  rapport  au  point 
A.  Ayapt  mené  du  coté  du  point  C  la  ligne  A  Q^  qui 
faflè  fur  D  £  au  point  A  Tangle  BAQ^  egat  à  l'angle 
ABC^  on  tirera  par  Tun  des  points  cherchés  M  y  que  Ton 
regarde  comme  donné ,  la  ligne  MB  parallèle  ùiA  (Zy  & 
qui  rencontre  DE  en  Piicon  aura  deux  triangles  fêm^la* 
blés  CBE ,  EPM  >  car  les  deux  angles  CBE ,  EBM,  fonc 
égaux  cbacun  â  Tangle  donné  C£JI/,&  déplus  les  angles 
BCE^  /^£iVf,  font  auffi  égaux  entr'eux}  puifque  dans  le 
triangle CB&  Tangle  externe  CEP  ou  CEM^^^PEM  eft 
cgal  aux  deux  internes  oppofës  BCE  &  CBE  oviCEM.  Si 
donc  l'on  nomme  les  données  AD,  ai  AS,bi  BC^a 
&  les  inconnues  &  indéterminées  APyXi  PM^y  î  AE,  xj 
on  aura,  tant  â  cjiufe  des  paraîleles  DNy  AC^  que  de 
la  condition  du  Problème,  ces  proportions  AD  (a). 
AE{xJ:^  CN.ÇEixCE.  E M::CB(c).EPi9C  —  sO:t 
BE{x^—b).  PM{y)i  d'où  Ton  forme  (en  multipliant 
les  extrêmes  &  les  moyens)  ces  deux  équations  ax-^ax^ 
z=zcz^6c  ay=z  xsr'  *  ^  q«i  3  «n  pienaût  y  pour  abréger. 


•e 
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/=^~ï-^,  &  faiiânt  évanouir  <;^,  fereduifent  à  celle- cf 


xx-^-jx-^^y^zo  qui  ne  renferme  plus  que  les  incon* 

nues  X  ^y,  &  dont  Iç  lieu,  qui  eft  cçluj  que  Ton  cher* 
*  Art.  jio%  çlîe  ^  fe  conftruit  *  ainfî. 

Soit  prife  fur  k  ligne  AP,  la  droite  ^-F=?;  ^  da 

côté  de  PMi  &  ayant  mené  FL  parallèle  à  PM\  foie 
prife  fur  cette  ligne  du  cptç  oppofé  à  PM,  la  partie 

pO:=^  —  .  Soit  décrite  du  diamètre  GL  qui  ait  pourori« 

gine  le  point  G,  pour  paramètre  GH=i€,  &  pour  or* 

données  des  droites  ZM  parallolcs  â  y^P ,  une  Parabo- 
le qui  s'étende  du  côté  de  PM.  Je  dis  que  fa  portion 
îndéfiniç  OM  renfermée  dans  Tangle  PAQ^  fera  Iç 
Jiçu  de  tous  les  points  cherchés  M, 

Car  ayant  mené  d'un  de  (es  points  quelconques  M  , 
la  ligne  ilf  i^^parallele  i  AP  ôc  qui  rencontre  Iç  di?.- 

mètre  CZçnZ^  on  aura  AfZ  ou  PF=;zx—  ^  6c  GZ 


p^;'--*-.^,  &  parla  propriété  de  la  Parabole,  ML* 

(,,_ï\^'^)^ZC.GH(Î,^^),«  qui 
çn  tranfpofàntà  Tordinaire  donne  rçqu^tjonjFx— .  ïjj 

m^  f  y  z=û^  qu'il  falloit  conftruirç. 

Second  cm,  Lorfque  le  ibninfïet  £  parcourt  la  partiç^ 
pA,^  Il  e/l  clair  dans  ce  cas  que  les  points  M  çomberonç 
4e  Pautre  côté  dç  D£,  puifaue  Tangle  donné  C£Jlf 
fera  toujours  plus  grand  quç  rangle  C£P  qui  diminue 
tontinuellemenc,  Ceft  pourquoi  j'^i  PMz=z—y^  ôç 
comme  je  trouve  p?r  pn  raifbnnement  fêmjblablç  aqi 
précèdent ,  ja  même  équation  j  il  s'ensuit  que  ia  portion 
AGO  de  la  Pariabole  que  l'on  vient  de  décrire,  fera  le 
Jieu  de  tous  les  points  M ,  puifqu'elle  donne  apflî  par  (^ 
propriété  cette  même  équation. 

Jroifième  P^.  .LoJ^f<j[uç  jle  fonimet  /è  meut  (Je  r^utrç 
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côté  dtt  point  A  par  rapport  au  point  B.  Il  eft  clair  en- 
core  dans  ce  cas  que  tous  les  points  cherchés  M  doivent 
tomber  au  deflbus  de  la  ligne  Z)£i  &  on  trouvera  conu 
me  dan^  le  premier  cas  ^D.  AEw  CN.  CEnC  F.  FMy. 
CB.  EP.  £t  partant  AD.  CBm  AE.  EP.  D'où  Ton 
voit  que  BP  eft  pHis  grande,  moindre,  ou  égale  ÏEA 
ièlon  que  CB  eft  plus  grande ,  moindre ,  ou  égale  d  AU  y 
ÙL  qu'ainfi  prolongeant  AQjkM  deflbus  d^  DE  vers  K  » 
tous  les  points  cherchés  M  tombent  dans  Tangle  Bj4K 
àans  le  premier  de  ces  trois  cas ,  dans  fon  complément  i 
4eux  droits  DA  K  dans  le  fécond  cas ,  &  enfin  Hix  la 
4roîte  AK  dans  le  troifiéme  cas.  Je  (Uppoiè  ici  que  CB 
{oit  plus  grande  que  A  Dj  &  comme  (aiuntPMzzz-^y, 
parce  qu'il  tombe  de  Pautre  côté  de  AP^  je  ne  trouve 
plus  la  même  équation  que  ddns  le  pnemiejr  cas ,  je  ne 
tais  plus  d'attention  â  la  cooftruâion  de  ce  cas.  Ceft 
pourquoi  nommant  à rordinaire  AP^xiPM^yi  j'ar« 

jAvt  à  cette  équation  x.nf^-+  ^j^  — ^^/=:^ ,  dans  ku 

quelle  g  =:=  r — ^ ,  dont  le  liçu  quj  eft  celui  que  l'on  cher- 
,cht  eft  une  portion  indéfinie  A  M  d'une  autre  Parabo^ 
j[e  que  la  précédente  laquelle  s'étend  vers  le  côté  oppo* 
^ ,  &  qui  fe  conftruit  *  en  cette  forte.  #  Afé.  nm^ 

jSoit  prife  fur  AP  de  rautrje  côté  de  PM  la  partie 

'A  S=2  s  i  foit  menée  STiçz  -  parallcJfeB  i  AQ^  &  du 

côté  oppofè  i  PMi  foit  décrite  du  diamètre  75  qui 
ait  pour  origine  le  point  T^  pour  paramètre  une  ligne 

;;=  *^ ,  &  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  i  AP^ 

une  Parabole  qui  s'étende  du  roté  dt  PM.  jSa  portion 
indéfinie  A  M  renfi^rmée  dans  l'angle  PAK  fora  le 
lieu  de  tous  les  points  cherchés  itf  dans  ce  .dernier  cas^ 
cil  l'on  iuppofo  que  CB  forpaftè  AD, 

Il  eft  donc  évident  que  le  lieu  cherché  de  tous  les 
points  M  eft  compofo  île  deux  portions  indéfinies  de 
difierentes  Paraboles ,  dont  Tune  A  GO  M  ^'étend  du 
côté  de  C.iL  Tautre  ^ilf  du  coté  oppoié  ^  JU  partent 


I  • 


•4 
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toutes  <!leux  du  point  j4i  eu  \c  côté  CE  de  l'àtigfe 
donné  CE  M  tombant  fur  Cj4  parallèle  iDN^  il  efk 
clair  que  CN  devient  infinie  y  &  qu'ainfî  JSAf  eft  nuiie^' 
ou  rero,  puifqu^on  a  toujours  NC.  CMi\  CE.  EMr 
c*eft  à  dire  que  le  point  M  fe  confond  aveck  pomt  E 
qui  tombe  fur  le  poinrD.  D'où  Ton  voit  que  ^F  edir 
une  ordcmnée  au  dianietre  FG^  8c  ^5  au  diamètre  STi* 
ce  qui  donne  lieu  4  la.  conâxuâion  fùivance  qui  eH  ge-- 
nerale^ 

Ayant  pris  fur  fa  ligne  indéfinie  j4P  dépare  &  d'au^ 
fre  au  point  i(  les  parties  30^  BRy  égaleschacune  à  la^ 
quatrième  proportionnelle  axix  ttaïs  l%nes^  D  ^y  A3  ^ 
BC  îon  mènera  par  les  points  de  fhilieu  P^Sy  Tiinde  AOy 
Tautre devait,  les  droiœs  FG /S" 7*, parallèles i^jj2^,«c 
égales  chacune  à  la  troifiéme proportionnelle  àî^AD^  ic 
â  ÂB  7  fcavoir^»  FG  du  côté  oppofé  au  point  C,  &  STdw 
même  coté- Gela  fait,  on  décrira  doux  dififerences  Pa-** 
raboles  dont  Tune  aura,  pour  diam^re  GF  ic  pour  on- 
donnée  F  A^  &  ràutre  pour  diamètre  TS  &  pour  or- 
donnée SAi  je  dis  que  leurs  portions  indéfiniesilf  y^GOA^Î 
&ront  le  lieu  com|)let  de' tous  les  points  cherchés  il/." 

Car  B O  ou  BR  '^^^  &  partant  AF  ou i-^0  =f  > 
^~==  ^;  &  de  même  AS  ou  IAR=  ^  —  rf 

==S.Donc&ç. 

.  On  peut  remarquer  en  paflant  que  fi  Tân^e  dona^ 
qpi  fe  meut  par  fbn  fbmmet  le  long  de  laliene  DE,  était: 
égal  au  complément  â  deux  droits  de  l^àngte  CEM  y.  fans> 
hen  changer  \au  refte  y  c'ëft  à  dire  oue  les  points  M  tom^ 
baflent  fur  la  ligne  E  M  prolongée  de  1- autre  côté  du^ 


tions  reftantes  des  deux  Paraboles  que  l'on  vient  de  d& 
crire. 

Si  les  points  A\  By  C,  étoient  fîtués  difFeremmenr 
de  ce  qu'on  les  fiippofe  dans  cette  figure,  i  laquelle  01» 
a  accommodé  le  raiibnaementj,onam.veroit  toujours 
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comme  Ton  vient  de  faire  à  deux  équations  qui  nepour« 
jroienc  être  différentes  des  précédentes  que  par  queU 

3ues  iîgnes,  &  dont  les  lieux  feroient  par  coniëquene 
es  portions  de  Paraboles  que  Ton  dccriroit  avec  ki 
Aiême  ^dlité. 

Le  Comte  Rof^er  de  T^intimille  a  propofë  ce  Pisabldme 
avec  quelques  autres  dans  le  Jburnal  ae  Parme  du  mois 
xi'Âvril  de  Vannée  1693.  ce  qui  a  donné  occafion  au  Père 
Saquerius  de  faire  imprimer  un  petit  livre  â  Milan ,  dans 
lequel  il  avoue  qu'il  n^a  pu  refondre  celui-ci ,  quoiqu'il 
fafle  alfez  paroître  par  la  folution  des  autres  qu'il  efl 
fort  verfé  dans  la  Geometrie« 

Exemple    y« 

) Jl.  Une  ligne  droite  indéfinie  AP  étant  donnée  F  iq.  191. 
<ie  pofition,  avec  deux  points  fixes  A^  C,  Tun  fur  cette 
droite  9  &  Tautre  au  dehors }  foit  décrite  une  Parabole 
^  Af  qm  ait  pour  paramètre  une  ligne  quelconque ,  & 
pour  axe  la  li^ne  A  P  dont  l'origine  fbit  en  ^  ;  &  fbit 
menée  du  point  donné  C  une  perpendiculaire  CM  i 
cette  Parabole.  On  demande  le  lieu  de  tous  \^s  points 
M  y  dont  il  efl:  vifible  qu'il  y  a  une  infinité  ;  puifque 
changeant  continuélleroent  de  paramètres ,  on  peut  dé* 
crire  une  infinité  de  Paraboles  diflêrences ,  qui  ayent 
toutes  pour  axes  la  même  droite  indéfinie  AP^  donc 
l'origine  ibit  toujours  en  A. 

Ayant  mené  par  le  point  donné  C  la  perpendiculaire 
CB  fur  APy^]^^x  un  des  points  cherchés  M  que  Ton 
regarde  comme  donné ,  les  droites MP^  MK,  paralle* 
les  â  i?c,  APy  &  la  tangente  AfTi  on  nommera  les 
données  A3  y  ai  JSC^hiclcs  inconnues  &  indéter*- 
minés  AP,  xi  PM^yi  ce  qui  donne  CKz=:b-^y^ 
MK-rzza-^x.  Or  par  la  condition  du  Problème,  l'an- 
gle CiV/T  cfè  droit  j  &  par  confèquent  les  triangles  rec- 
tangles TPM  yCK  M  y  feront  femolables  j  car  fi  Ton  ôte 
des  angles  drwtj  CMTyKMP^  le  même  angle  KMT^ 

Kkij 


itfo  LlVKt     ÎKXJ  Itlt^  hit. 

'^Ari.iu&  les  reftes  CMKy  TMP^  feront  égaux.  Donc  T'P^fixju 

*3-  PM{y)iiCK{b—y).  i:il^(^-+x ),  d'où  Fon  forme 

en  mukiplianc  les  extrêmes  &les  moyens  cette  équa^ 
don  yy-^by-'^xxx — y-iaxizzzo;  dont  le  lieu  qui  elt 

^  Art.  jii.  celui  qu'on  demande  eft  "^  une  Ellipfe  que  Pon  conftruic  **" 

»^ft.  114.  «ï<^ettc  forte. 

Ayant  mené  AB^zi^h  perpendrcnlaire  â  APfc  dvt 
côté  de  PMy  fc  tiré  la  droite  indéfinie  DZ  parallèle  à 
APy  on  prendra  fiir  cette  ligne  la  partie  BE-=t^a  du  côté 
oppofé  a  PjW  î  &  de  part  &  d'autre  du  points  les  parties 
BFy  EG  égales  chacune  â  Vf^^^Hp|7X  Enfùise  de 
Taxe  iP  G  qui  ait  pour  paramètre  une  ligne  G  H  double 
de  F  G ,  on  décrira  une  Ellipfe.  Je  dis  que  fa  portio» 
A  MO  renfermée  dans  Tangle  PAD  cft  le  lieu  de  Téu 
quation  précédente  5  6c  par  confequent  de  tou5  les  point» 
cherchés  M ,  lorf qu'ils  tombent  dans  cet  angle. 

Car  prolongeant  PM^  s'il  eft  neceflairc  ^  jufqu'â  ce 
qu^elk  rencontre  t'axe  PG  en  Z  ,  on  ainra  Tordonnée 
ML:=^sb—y^  Si  £Z  =  î^— f-x^&  par  la  propriété 
de  l'Ellipfe,  i^Z><ZG  ou  Ef^^ELi^ii^ax-^xx  )^ 

ZAf*(î*^— ^/— f//>::FG.  G-ftTr:  i.  if  ce  qui  don- 
ne en  multipliant  les  extrêmes  &  les  mtoycns  ^bi-^iax 
^ixx^z^bi-^iy^+yy.  Donc  ifCCir 

Si  l'on  fuppofe  i  prefent  que  les  points  M  tombent 
dans  les  angles  BAD^  BAR^  on  trouvera  toujours  la 
même  équation  que  ci- défias ,  tant  par  ht  condition  du: 
Problême  que  par  la  propriété  de  rEflipfej  en  obftr- 
vant  de  faire  ^/^=±— x,  &  PM^^-^y^  lorfquele 
point  P  tombe  de  Tautre  côté  de  rorigixïe  A^  8c  PM\, 
de  l'autre  côté  de  fa  ligne  A  P.  D*bù  iîfuit  que  les  por- 
tions de  ï'ElIipfe,  que  l'on  vient  de  décrire ,  renfermées 
dans  ces^  angles  font  le  lieu  de  ces  pointis. 

On  doit  remarquer  qu'il  eft  impoflïblef  quWcuti  des 
points  cherchés  M^  tombe  dans  1  angle  PAK  y  oppo/é 
au  fbmmet  i  l'angle  BAD  dans  lequel  eft  fîtué  le  point 
donné  Cy  d'où  doivent  partir  toutes  les  perpendrcufai- 
tes  aux  Paraboles.  Car  ii  d^un  point  quelconque  pris 


/ 
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àams  cet  Angle  PA  R^on  mené  des  droî^  comme  MF, 
MT^  perpendiculaires  {mt  AP  bc  C^w,il  eft  vifible 
que  les  points  P^  Ty  tomberont  du  même  côté  du  point 
A ,  &  par  confèquent  que  cette  ligne  MT  nt  pourra 
être  tangente  en  M  comme  le  demande  la  quéftion^ 

Si  Ton  fuppofê  que  AP{x)  devienne  nulle  ou  zero^ 
rëquatioû  précédente  yy—^by—\'Xxx'^axt=o  fe 
changera  en  Qe\\t'Ciyy—bytz=Lo^  dont  les  deux  raci« 
nés  font  y:=9,&/=^>  ce  qui  £iit  voir  qu'en  tirant 
AO  parallèle  &  égale  â  j9C^  le  lieu  des  points  cherchés 
Jlf  pailera  par  les  deux  points  A^O.  On  prouvera  de 
même  en  fiippofant  que  le  point  P  tombe  de  l'autre  côté 
de  Torigine  A^  Ôcraifant  AP['^x)=zAS{a)y  que 
ce  même  lieu  paâera  par  les  points  ^yC>  de  forte  que 
rËllipfe  doit  être  décrite  autour  du  reâangle  ABCO4 
Ceci  donne  lieu  â  une^nouvelle  conftruâion  que  voici. 

Soit  formé  le  reâangle  A  SCO  ^  &  ibit  décrite  ""  au-  «  An.  17^ 
tour  de  ce  reâangle  une  Ellipfe^  dont  Taxe  F  G  parais 
lele  aux  côtés  AB^OCy  ibit  a  fon  paramètre  GH^  com« 
me  I  eft  â  1.  Il  eft  évident  qu'elle  fera  le  lieu 


R  £  M  A  H  QJJ  B.     ï^ 

5T3*  Si  1^  nature  dés  lignes  courbes  telles  que  A  M 
ëtoit  exprimée  par  l'équation  générale  j^"*  =:;«"•  ^•"'•(  les 
lettres  m^n^  marquent  les  expofâns des puiftances  àt y 
&  X  tels  qu'ils  puinènt  être  )  qui  renferme  ""  non  ieule^  *Arté  1  ^ 
ment  la  Parabole  ordinaire ,  mais  encore  celles  de  tous 

\t%  degrés  à  TinfinJi  on  adroit  TP^{\x).  PM  (y)  ::  "^^ri.  xyy. 
CKii-y).lcM(a^x):ceqaidànheyy-^iy'^'ixx 


^ax:^:±ài  dont  lé  lieu  qui  eft  celui  qu'on  cherche? , 

eft  une  Etlipfe*  que  Yùû  cônftruira  felon  l'article  311,  ou 
bien  félon  rarcîcle  176.  fi  l'on  obferve  que  cette  Eltipftf 
4ôit  paâfer  autour  du  reâangle  donné  AjBC0p^  que 
ibis  a^e  PG  parallèle  auJt  côtés  A 3,0 C y  doit  être 

KXiij 
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à  /bo  paramet^ftp  H  en  h  raifon  donnée  de  màns 

R  £  M  A  1.  <^U  £      IL 

tiQ.  191.        354-  Sï  1^  centre  E  de  l'Ellipfê  qu*on  vient  de  décru 

rc  tomboit  fur  l^origine  j4  de  l*axc  commun  j4P  de  tou* 
Ks  les  Paraboles  AM^k  Taxe  i? G  de  TElIipfe  fur  Taxe 
j4  P  dçs^  Paraboles  :  cette  £llipi(e  couperoit  toutes  ces 
dif&rentes  Paraboles  à  angles  droits.  On  peut  énoncer 
ce  Théorème  de  la  manière  qui  fuit. 

Via.  yffu       Soient  une  infinité  de  Paraboles  comme  A  M  de  tel 

degré  qu'on  voudra ,  qui  ayent  toutes  pour  axe  commuer 
la  même  ligne  j4P^  dont  Torigineed  toujours  au  même 
point  Ai  &  (bit  une  Eilipfè  qui  ait  pour  centre  le  poinc 
^,  ic  dont  Paxe  F  G  fitué  (atAP  foit  à  fon  paramètre  ^ 
comme  le  nombre  m  expofant  de  la  puiflance  de  ^7'  (  x  ) 
eft  au  nombre  n  expoiànt  de  la  puiilance  de  PM  {y  )  ^  dans 
réquation  générale  y*  ==:x*^-*  qui  exprime  la  nature 
des  Paraboles  j4M.  Je  dis  que  cette  Ellipfë  coupera  tou- 
tes ces  Paraboles  à  angles  droits. 

Par  le  point  M ,  où  elle  coupe  telle  de  ces  Paraboles 
qu'on  voudra,  ayant  mené  la  tangente  MT  a  cette  Para^ 
bole^fc  A/5  perpendiculaire  i  cette  tangente  j  il  eft  que. 
ftion  de  prouver  queil^<S  touche  rEllipiè  aupointilf .  Pour 
en  venir  à  bout,  00  tirera  la  perpendiculaire  MP  fut 
l^axe ,  &  ayant  nommé  les  indéterminées  AP,  x  >  P  Myf  i 
&  la  donnée  FG^iH  on  aura  par  la  propriété  de  TEL 

lipfc  FPicpG(tt^xx).  Pl4{yy)ii  m.«,&partaiit 
myyz^nttr^nxx.  Or  dcauiè  des  angles  droits  TPIA^ 

•  Art.%n.  TMS,  a  vient  TP*  (^^).  PM(y):i  PM  {y). 

PS^:=:  ^,&parconftquent  ASoaAP^PSr-  ^^'^'^ 


tm^     ^  *  MM 


c=r  -  en  mettant  pour  myy  la  valeur  que  Ton  vient'  dç 

trouver  ntt—nxx,  D*où  Ton  voit  que  AP.  AP%  :  AF.  AS^ 
*  An.  17.    &  qu'ainfi  *  la  ligne  M  S  touche  TEllipic  au  point  J\t. 

Ce  Hit  il  falloit  Q'C, 
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£X£MPL£lI.  ' 

)X5*SoiBNt  imaginées  une  infinité  d'Hyperboles   pi^,  ^^^ 

3 pi  ayent  toutes  pour  Afymptotes  communes  les  mêmes 
roites  AP^AO^  données  de  poûtion^  qui  font  entr'elles 
«n  angle  droit  PAOi  &  foient  codceuës  partir  d^ua 
point  donné  C  une  infinité  de  perpendiculaires  comme 
CMi  ces  Hyperboles.  On  demande  le  liea  de  tous  le» 
points  Af^  où  chacune  des  droites  CM  rencontre  l'Hy- 
perbole à  laquelle  elle  eft  perpendiculaire. 

Ayant  tire  les  mêmes  lignes  que  dans  Texe^pte  pré' 
cèdent  ^  &  les  ayant  nommées  par  les  mêmes  lettres  ^ 
on  arrivera  de  même  à  cette  proportion  TP  *  {x).  *Art.  no/. 
PAf  {y):iCK  (*—/).  -KAf(if— x>jcequidonnecet. 
te  équation  jr/—^/— XX -Hr^ji^=^,  donc  voki  *  le  '^Art.  ^^o^ 
ïeu.  •^fiS-       ^ 

Ayant  pris  fiir  rAfympCore  AO  parallèle  i  PAf,  la 
partie  ADziiz^é^  £cmené  DZ  parallèle  d  APi  oxt 
prendra (ûr  cette  ligne  la  partie  DEzsz^a  du  côté  de 
PMy  &  de  part  &  d'autre  du  poidt  E,  les  parties  Jgj*^ 
EG,  égales  chacune  â  V^aa^^bt  o\x\ x^b^^aaié^ 
Ion  que  a  eft  plus  grand  ou  moindre  que  b.  On  décria 
fa  eniuire  de  la  ligne  PGy  comme  premier  axe  daiis  1er 

fremier  cas^  &  comme  iëcomi  dans  le  deuxième  ^  deui^ 
ïyperboles  oppofëes  équilatercs.  Je  dis  que  leurs^por^ 
fions  renfermi^  dans  l4iteié  PAO,  feront  Itf  Keu  de 
cette  équation ,  êcpar  confequenr  celui  de  tous  lespomts^ 
cherchés  M. 

Car  prolongeant  PM  (  sll  efï  necefïairB  )'  jufbu^a  ce 
^'èlle  rencontîpe Paxe*  FGy  en  Z,.  on  aura  l'ordonnée 
jML=z{b—y^  &  la  partie  EXzzzx—^aitc*  par  la  ^An.%tf^ 

propriété  des    Hyperboles   équilateres  EL^^i^EF^ 

%x  x  —  ax-^nb)=LLM  i^\bb^by^^yy).l^mc  &e^ 

Sr  ^  =r  ^ ,  É.  conftrqâioft  précédente  n'a  plus  de  lieu  y 

co^  la  valeur  du  demr  zx^EF  ou  ^G  devient  nulle.  Ec 

comme  Tcquation  précédente  devient  celle-ci j^jr -.  ^y 


1^4  Livre    HaiTiB^Mi. 

de  laquelle  extrayant  dç  part  Çc  d'autre  la  râdne  quar^ 

rée,  u  vient  y— •î^=:x— ï^ouj^i=x,  &  i^n— yc=j* 

^la  on  yzzzâ—xi  il  s'enfuit  que  û  Ton  achevé  lerec- 

Fia.  194-    tangle  ABCOy&c  qu'on  tire  les  deux  diagonales  A  C» 

£0:  elles  feront  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  M. 
Car  la  diagonale  ^  C  eft  le  lieu  de  là  première  ëouation 
yz=zxyU  l'autre  diagonale  :0(?  eftle  lieu  de  la  deuxi^ 

jney=;:^~x,- 

K  E  M  A  &  Q^U  E      L 


I^^.Si  1^  nature  des  lignes  courbes  qui  ont  pour 


fArt.i97A^x).PMiy);;CKit-y).  KM  {4~J()i  ce  qui 

donne^/— */—  ^  «**'*+  ^^xs^^,  dontleliçafecon*.. 

*  Art.  iiob  ftruit  *  aind* 

Ayant  trouvflf  le  point  E  comme  dans  Texemple,  oq 
prendra  ligr  ^  Z  de  part  &  d'autre  du  point  E ,  les  par- 

tjes   EFb  EG^  égales  chacune  à  V^aa-^-^bb  o« 

V  !!!.^^'— ^^^$  (èlon  que  »^4  eijb  plus  grand  pu  moinn* 

4re  que  tnbh^  Enfîiite  de  la  ligne  F  G  comme  premier 
axe  dans  Je  premier  c^ ,  &  ço.mpie  fécond  dans  le 
deuxième ,  qui  fbit  i  fbn  paramètre  en  la  raiibn  donnée 
4e  m  â  If ,  on  décrira  deux  Hyperboles  oppofees  :  leur$ 
portions  renferqiées  d^ns  l'angle  OAfi  feront  le  lieu 
qu'on  cherche. 

Si  d,  t  :;Vmyn^V6({UûfloQyy—iy—^xx^^^axc=ê 

Fi  a.  1J4.  iê  change  en  celle-d  //~^/ V"^  ~  î^  ^^^  m  ^  ^=^> 

owj7~4j^yA— 4-^=;=  *  X*—  ^ax^r^^  delaouel^ 
le  e^ctilayant  de  part  ^  d'autre  la  racine  ^uarrée  ^  il 


Des  P&oblemes  ikoe'tekmine's.      t^^' 

il  iîiit  que  lîl'on  achevé  le  redanglc  ABCOy  &  qu'on 
tire  les  diagonales  BO^^ACy  ces  deux  lignes  droites 
feront  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  M  :  car  la  dia- 

gonale  ^C  eft  le  lieu  de  la  première  équation/ = x  V  * , 

&  l'autre  diagonale  ^  0  le  lieu  de  la  lèconde/=i4  V * 

— xVÏ. 

On  prouvera  de  même  que  dans  rEUipïè ,  que  les  Hy-  F  '  «•  ^9h 
perboles  oppofëes  qui  font  le  lieu  cherché ,  doivent  être 
décrites  autour  du  reâangle  donné  ABCOi  &  comme 
l*axei?G,  parallèle  aux  côtés  AB^OC^  doit  être  à 
/on  paramètre  en  la  raifon  donnée  demi», il  s'enfuit 
qu'on  peut  décrire,  fi  l'on  veut,  ces  Hyperboles  par  le 
moyen  de  l'article  176.  (  Liv.  4,) 

R  £   M   A  K  Q^U   E      II. 

357*  Si  le  centre  £  de  l'Hyperbole  BFC  tomboît  Fie.  ijj* 
fur  le  point  ^ ^  &  ion  axe  FG  var  la  ligne  APi\%  dis 
que  cette  Hyperbole  couperoit  â  angles  droits  toutes 
celles  qui  ont  pour  Arymptotes  les  droites  AP^AQi 
ce  qu'on  peut  énoncer  ainh. 

jSoient  une  infinité  d'Hyperboles  de  tel  degré  qu'on  Fie.  195^ 
voudra,  qui  ayenc  toutes  pour  Afymptotes  communes 
les  mêmes  droites  A P,  AO y  Qui  font  entr'elles  un  an- 
gic  droit }  &  foit  une  Hyperbole  ordinaire  F  M  qui  ait 
pour  centre  le  point  A^  &  dont  le  premier  axe  F  G  fitué 
mr  APy  foit  à  ion  paramètre  comme  le  nombre  m  expo- 
iànj:  de  iapuiflànce  de  AP  (  x )  eft  au  nombre  n  expount 
de  la  puifrance  de  PM  (y  )  dans  l'équation  générale  x*^ 
—-^^-sf»  Qui  exprime  fa  nature  des  Hyperboles  M  A  M. 
Je  disque  l'Hyperbole  FM  coiipe  à  angles  droits  toutçs 
ces  di^rentçs  Hyperboles. 

U 
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Ayant  mené  par  le  point  M  où  elle  coupe  telle  de 
ces  Hyperboles  qu'on  voudra ,  une  tangente  MTà  cet- 


fy  mptote  APi^  ayant  nommé  les  indéterminés  ^P,  x  5 
PMyVy  &  la  donnée  i^  G,  i  /  5  on  aura  par  la  propriété 
de  I^Hyperbole  FM  cette  proportion  FP  ^PG{  xx~tt  y 
PM  (yy)r.m.  «,  &  partant  my^zzznxx — ntt.  Or  à 

♦  -rfr/.  1J7*  caufë  des  angles  droits  TPM,  TM  S  y  il  vient  TP  *  (  -  x  )• 

PU  {y\-PM{y\.  PS=^.  Et  par  confequent  j/S 

ou  AP—FS-=.  '^^ÎTT^^  =  -  en  mettant  pour  myy  là 

valeur  qu*on  vient  de  trouver  nxx-^ntt.  D'où  To» 

voit  que  AS  cît  troifiéme proportionnelle  a  APj  AFt 

*jtrt.  iiu  &qu'ainfi*  la  ligne  Af  5  touthe  ^Hyperbole  PJVf  au 

point  M.  Ce  qu^il  fallait  démontrer^ 

Exemple    VIL 

Fi  ç*  JS&        358.  La  Parabole  BAC  étant  donnée ,  on  deman- 

de  le  lieu  de  tous  les  points  M ,  tels  qu'ayant  mené  de 
chacun  de  ces  points  y  deux  tangentes  MB^  MC^à cet- 
te  Parabole  5  rangle  ^  Af  C  qu'elles  comprennent  foit 
toujours  égal  à  un  angle  donné. 

.;        £      ;    Il  peut  arriver  que  l'angle  donné  SMC  foit  aigu^ 

obtus  y  ùu  droit  )  ce  qui  fait  trois  difïèrens  cas* 

Premier  eas.  Lorfque  Tangle  donné  BMCtÇi  aigu. 

^AfU  i6o.  Ayant  mené*  Taxe  AD  delà.  Parabole  donnée  BAC, 

qui  rencontre  les  tangentes  MB  y  MC^  aux  points  F,  G, 
on  tirera  fur  cet  axe  des  points  touchans  B^Cy  &  du 
point  de  concours  iVf ,  les  perpendiculaires  B^Dy  CE  y 
M  P.  Et  ayant  mené  M  N  qui  fafle  fur  Taxe  A  D  i'an- 
;le  FiSTA/ égal  à  Tande  FMG  compléments  deux 
Iroits  de  Tangle  donne  B  MC^on  nommera  les  incon- 
nues &  indéterminées  AP,  xiPM^y^  AFySiAG^H 


H 


\A 


te    20  .  pa*^  ,  0:66 


Des   PlLOBLEMES    INDE^TBRMINE^^.        x6y 

4k  le  paramètre  de  Taxe  j4Dy  fçavoir^  AV^ai  lequel 
^sik  donné ,  piiirque  la  Parabole  SytCcik  donnée.  Cela 
pofé }  â  caufè  du  triangle  reâangle  FPM^  on  aura  le 

^uarré  l^iif^rzr//— 2 /;c—fjtx-+>'/,  lequel  écancdi. 
Vifé  par  FG  (i-0  donnera  «rrîî!^^?:i3?  =  FN,  i 

caufè  des  triangles  fèmblables  F  G  M,  F  Ml^i  Se  par* 
tant  PN  ou  FP-^FN=:  ^*-Mr"*^~**ag .  Je  chercha 

i  prefent  parle  moyen  de  la  Parabole  donnée  Bj4C 
des  valeurs  de  /-+^,  //,  8c  s—t  par  rapporta  ;(;  &/, 
afin  qu'étant  fubftituées ,  dans  la  valeur  de  PN^  cette 
ligne  ne  renferme  plus  dans  Ton  exprefiîon  d'autres  in- 
connues  que  x  &  f .  Ce  que  je  fais  aînû. 

Les  triangles  fèmblables  FP M^  FD£i6cGPM, 
GECjdonacntFP[s~K).PM (y):: FD*{is).BD*{^as).  "^An.  xt. 

Et  GP{x^t).  PM{y)::GE{zt).CE{^at).D'oiL]c  ^jirt.7. 
forme  ces  deux  équations  //  —  ixj— ^/— f  xxz=  0 , 

&  tt--zxt—^Mt^^xx=:ûi  c'eft  i  dire  (en  fàifant 

j^mzx— ^  ~  pour  faciliter  le  calcul  )  ss—fs-^xxz=û^ 

&  tt—ft—\rxx=io.  Je  retranche  la  féconde  équation 
de  la  première,  &  j'ai  sS'^tt'-'pS'Hrpt=:o  qui  étant 
divifëe  par  s—t  donne  j-+/=:^3  &  partant  j=:/^—/, 
&  i  /=^  -^  —  ^-^  =y  / — X X  i  caufè  de  la  première  équa^ 
tion,  d'où  je  tire  st=:xx.  Si  Ton  ôte  4xx  valeur  de 
4i^  de^^  valeur  de  //-+i/j— f /^,  on  formera  enfin 
cette  égalité  //  — ii/-+//=:^^-—4x'x,  &  extrayant 
4e  part  &  d^autre  la  racine  quarrée^  on  auraj-^/=rr 

t^fp—^x  =:  12iîîlt?  en  mettant  pour  /  fà  valeur  x  x 


4» 


Si  l'on  met  à  prefênt  â  la  place  de  f-4-/,  //,& /—/, 
leurs    valeurs    *x-+  ^  ,  xx,  &  ^^  *^  ^^•''      dans 


4*r— *r 


y+^*-^**-^ ,  on  trouvera  /'iy^^  7— •" .  Or  û 

Llij 


2^8  LiriLE      HUXTIB^MK. 

l'on  prend  far  Taxe  la  partie  2/oé^^t  au  paramètre 
^P^{^)^àc  qu'on  tire  QT  parallèle  à  PM ,  &  qui  ren- 
contre en  T  la  droite  M  N  prolongée  autant  qu'il  fera 
neceflaire  j  il  eft  vifible  que  la  ligne  QT  fera  donnée  y 
puifque  dans  le  triangle  reûangle  NQTy  Tanele  QNT 
oui  eft  égal  à  l'angle  donné  S MC  tik  donne  ,  &  que 
ae  jplus  le  côté  N  Q  qui  eft  égal  au  paramètre  A  P^de 
l'axe  de  la  Parabole  ,  eft  auffi  donne.  Soit  donc  la  don^ 
née  (lT=zty8ci  caufè  des  triangles  fèmblables  NPM^ 

PM[y)i:  a.b ^  &  partant  ^ai^yy — \-axz=^^bx — ab^ 
c'eflà  dire  en  ôtant  les  incommenfurables  ^j—  ^  xjç 

^x  Hh  r^  x—  v^  bb=zoy  dont  le  lieu  (  qui  efl  celui 


*Art.  aicH  9^*^^  cherche  )  fe  conflruit  *  en  cette  ibrter 

&  3i**  Soit  prife  fur  Taxe  ^Z)  de  la  Parabole ,  la  panie  ^  H 

^  du  côté  dei'Jlf  3  &  départ  &  d'autre  du  pomc 


M«f44l-H^ 


JFf  les  parties  /f /,  /f  iC,  égales  chacune  à      "^^  ^& 


foit  décrite  du  premier  axe  JK  qui  fbît  â  fbn  parame. 
tre  KL  comme  a  a  eftibb^  une  Hyperbole  K  M.  Jtf 
dis  qu'elle  fera  le  Uéu  de  l'équation  que  Ton  vient  de 
trouver. 

Carifp=:x— j4^— 5j  ,  &  par  la  propriété  de  l'Hy. 
i^txho\tH7^'^--lTK[xx—iax  —  ^^X'-+j^^ 


{y y  )  2  :  /iC*  iC  Z  :  r  ^  ^.^  ^  i  ce  qui  donne ,  en  multiplianc 
les  extrêmes  &  les  moyens,  l'équation  précédente. 

Il  eft  i  propos  de  remarquer  que  dans  ce  cas  F  ?f 
fera  toujours  moindre  que  FPy  purfque  l'angle  FNMy 
qu'on  a  pris  égal  au  complément  a  deux  droits  de  Tan^ 

gle  donné ,  eft  obtus.  Cefl  pourquoi  '  valeur  de 

FT—FTsf  dok  être  pofîtîve  j  &  par  confèquenr  x  doit 
toujours  furpafler  \  a.  D'ok  Toxi  voit  que  quoiqu'il  y  aie 


Des  PaoUlemes   ^nde'tb&Juiii^é^s.     i6y 

une  portion  de  THyperbole  oppofée  àiC  Jlf  qui  ibit  ren* 
fermée  dans  Tangle  P^f^f^i  par  la  ligne  ^P  &i  par 
la  droite  A  V  menée  parallèlement  à  PM  &  du  même 
côté ,  elle  ne  peut  pas  néanmoins  faire  partie  du  lieu  des 
points  M  y  parce  que  Al  étant  moindre  que  \  a^  Tindé^ 
terminée  j4  P  qui  feroit  alors  moindre  que  AI  ^  feroic 
à  plus  forte  raifon  moindre  que  \a. 

Second  cas.  Lorfque  Tangle  donné  eft  obtus^  En  fùp^ 
pofànc  que  les  points  M  tombent  dans  l'angle  PAV'^ 
&  par  un  raifbnnement  fèmblable  à  celui  du  premier  cas, 
on  trouvera  la  même  équation  5  &  par  conièquent  la 
conftrudion  du  lieu  demeurera  la  même.  Mais  il  fauC 
obfèrver  dans  ce  fécond  cas  que  F  N  ièra  plus  grande 

que  FF  y  &dû*ainfila  valeut    , — —  de  FP-^FN  de- 

viendra  négative  5  d'où  il  iïiit  que  x  fera  toujours  moin, 
dre  que  \a,&c  partant  que  le  lieu  cherché  fera  alors  h 
portion  deTHyperbole  qui  s*ëtend  du  même  côté  delà 
Parabole ,  laquelle  fe  trouve  renfermée  dans  cet  aftgfe 
PA  T^.  Et  comme  en  fuppo^nt  que  les  points  M  tombent 
•dans  Tangle  DAV^  on  trouve  ehcore  la  même  équa^ 
tion ,  il  ^enfuir  que  cette  Hyperbole  entière  fera  le  lieu 
de  tous  les  points  cherchés  M.  4 

De  là  il  efl  évident  que  fî  une  Hyperbole  k  Jl/  efl  Itf 
lieu  de  tous  les  points  M  lorfque  Tangle  donne  BMC 
cfl  aigu  y  fbil  oppofée  fera  le  lieu  de  tous  ces  points^lorfi 
^ue  1  anéle  donné  fera  égal  au  contplentent  â  deux  droite 
e  rang&  3  MCy  parce  qu'alors  les  lignés  données  ^  &  ^ 
qui  déterminent  la  conflrudion  des  Hyperboles  deméu^ 
tent  lès  mêmes. 

Troifième  cas.  Lorfque  Tanelc  dornné  eft  droit.  Il  efl  F  i  g.  t^é^ 
clair  que  Fli  eik  alors  égale  ^FP^&c  qu'ainfî  la  valeur  ^97^ 

^9=^  de  FP-^FN  fera  nulle  ou  zéro.  IXoù  ton 

voit  *  que  fi  Von  prend  fur  Taxe  A  D  prolongé  vers  fbû  »^^^     ^ 
«origine  A  la  partie  AP^zi^^a^  8c  qu'on  lui  mené  la  per- 
jpendiculaire  indéfinie  /'iVii  cette  ligne  qui  n'efi  autre 
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que  la  direârice  comme  Ton  peut  voir  dans  les  défini- 
tions de  la  Parabole ,  fera  le  lieu  cherché. 

Co  R-O  LIAI  ÏL  E* 

F I  «.  ijtf.     }59*  Si  l'on  mené  le  demi-fccond  axe  HO^ti  qu'on 
1971  cire  rhypothenufè  KOîlts  triangles  reâangles  KHOy 

J/QT  feront  fèmblables :  car  pui^ue  le  fécond  axe  eft 
moyen  proportionnel  entre  le  premier  IK  £c  fbn  para. 

mètre  KZ,  il  s'enfuit  que  Jc/f  \  HÔ'^:  :  /  JT.  XX  :  :  i«^. 
a.  Se qu'ainfî  K ff .  ff 0  :;Ni2Ja).  QT  (h).  L'angle 
Jf iCO  (qui  felon  la  définition  ir.  du  5.  Livre ,  eft  égal 
à  la  moitic  de  l'angle  Êiit  par  les  'Afymptores  de  l'Hy- 
perbole KM)  fera  donc  égal  à  l'angle  dNTy  c'eft  à 
dire ,  à  l'angle  donné  BMCiUon  aura NQ^a) .  qT 

NTi^^T^fH)::  KH  (^^)-  KO^  --î^*  . 

Or  fi  l'on  pofe  l'hypothcnufe  iC  O  du  triangle  reâiangle 
KHOhit  par  les  deux  demi- axes  if  iC,  Jf  O,  fiir  le 
premier  axe  JK  depuis  le  centre  ff ,  en  ^  &^i  il  eft 


voit  que  le  foyer  R  de  l'Hyperbole  K  iii  eft  encore  le 
•  Défi y^.j,foyçr  *  de  la  Parabole  £^C,  &  que  SR(^^^). 

^  HO  {^^^^)  '-'MO  (^î^).  ^Rii^) ,  puifqu'en 

multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  on  forme  le  mê- 
me produit.  Ce  qui  donne  lieu  â  ce  Théorème. 
^      Si  fiir  la  diftance  5^  des  foyets  d'une  Hyperbole 
»  ®*  '9*'  jrj^Qj^  prend  du  côté  de  5 ,  ia  partie  RA  troifiérae 
*^rt.  4.     proportionnelle  à  cette  diftance  SR^  &  à  la  moitié  HO 

de  fon  fecond  axej  &  qu'ayant  décrit  *  une  Parabole 
^^C  qui  aie  pow  foyer  le  point  R ,  &  po*ir  iixe  la  li- 


\. 
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gne  j4R  dont  Torigine  foit  tnA%  on  tire  d'un  point 
quelconque  M  de  l'Hyperbole  KM  deux  tangentes 
MJS^  MC^i  cette  Parabole:  je  dis  que  Tangle  BMC 
qu'elles  comprennent^  fera  toujours  égal  à  la  moitié  de 
1  angle  fait  par  les  Afy mptotes  5  &  que  fi  Ton  prend  le 
point  M  fiir  l'Hyperbole  oppofëe ,  Tangle  compris  par 
ks  tangentes ,  fera  toujours  égal  au  complément  â  deux 
droits  de  la  moitié  de  l'angle  tait  par  les  Âfympcotes. 

Exemple    VIII. 

360.  vJ  NE  ligne  droite  indéfinie  SAP  étant  don.  F*©.  ^9%. 
née  de  pofidon  fur  un  plan  avec  deux  points  fixes  >^,  Z>, 
Tun  fur  cette  ligne  &  l'autre  au  dehors }  on  demande  le 
lieu  de  tous  les  points  M ,  dont  la  propriété  fbit  telle 

2 n'ayant  mené  de  chacun  de  ces  points  aux  deux'points 
xes  A  y  Dy  les  droites  MA^  MB:  la  ligne  A  M  foit 
toujours  égale  â la  partie  ME  de  Tautre  droite  DM ^ 

{>rife  entre  le  point  M  Scie  point  E  où  elle  rencontre 
a  ligne  M  P. 

Du  point  donné  2)  &  du  point  M  que  Ton  fùppofe 
être  l'un  des  points  cherchés ,  ayant  mené  les  perpendi^ 
culaires  S  Dy  MP,  fiir  la  ligne  APy  on  nommera  les 
données  AByia}  3D,  xii&cles inconnues  &  indé- 
terminées APy  X y  PM,y  :  &  on  aura  APzzzPEi  puiù 
que  (  hyp.  )  AM=zME.  Or  les  triangles  fèmblables  EBD, 
EPM3  donnent  EB  ou  AE^ASitx--xa].  BD 
(7,b)\:  El^{x).  PM  (/).  En  multipliant  donc  les 
extrêmes  &  les  moyens,  on  formera  cette  équation 
xy-^ayzrnbxy  qui  renferme  la  condition  marquée  dans 
le  Problême ,  &  dont  le  lieu  qui  efl  *  une  Hyperbole  ^Art.  lyr^ 
équilatere  entre  les  Âfymptotes  fè  conflruit  ainh. 

Soit  tirée  la  ligne  A  D  que  Ton  divîfera  par  le  milieu 
en  C,  par  où  Ton  mènera  les  droites  Cf^CGy  Tunepa- 
rallele  &  l'autre  perpendiculaire  à  AP:  fbient  décrites 
entre  les  Afymptotes  CP,  CG,  indéfiniment  prolongées 
de  part  &  d'autre  du  point  C,  par  les  points  D,  A  ^  *  *  '^^^  'Jo* 


«I. 


271  Litre   Huiti  e'm  e. 

*^^*/  1^.    les  deux  Hyperboles  oppofces  DM,  A  M,  qui  font* 

ëquilaceres.  Je  dis  qu'elles  liront  le  lieu  complet  de  tou$ 
les  points  cherchés  M. 

Car  les  Afy  mptotes  CF^CG,  divifènt  les  droites  j4B^ 
SD  en  deux  parties  égales  aux  points  L^K^  puifquc 
AD  e^  divifee  par  le  milieu  en  C>  &  partant  lorfque 
ks  points  P  tombent  fur  AB  prolongée  indéfiniment: 
du  câté  jde  ^,  comme  Ton  vient  de  iùppoièr  en  faiiânt 
le  calcul ,  la  ligne />Z  ou  CH=ix~ay  HM=iy—b} 

f  ^r/vipp.  &   par   îa    propriété*  de  PHyperbole    CH^HM 

{xy^ay'--bx'-\ab)=zCK<KD{ab)  :  cç  (juidonnç 
xy'—aya=ibx. 

Si  Pon  fuppofe  d  prefcnt  que  les  points  P  tombent  fiir 
B  A  indéfiniment  prolongée  du  côté  de  A^  pu  fur  H 
partie  déterminée  ABi  on  trouvera  toujours  (  en obr 
fervant  de  faire  A  Pzon—x^^  PiVf=— y  lorfqulls 
tombent  de  l'autre  coté  du  point  ^  &  de  la  ligne  AP) 
la  même  équation  xy—ayzznbxy  tant  par  la  condition 
marquée  dans  le  Problème  que  par  la  propriété  dç 
ji'Hyperbole  A  M  oji  DM.  Donc  &ç, 

CoKpLLAIlLS. 

561. 13 E- LA  il  efl  évident  que  les  parties  MK^ 


parallèle  â  la  ligne  AP\  Tangle  R  5  Jl/eftégal  à  Tangle 
ÀEMy  &  l'angle  5^  Jl/àTangle  MAE.  i^  Lorfquç 
PAfymptote,  comme  CGy  e^  perpendiculaire  i  AP ^ 
Fangle  RSM  fera  le  complément  a  un  droit  de  Tangls 
AEM  i  caufe  du  triangle  redangle  SZE^Sc  de  mêmç 
Fangle  5 it  Jl/  ou  fbn  oppofé  au  fommet  ARZetkle 
complément  à  un  droit  de  Tangle  EA  M  à,  cauië  du 
triangle  reâangle  RAZ.  Donc  puifque  les  angles  EAM, 
AEM  y  font  égaux,  il  s'enfuit  que  le  triangle  R  M  S  fera, 
Ifo/celk ,  &qu*^fî  les  cptés  Jt^^,  MS,  feront  égawx 

entr'eux. 
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«jftCrleux.  Ce  CoroUaiie  nous  foocmc  le  Théorème  fiû- 
vann 

Si  Ton  mené  d'un  point  (|uelcon<]ae  M  d'une  Hyper- 
bole équilacere , deux  droites  MD,  MA^^xol extremis 
tes  d'un  de  ies  premiers  diamètres  A  D ,  lelquelles  ren« 
contrent  Tune  ou  Tautre  Âfyinptote  aux  points  ^R^S:}^ 
dis  que  les  parties  MR»  M  S,  dtcts  deux  droites  (c- 
xpnt  égales  entr'eiles. 

£x  JB  M  P  L  £    IX. 

361.  IJeux  cercles  B GF,  S  NO,  donc  ies  centwt  F  i  «•  t^f  • 
Ibnt  Cj  A,  étant  donnés,  £c  ayant  mené  par  un  point  quel- 
conque 6  du  cercle  EGF  une  tangente  indéfime  GNO 
<]ui  coupe  l'autre  cercle  BHO  en  4Kux  points  N^O^  par 
kfquels  foient  tirées  les  tangentes  N M^  0  Af  ;  on  de* 
mande  le  lieu  de  tous  \e%  points  de  concours  Af» 

Ayant  tiré  M  P  perpendiculaire  fur  CA^  qui  paâè 
par  les  centres  C>  A^  des  cercles  donnés  \  on  mènera  les 
droites  CGj  AM^  qui  feront  pacalkles^  puiique  Tune 
Zc  l'autre  eft  perpendjculaiiv  iur  la  même  droite  G  O 
qu'elles  rencontrent  aux  points  G.QjtLQti  nommera 
les  données  AB  ou  AO ,  ai  CE  on  CF  on  CG,  i i 
CA^  ^;  &  les  inconnues  &  indéterminées  A  F,  xi 
PM^y^  Cè]a  fait,  les  triangles  reûangles  femblables 
AOM,AQO^donTLttoi^tAMl,^Kx^^y).AO{éy.\ 

AOia),  AQ^  ■   ^''  ^  menant  CM  parallèle  i 

^^Oj  qui  rencontre  ti\H,  MA  prolongée,  s'il  eft  necedâi» 
re,  jpB  ani^^  i  cau(e  des  triangles  reâangies  iêmbla- 
\M%MAPt  C-.rfH,  cette  proportion:  PA\x\AM 

{^'xx-Yyy)i  :  ^ff  ou  CQ^AqU—  •7^==S>  AC(c)i 

ce  -qui  donne  it^xx-+yy=;i^a'-^^x^  c'eiti-dine ,  ea 

6taoc  les  incomniënfiirablcs ,  l'équation/jr -+  -jj^  xx  ,  —  .  •.  - 

_  i^«— ^=:ff,dontlelicucft*uoeP;urabolc,«nc  »^^,  ^^ 

^piè,  ou  une  Hypei:boie  iêioa  que  C  J  (  ,^  )eft  ^ale, 

•■--•.•'.  Mm  , 


piu5  gf âode  y  ou  momdre ique  CA{c).  Voici  k oonftiV' 
dion  du  dernier  cas. 

Soit prifê  fur  la  Kgiie  AP'  la  partie  j41i=z  -j^yàa 
côté  oppofc  i  PMi  &  de  part&  d'autre  du  point  R  les- 
parties  RJ,  Jti:,  égales  cbacm»  à-~^  }  Ôcfoitdécri: 

te  du  premier  axe  /iC  qui  ait  pour  paramètre  KZ^zy 

une  Hyperbole.  Je.  dis  que  fâ  portion  indéfinie  D  M 

renfermée  dans  l'angle  P^^D  fait  parla  ligjic  AP  ^ 

"  pav'k  droite  AB  metiée  parallielemeiir  à\/*^  âe  du 

nlêi^'Cèté  ;  &»«  1«  ^e»  de  cette  équarioo^  __       

f'Ca'r  par  k  propriété  de- J*Hyperbote^,:  il  jp'—j?/' 

ce  qui  redonne  FéquatioB  précédente. 
•  Si;  Pop  fiipfiii)fr  i  piefenc  que  les(  points  iJW  combenr 
éaaM  t*aiigle  iC>rf  i?  qtoiidb  àcôtë  de  Tanric  PjtD.'oa 
ttùuyetu  encore  (  eà  feifaiït  y^/^  i=^— at  j  la  même  équa« 
tibn  j  d*où  il  fuit  que  la:  portion  dëtemnin^e  7  D  de  l*Hy- 
perboie  IMy  kfH  l^  mcmié  entière  ^  de  l'Hyperbole 
qôi^tai>efl:>  opipoîëc  fera  le  lieu  de  ces  points ,  & 
qà*aibfî  ces  deùr  Hyperboles  opporfëes  éompafent  le 
lit»  complet  de  toitô^  tes  points  chorchtés  M  ;  où  Ton 
doit  cîbferver  cjue  la  portion  5/ T  renfermée  dans  le 
cercle  .^  JV  p  eft  inutile  ,^  puiiqu'aucun  des  points  de 
concours  M  des  cleuîç  tangenBes  iV  O ,  OM]  i  ce  cer- 
cle ;  ne,  peq^vient'tonibeT'^  dedans/  '  ^ 

il  eft  •.  à  propos,  de  remarquer  que    iî  ^  ( ^— j^  J 


F^r  V  iC  ii  — l-i  /  /C  ><Jl  C\  comme  Ton  voit  en  mettànc 

pour  ce^  liene^  leu/s  valeurs  analytiques  j  &  qu'ainfî 

ptiifiStt^  1*  :re<^^^  la  mai- 

^Art.  74.  ^^-^  dafecpn4^;ajfei.le.ppint  >4^  Tun  des  foyers  de 

l'Hyperbole    i  M.    Or  '  puilque  ^/  .  ou    AR~kl 


.» 


^ ,  ^  s'çnfuit  qù'oiji  peut  abréger  la  conftrudioa 
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prcceden»  en  cettç:  forte..         '  :  ,  .    n:  :        .     ;,. 

Soient  pni^  fur  la  Jigne.^C  chi  c6tie  id<  C/  les  partie^ 
>//,  -^JC,  troificmet  proportionaelles  i  Jlf{f-^il,i 
jiB{a)  y  Uzj4E  (^-ré),  ^^(^)5  «c  foient dcçritç» 
da  premier  axfr  l,K  >  &;  4u,  foyer  ^  *  lieiiJf  Hypei'bolea  *^rr.  7^. 
oppofëes.  Il  cfl:  éyidenr  cpfeUsAs  /èront  ie.liea  de  toii% 
les  points  cl^erchcs.  M. .  .  .    .  1  ( 

Lorfque  C£  (  ^  )  eft  plus  gtande  que .  Cu4  (  ^  ) ,  U  <0a-. 
ftrudion  de  TEllipiè  qui  eft  le  lieu  des  points  cherchés 
M  y  fe  fera  de  la  même  manière  que  pour  l'Hyperbole, 
en  obfervant  de  prendre  la  partie  ^K  de  Taptre  côté 
duL  point. ^  par  rapport  au  ppint  C  £t  ^)iîi  iT>2^ue  •>  *  «  « 
C  jB  (  ^  ) = C  -^  { r) ,  il  n*y  auça  qu^â-  prendre  Turla  ligné}  F«.  209* 
jfC  da  côté  de  C^  h  partie  j4/  troifiéme  proportion-., 
celle  iAPy  AB^  &  décrire  enAute  une.Parabole  quii» 
Ht  pour  foyer  le  pointa ,  &  pour  «ocç^ia  ligiip  lA  donc 
Torigine  foit  en /.  ..   .'  t  . 

COKOLLAIHE    I.    POÛH     L^EtLlp'SE     &:     LET 

Hyperboles   oppose'es, 

,  3^5*  D^LA  ilcftévidçnt  quefi  deTun  deçfpYers  Fic.i^y. 
^  d'une  Elliplc  ou  de  deux  Hyperbplc*  oppofées ,  dont 
le  premier  axe  eft  IK3  on  décrii:  un  cercle  quiconque 
SNO  y  &  qu'ayant  pris  (îir  cet  axe  les  parties  A  E  j  AF^ 
troifiémes  proportionnelles  à  ^iC,-rf^,  iciAl^  AB^ 
{içavQÎr.  AB  d^  côté  du  point  K^  &  AV  du  côté 
du  point  /) ,  Qn_  décrive  du  diamètre  ^  J^  un  cercle 
SGF:  il  eft  évident,  diii. je,  que  fi  Top  tire  d'un  point 
quelconque  iVf  de  la  ^eoion ^  deux  tangentes  MN^ 
AiOy  z\i  cercle  BNÛ^h  ligne,  O  N  qui  joint  les  points 
coucHans  étant  prolongée ,  s'il  eft  oeceflaire  »  touchera 
toujours  l'autre  cerclé  ÉGF.      .    •        ,' 

COKOLLAIHE    II.    POUH    LA    PaRABOLE) 

*    .  •     ^  *•  • 

3^4*  Il  fuit  encore  de  là  reiblution  de  ce  Problême,  F  i  g.  ^qo.^ 
que  fi  du  foyer  A  d'une  Parabole  /M  dont  l'axe  lA^  "*  ' 

Mmij 


V 


ijé  L  I  ▼  K  E     H  O  I  T  I  ê'm  ïr 

loD  origine  en  /,  on  décrit  un  cercle  Quelconque  JBN09 
&  qu'ayant  pris  fîir  l^âxe  du  côté  de  ton  origine^ la  par- 
tie A  F  troifiéme  proportionnelle  iAI^  ASyOn  decri-. 
Te  un  cercle  AGF  en  diamètre  AFi  &c  Qu'enfin  l'oa 
tire  d'un  point  quelconque  M  de  la  Parabole  deux  tan^ 
^nte»  MNy  MO ,  au  cercle  BNO:  la  l^œ  NO  qui: 
|oint  les  points  touchans ,  étant  prolongée ,  s'il  eft  ne- 
ceâàire,  touchera  toujours  le  cercle  ^GJP  en  un  point  G. 

Exemple    X. 

Fie    ^01.       }^|.Une  ligne  droite  indéfinie  AP  étant  donnée 
40v.ip3^«   ^^  ^jj  plan,  avec  un  point  fixe  F  hors  d'elle ^  trouver 

te  lieu  de  tous  les  points  M^  dont  la  propriété  (bit  telle 
qu'ayant  mené  de  chacun  de  cqs^  pomts  une  perpendicu- 
laire MP  fur  AP^  &  au  point  >  une  ligne  droite  M  Fi 
la  raifbn  de  MP  i  MF  foit  toujours  la  même ,  que  ceU. 
le  de  la  donnée  a,  à  la  donnée  h. 


nommera  la  donnée  AF^  ^  f  &  les  inconnues  âc  ihdé- 
terhlinées  AP^  x5  PM y^i  qui  font  entr'clk»  un  aa- 
gle  droit  APM.  Cela  pofé ,  le  triangle  reâangte  MQB 
donne  Afï'^rzr  jFiJ*  (  r ^  —  i  ^ j--+.j^  )— 4.  yv/j2*  (  ^  ^  ) »  ^ 
â  caufe  de  la  ccrndition  marquée  dans  le  Problême  oIq' 
aura^Af^*  iyyf.WF^i'cc—icy'T^yy'-^xx)  :;aa.  bh  f 
d'où  (  en  rnuïtîpîiant  les  moyens  &  les  extrêmes  )  on  tire 

Éette  équation  aayy  —  hbyy  —  xaacy  -+  aaxx  -H-  aacc  =:  o^ 
dont  il  s'agit  maintenant  de  conftruire  le  lieu.  Pour  ea 
venir  à  bout,  il  faut  diftinguer  trois  difFcrens  casfeloa 
que  a  eft  plus  grand  y  moindre ,  ou  égal  à  ^r 

Premier  cas.  En  divifant  par  4  ^  —  *  ^ ,  on  trouve  cet- 


SMr  .        «<•  .      ^«•'r 


te  équation  yy^-^^^^^  /--+  ^^^^  ^^-»-  ;:;=3j  =^, 
,^  ^rf.  txA.  ^^^^  ^^  ^^  ^^  ^^  £Uîpfe  "^  que  Ton  conftruk  en  cette 
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Soir  prife  far  A  F  du  coté  de  F  y  la  partie  AC  z=  ■■^-.  j    Fia*  101; 

&  ayant  mené  par  le  point  C  une  parallèle  KH  à  AP^ 
foient  priiès  fur  cène  ligne  de  part  &  d'autre  du  poinc 

C  >  les  parties  CH^CK^  égales  chacune  à  V  ^^ .  En- 

fiiite  de  Taxe  KH  quifbit  à  fbn  paramètre  K  L  comme 
^ia—U^^i^aay  fok  décrite  une  Ellipiè.  Je  dis  c^u'^elle 
fera  le  lieu  de  Téquation  précédente^  &  par  conicquenc 
de  tous  les  points  cherches  M.  ^ 

'  Car  par  U  propriété  de  PEUîpfe ,  K  J!  x  JB  jFf  00  CH  ^ 

KM.  KL::  ^  a  ^  6  k  a  a  )  ce  qui ,  en  malâpiwax  les  exr 
trèmes  &  les  moyens  y  reod  la  même  équation  que  ci- 
deflbs, 

Puifque   C/f*.  CJS*'.:  KM.  KL  a  aa-^hb.aa^  ii 
s'enfuit  que  le  demi-  axe  CB  ou  CD  =       ,^  j  &  qu'ainfî 

Z>/ ou  DC-l-CF=rî^^'  ==;Ëî »*c  FSaaCS—CP 

partant  le  point  /  eft  *  l'un  des  foyers  de  cette  Ellipfe  ^  ji^^  .^ 
oui  a  pour  grand  axe  la  li^e  S  D.  Ces  remarques  nous         ' 
toumiflènt  une  conftruâion  beaucoup  plus  fîmple  que 
la  précédente  ^  La  voici^ 

Soient  prifes  fur  FA  du  côté  de  ^  la  partie  F  S 

in:  ^j^ ,  &  du  côté  oppofé  la  partie  i'Di^  J^  .Ayant 

pris  D  G  égal  à  i?  F  du  côté  de  F  ;  fôir  décrite  des  foyersf 

i?  ^  G ,  &  de  Taxe  JSf  Z>  *  une  Ellipfe  j  il  eft  évident  qu^elIe  *  Art.  ^ 

£iCisfera  â  la  queftion. 

Second  cas,  Onaura  dans  ce  cisfy-^  —-■  y—  -^-  ^^ 

=::^,  parce  que  a  eft  moindre  que  b.  Le  Keu 

équation  fera  deux  Hyperboles  oppofëes ,  que 
ra  conftruise  feloo  rarcicle 331.  (Liv.  7.  \  Après 

mil) 


C    .0  11 


FiG.  lOl. 


avûii'  fait  les  mêmci  remarques ,  que  dans  le  cas  pré- 
cédent ,  on  trouvera"  cette  conftrudion. 
;  Soient  prifes  fur  ^A  du  côté  du  point  A  les  parties 

']PB^=-  -^ ,  /!>=  Tzr  '  Ayant  pris  DG  égal  ^  £F 
*Art.  76.   du  côté  oppofé  au  point  F,  Coknt  *  décrites  des  foyers 

p-.(},  ôc du  premier  axe  SD,  dcax  Hyperboles  oppo^ 
fëes  SM,  DM.  Elles  feront  le  lieu  de  tous  les  points 

Xmjîéme  cas.  L'éguation  ^tn&Ta\taayy-'ibj/y~-tdacy 

i~^  âaxHt-^^-déiu's^Q  ie  changeant  en  jcctte  autre  xx—xcy 

r.^^__^^  parce  que  rf=^,  fon  lieu  eft  une  Parabole 

Fi  o.  xoj.   qu'il  eft  facile  de  conftruire  felori  l'article  510.  (  Liv.  7.  ) 

mais  on  voit  tout  d'un  coup  &  iàns  avoir  befoin  d'au, 
cun  calcul ,  que  fi  l'on  décrit  une  Parabole  qui  ait  pour 
diredrice  la  ligne  ^  P,  &pour  foyer  le  point  F,  ielo» 
qu'il  eft  eûfeigné  djans  la  définition  piiemiere  du  premier 
Livre  j  elle  fera,  le  lieu  requis. 

Corollaire.     L  » 

r 

« 

^66,  Il  eft  clair  dans  le  premier  cas  ^t^ue  CF  (^^i). 

trouve  la  même  chofe  dans  le  fecond  cas  :  ce  qui  donne 

lieu  à  ce  Théorème.  n         - 

F I  e.   toi.      Si  dans  une  EUipfe  9U  deux  Hyperboles  oppofées  qui 

»<>*•  ont  pour  centre  le  point  C,  pour  Foyers  les  deux  points 

F,  G  y  Si.  pour  premier  axe  la  ligne  JBID»  on  prend  C^ 
iroifiéme  proportionnelle  à  Ci',  C^ ,  du  côté  du  foyer 
Fi  Se  qu'on  mené  la  droite  indéfinie  AP  perpendicu- 
laire fur  SD:  je  dis  que  fi  d'un  point  quelconque  M  dç 
la  Se<aion,  l'on  rire  lur  APU  perpendiculaire^  Jif  Z' , 
Bc  au  foyer  F  la  droite  A^F î  la  raitoh  dé  MP  zM  F» 
^ra  toujours  la  même  que  du  premier  axe  ^5  D  à  la  diC 
tance  i?  G  des  foyers.  .    /    .    . , 

'  Dans  les  Corollaires  fiiivans  cette  ligne  droite  mdé- 
fixà9AP  s'appellera  i)irrf^V^i  l'égard  de  ces  d«»x 

j 
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Scâions  \  «auffi^^cn  qu'i  regard  de  la  Parabole.  D'où 
l*on  voit  qu'il  eft  facile  de  décrire  une  Seûion  conique 
^ui  ait  pour  foyer  un  point  donne  F ,  pour  direârice 
une  ligne  donnée  de  pofidon  u4P^ScQtà  pafle  pat  un 
point  donné  Mi  car  tirant  au  foyer  F  la  ligne  MF^Hc 
&  iur  -la  direârice  'APh,  perpendkulaîre  MP,  àt  nonr. 
mant  les  données  MPy  a;  M  F,iiû  n'y  aura quU dé- 
crire le  liea  des  points  M  tels  <fK  MP  Sait  toujours  à 
JW  J7  comme  aciki  à. 

»  • 

C  O  II  O  L  L  ▲  I  ft  s     IL 

3^7*  S' l'^Q  joint  deux  points  quelconques  ilfj  N^  ^^^*  104. 
^'une  Seâion  conique ,  par  une  ligne  droite  qui  rencon-  *^X* 
^re  la  diredrice  en  C  J  &  que  du  foyer  F^  on  tire  les  droi- 
^tes  FM  y  FNs  FC:  je  dis  que  la  ligne  FC  couJ)e  en 
deux  parties  égales  Tangle  NFH  complément  â  deia» 
droits  de  l'angle  NF M^  lorfque  les  points  M ,  N'^ 
tombent  fur  une  Parabole,  Eilipfe^  ou  Hyperbole  $  & 
Tangle  iVFJl/,lorfqu'ils  tombent  fur  deux  Hyperboles 
oppoiëes. 

Car  tirant  les  perpendiculaires  M  P,  NQ^  fur  la  di- 
reârice, il  la  ligne  iST/)  parallèle  iMFilts  triangles 
fèmblables  MPC,  NQC.tcMFCy  NDC,  donnent  ^ 
MP.  NQj  :  MC  NC  ;  t  MF.  ND.  Et  partant  MP. 
MF::  NQ^ tfD.  Or  par  k  proprieté^  de  la  Seâîoii 
conique  qui  a  pour  direârice  la  ligne  PQ^tc  pour 
foyer  le  point  F ,  on  aura  M  P.  MF  ::N  Q^NF.  Le* 
lignes  AD,  iVi?,  feront  donc  égales  entr 'elles j  c*eft 
pourquoi  dans  le  premier  cas  Tangle  N DF  ouCFH 
fera  égal  à  Tanele  CFN.,  &  dans  le  fécond  Taogle  FDN 
ou  CFM  fera  égal  à  Fanglô  VFN.  Ce  qu'il  falloic 
prouver. 
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368.  J3  E.  LA  on  voit  comment  on  peut  décrire  une  F 1  g.  104. 
Parabole,  Ellipfè,  ou  Hyperbole  qui  pafle  par  trois 


iSo  LirHE     HUITIB^ME. 

points  donnés  Mj  N^O,  ècqmait  pour  foyer  le  point 
donné  F. 

Soient  menées  par  le  foyer  F ^  les  droites  FC^FE, 
^i  divifent  par  le  milieu  les  angles  NFH,  -ATPX,  com- 
plemens  à  deux  droits  des  aneles  donnés  MFN^  OPNi 
&c  parles  points  C,  E,  où,  elles  rencontrent  les  lignés 
MN^ON  y  qui  joignent  les  points  donnés,  fbit  tirée 
une  ligne  droite  indéfinie  C  E.  Soit  décrite  une  Seâion 
conique  qui  ait  pour  direârice  la  ligne  C£,  pour  foyer 
le  point  /* 3  &  qui  paflè  par  le  point  M:  ddï  clair  (e^ 
Ion  le  Corollaire  précèdent  qu'elle  paflera  aufli  par  le^ 
d^ux  autres  points  N^O, 

COJLO  LLAliR^B      IV. 

F I».  %o$.      3^9*  Oh  tire  encore  du  Corollaire  fécond  une  ma«- 

oiere  de  décrire  deux  Hyperbples  opposées  qui  ayene 
pour  foyer  le  point  Fi  te  dont  Tune  d'elles  paflè  par- 
deux  points  donnée  M^  O^Sc  l'autre  par  un  point  don^ 
né  M 

Soit  menée  par  le  point  F  la  ligne  2^£  qui  diviie  par 
le  milieu  Tangle  HtO  complément  à  deux  droits  de 
l'angle  MFO  formé  par  les  droites  FM,  FO,  tirées 
^  du  point  F  aux  deux  points  M^O^  qui  doivent  fe  trou- 
ver dans  là  même  Hyperbole  ;  6c  ioit  encore  menée  par 
le  même  point  F  la  ligne  F  C  ^  qui  divifè  en  deux  parties 
égales  Tapgle  MF^  formé  par  les  droites  FM^  FN'^ 
tirée;s  du  point  F  au)c  deux  points  Af ,  ^,  qui  doivenc 
tomber  fur  les  deux  Hyperboles  oppofées.  Par  les  points 
^,  C^  oùlcs  lignes  FE^FC ,  rencontrent  les  clroites 
Jlf  O,  Af^,  qui  joignent  les  points  donnés ,  foit  tirée 
«ne  ligne  droite  îodçfinie  E  C  Soient  enfin  décrites  deux 
Hyperboles  oppofées,  qui  ayent  pour  foyer  le  point  F^ 
pour  diredrice  U  ligne  £  C ,  &  dont  l'une  d'elles  pafle 
par  le  point  ;if  :  il  elt  évident  <|u'elles  £i|dsfoQ(  à  la  c^tt 
{    .  ftion. 


_J 


I 


I 
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C  O  R  O  L  L  A  I  H  £      V. 

37^*  JLes  mêmes  chofès  étant  pofëes  que  dans  le  fie.  lov 
Corollaire  fécond  -y  il  eft  vifible  que  Tangle  MFN  di£. 
ference  de  Tangle  CFM  &  de  fbn  complément  à  deux, 
droits  CFH  ou  CF'N^  diminue  à  mefiire  que  le  poinc 
2î  aproche  du  point  ilf  i  de  ibrte  qu'il  s'évanouir  tout-^ 
i-fait  ^  lorfque  le  point  2f  tombe  mr  le  point  iVf.  L'an- 
gle CFM  fèrz  donc  égal  alors  à  fbn  complément  à  deuxî 
droits,  &  par  confèquent  il  fera  droit.  Or  comme  la  li- 
gne M  N  devient  alors  la  tangente  M  T ,  puifqu'elle 
pafle  '^  par  deux  points  infiniment  proches  de  la  courbe  y  ^Ah.  iSt« 
OB  voit  naître  une  manière  générale  &  toute  nouvelle 
de  mener  d'un  point  donné  M  fur  une  Seâion  conique^ 
une  tangente  M  T^  un  foyer  JF  avec  l'axe  qui  paffc  par 
<;e  foyer  étant  donnés.  / 

Car  ayant  trouvé  la  direélrice  comme  ilefl  enfeigné 
^ans  le  Corollaire  fécond ,  on  mènera  du  point  donné 
M  au  foyer  F  la  droite  MF^  fiir  laquelle  on  tirera  la 
perpendiculaire  i^T*  qui  rencontre  la  direûriceen  T^  par 
où  &  par  le  point  donné  M  on  tirera  la  tangente  jclyer- 
cliée  MT. 

Exemple     XL^ 

37 '•  D^ux  angles  KAM^  KBM^  motiles  autour  Tifi.  lotf. 
des  points  fixes  A^  B  ^  étant  donnés  fîir  un  plan^  avec 
une  ligne  droite  indéfinie  F  K  qui  ne  paflè  par  aucun  de 
ces  points  $  fbit  imaginé  le  point  de  concours  K  des  deux 
odtés  AKy  BK^  fe  mouvoir  ie  long  de  La  adroite  FK^ 
&  /bit  propofë  de  trouver  la  nature  de  la  ligne  courbe 
que  décrit  dans  ce  mouvemeat  le  concours  M  des  deux 
autres  côtés  AM^  BM^  prolongés  lorfqu'il  eft necef- 
faire  de  l'autre  côté  des  points  A^  B. 

Sur  A  B  comme  corde ,  je  décris  de  Tautre  côté  du 
point  M  y  un  arc  de  cercle  capable  d'un  angle  BDA 
qui  vaille  quatre  djroits  moins  les  deux  angles  donnés 
KAMj  KBMiii  ayaiu:  achevé  le  cerde eoticr  dont   ^ 


U!._ 
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cet  arc  Elit  partie ,  il  peut  arriver  que  la  droite  indéfinie 
FK  tombe  toute  entière  au  dehors  de  ce  cercle ,  ou 
qu'elle  pailè  au  dedans,  ou  enfin  qu'elle  le  touche  ^  ce 
qui  fait  trois  difièrens  cas  que  j'explique  en  panicu* 
lien 

Premier  cm.  Du  centre  C  du  cercle  SDAE]t  mené 
iiif  FK ,  la.  perpendiculaire  C  F  qui  le  rencontre  aux 
points  O ,  £  >  &  je  fais  paflèr  par  le  point  D  (  plus  pro- 
die  de  la  ligne  FK  que  l'autre  point  E  )  \ts  deux  côtes 
Dj4^  DB^  des  deux  angles  DAP^  D£  d^  égaux  aux 
angles  KAM^  KB M^  lefquels  côtés  étant  prolongés 
vers  D  rencontrent  la  liene  FK  aux  points  G ,  H.  Or 
par  la  conftruâion  l'angle  BDA  plus  les  deux  angles 
DAP  ^  DB  dj  vaut  quatre  droits  s  &  comme  le  même 
angle  BDA  plus  les  deux  angles  DAB^  DSA^  vaut 
deux  droits  j  il  s'enfuit  que  les  angles  BAP^  ABq^ 
vallent  deux  droits^  &  qu'ainfi  les  lignes  ^Z',  À^  font 
parallèles  entr'elles.  Cela  pofé. 

Soit  mené  du  point  K  iur  les  deux  côtés  ADs  BD^ 
les  perpendiculaires  KRj  KSiic  des  points  A,  M,  (tir  les 
deux  autres  côtés  B  Q^  AP,  les  perpendiculaires  AJ^ 
Jl/ JP,  qui  rencontrent  B  Q^^ux  points  /,  Q.  Soient  les 
données  FE=:^,FD^=^b,BI^=^c,AI=zd,FG=zg^ 
FH=:h^  DG=zm\  DH=:niic\esmconmx'ésFK==:x^ 
AP^-x^  PM=zyi  6c  à  caufc  des  triangles  reâaogles 
femblableS)  GDF^GKR,  on  aura  ces  deux  propor^ 

tions:OD{m).GF{g)::GK(Kr^)^GRz=z^^.Et 

GD(m). DF(è)::GK(Xi-g).  KR:==:^'^^=^  .OrkstrizTU 
gles  reâangles  Semblables  GD F^  EDA^  donnent  auffi 


tznt^D~¥DGoay4G=z^t:È^:^^  &  AG-i-GR 

o\xAR=z  î*z:**±:2d£=«  ==  ±^  ,  parce  »«r=*^ 

'Hrgg  â  caufe  du-  triangle  reâangle   D  FG.  Mais  les 
triangles  reâaogles.^ il ^,  ^PiVf  ibnt  fèmblables, 
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Car  retranchant  des  angles  égaux  K-^M^  DAP  le 
même  anele  KAP.  les  rcftes  KAR^  PAM,  feront 

égaux  i  &  par  confcquent  ^*  V^iT'y  ^^  Klirr' 
AP{x),  PMiy),  d'où  l'on  tirc^=  '^~' 

Maintenant  les  triangles  reûangles  femblables  HDF^ 
HKS  donnent  ff 5=*-^.  1C5=  ^i  &  les 
triangles  redangles  femblables  HFD.EBBy  donnent 

tant^D-+-D/f  ou^/f=î^=?=^,«c  BH-HS 


-OU  BSz=. •  "    '         =  — r-  »  parce  que  ««=W 


^,  hhi  caufe  du  triangle  reâangle  DFM.  Or  les  triaa. 
gles  reûangles  BSKyBQJ^^  font  femblables }  car  re- 
tranchant des  angles  égaux  DBQtKBMy  le  même 
angle  DBM^  les  reftes  KSS,  MB Q^  feront  égaux j 

èc  par   confequent  -S  5  (^^^) .  5  J:  (  ~^)  :  :  B  Q^ 
Cx-0.aM(r-+^).D-oùl'ontire^=^?î;^^^^ 

Comparant  cette  dernière  valeur  de  i^.avec  ia  précé- 
dente ,  mulripliant  en  croix ,  «c  âurant  pour  abréger 
^j/^g.^^)^:/',  onacrive  enfin  en  diviiâat  par  dèf 
À  cette  équation. 

dont  le  lieu  que  l'on  pourra  codlrmre  felon  fattide 
314.  (  Liv.  7.  )  fera  une  EUipfe ,  parce  que  le  terme  ;  x  * 
fera  toujours  précédé  dans  ce  premier  ca«  du  figne  -f, 
en  quelque  ittuacioo  que  fc  puifliènt  trouver  les  points 

*Seùni  céu.  Awés  avoir  aooaoïé  les  lignes  par  les 

Nn«j 


> 
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.mêîrtes  lettres  que  dans  le  premier  cas ,  &  fait  lies  mÔ^ 

-mes  Jraifbnneme&s  j  on  arriveça  à  cette  équation. 

te  bd 

^^  '^ 

qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  dans  quelques  fîgne^y 
&  dont  le  lieu  que  Ton  pourra  conftruire  félon  ràrticle 
332.  (  Liv.  7.  )  fera  toujours  deux  Hyperboles  pppofëes^ 

.parce,  le  terme  ^  x  x  fera  toujours  précédé  du  fîgne  •— 

'(dans  ce  fécond  cas, 

^  '  Comme  le  plan  xy  ne  fc  rencontre  point  dans  les 
deux  équations  précédentes  ^  &  que  Tangle  AP  M  eft 
droit  i  pn  çonnoit  d*abprd  que  Tun  àt^  axes  de  TEUipfe 
dans  le  premiier  cas,  &  des  Hyperboles  oppféesdans  le 
fécond  doit  ^cre  parallèle  aux  lignes  A  Pj  È.Qj^  ^  ^^'^ 
a  avec  fon  paramètre  la-  même  raifon  que  EF{a)  i 

-FD{i)y  parce,  qye  lafradion  -  qui  multiplie  le  quar-^ 

ré  XX  exprime  ce  rapport. 

Lorf<^ue  le  point  iC  en  parcourant  la  ligne  indélîhie 
JC  F  arrive  au  point  O  où  cette  ligne  rencontre  la  cir- 
conférence ,  il  efl  clair  que  les  côtés  AM^  3M^  qui 
décrivent  par  leur  point  de  concours  M  l'Hyperbole 
SAM  deviennent  parallèles  entr*êux  j  qu'ils  fe  coupent 
vers  le  côté  oppofc ,  pendant  que-  le  point  K  parcourr 
la  partie  OL  de  la  ligne  K  F  renfermée  dans  la  circon» 
ference  j  qu'ils  deviennent  encore  parallèles ,  lorfque  le- 
point  K  tombe  en  Z ,  après  quoi  ils  fè  rencontrent  de 
nouveau  vers  le  même  côté.  D'oii  Ton  voit  que  le  point 
M  décrit  l'Hyperbole  ^  ^JVfy  pendant  que  le  point /C 
parcourt  X^s  deux  parties  indéfinies  de  la  droite  K  F  qui 
tombent  de  part  &  d'autre  de  là  circonférence  j  &  qu'il 
décrit  fbn  bppofce,  pendant  que  le  point  ^parcourt 
la  partie  O  L  renfermée  dans  la  circonférence. 
Fie.-  x^i:      Trcijîème  cas.  Comme  dans  ce  troifîéme  cas  la  droite 
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.indéfinie  FK  touche  la  circonférence  du  cercle  BDAB 
en  quelque  poinc  F^  il  eft  clair  que  le  point  D  des  deux 
autres  cas  ie  confond  ici  avec  le  point  jF,&  qu'ainfi  les 
triangles  D  F  G  ^  DFH  ^  s'cvanotiiflènt  :  c'eft  pourquoi 
on  fè  fèrvira  en  leur  place  àQs  triangles  DAPy.  DBEy 
de  la  manière  qui  fiiit. 

Soient  les  données  AEznay^B£=zb ^  EF=::my 
A  F=zgyB  Fz=h  j  B  !=:€ y  AJ=zdhSc  les  inconnues 
F K=:%^yAPi=LX^  PM=:y.  Les  triangles  redangles 
FKR^  EFA font  fcmblables  j  car  Tangle  iC i^ -*  ou  ion 
eppofë  au  fommet  TFA  foie  par  k  tangente  FT  Sch 
corde  FA^  a  pour  meiûre  la  moitié  de  Tare  ^^  j  de 
même  que  l'angle  FE  A  :  &  partant  F  E{m).EA{a)::: 

KF[zJ.FR=L^.  Et  FF  {m}.  FA  (g):;  FK{Kd^ 
KR = ^ .  Or  Tes  triangles  redangles  fèmblacblei  ARKr 
APM^àonauitARoyxAF^FR  (^*^).-  ^ic|^)r: 
j4P{x).  PM iy  )  j  d'où  l'on  tire  ^=  -S2L  .  On  trouu 
rera  de  même,  â  caufe  des  triangles  reâangles  fêmbla- 
feles  EFSy  FKS,  que  ^"5=^,  &iC5=^;  &i 
caufè.  des  triangles  reâangles  femblables  BSKyBQMy, 
que  ^5  ou  BF-^FS  (^^^)-  SK  [^Y'^QS"^-^)- 
QJA  {y-^d  y,  ce  qui  donne  ;^=      ^'r¥hmà 


Comparant  ces  deux  valeurs  de  t:^^  multipliant  ett 
croix ,  &  mettant  par  ordre  \^  termes,  on  trouve  cette 

équation  yy^iy-^  ;^  j^-  ;;j^  x:=o,  dont  Ib 

lieu  fera  toujours  une  Parabole  que  Ton  peut  conftruii. 
re  félon  l'article  310.  (  Liv.  7.  )  &  SL^i  aura^ibnaxe  parais 
lelè  aux  droites  AP^  BQ. 

11  eft  donc  évident  i^Que  le  lieu  de  tous  les  points 
cherchés  M  fera  toujours  une  Seârion  conique ,  dont 
Faxe  ou  l'un  des  axes  fera  parallèle  aux  lienes  APyBQ^ 
fie  en  particulier  qu'il  fera,  une  Eliipfè  dans  le  premier 

Nn  iij 
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cas,  deax  Hype]i>oies  oppofêes  dans  le  fécond^  &um 
ParAbde  dans  le  troifiéme  j  &  eue  dans  le  premier  &  le 
&cond  cas.  Taxe  qui  eft  Daralleie  iAP^  aura  avec  fon 
paramètre^  la  même  raiton  oue  EJPi  FD.  i*.  Que  dans 
le  preiAier  &:le  troifiéme  cas  les  deux  points  fixes  A^  B  » 
autour  defauels  tournent  les  angles  mobiles  KJM^ 
KSM  tomoeroot  toujours  du  même  côté  de  la  ligne 
^JC,  Àulieu  que  dans  le  fécond  ils  peuvent  toml>er  non^ 
tiruiement  du  même  côcé  de  cette  ligne ,  mais  encore  de 
part  Se  d*autre  ^  parce  que  la  circonference  du  cercle 
ADB  Bfat  laqiRlle  ils  font  fitués,  eft  coupée  alors  en 
4ettx  pomons  par  la  ligne  JF  K» 

Fia.  to^.       yj%.  |«>^  \j^i  Ijgne  quelconque  qui  paflêparrundes 
107.  zoS.    points  fixes  A  ou  J^  comme  AM^  étant  donnée,  on 

pourra  toujours  trouver  fiir  cette  ligne  le  point  M  où. 
elle  rencontre  la  Seâion  qui  eft  le  lieu  requis ,  en  cette 
forte.  Ayant  mené  la  droite  AK  qui  faffe  avec  A  M 
Tangle  MAK  égal  a  Tangle  donné  qui  doit  tourner  au- 
tour du  point  fixe  A^on  mènera  du  point  K  où  elle 
rencontre  la  droite  JFK^  par  le  point  fixe  ^,  Taogle 
KBM  égal  â  Tautre  angle  donné,  qui  doit  tourner  autour 
de  l'autre  point  fixe  £i  icï^  point  il/  où  le  côté  BM 
de  cet  angle  rencontre  la  ligne  A  M ,  fera  celui  ou'on 
cherche*  a^  Loriaue  le  point  K  en  parcourant  la  ligne 
jFKyfs  trouve  tellement  fitué  que  le  côté  -^  îif  de  Tan- 
gle  iC.^  Af  tombe  fur  la  liene  ^ i?  5  il  eft  vifîble  que  le 
point  de  concours  M  des  deux  côtés  AM^BMy  tom- 
be alors  fiir  le  point  B ,  &  qu'ainfî  le  lieu  des  points  M 
pailè  par  le  point  fixe  B  i  00  prouvera  de  même  qu'il 
pa0e  par  le  point  A, 
F  ii»«  io^.       DeU  on  voit  que  pour  décrire  la  Sfiâioo  conique  Qui 

eft  le  lieu  des  points  cherchés  M^  ùitis  avoir  heUÀn  des 
équations  précédentes,  il  n'y  aqu'là  mener  comme  dans 
l'exemple  les  droites  AiP^  AU  iax  kiquelies  ïiyant 


0BS    PaoSIEMOÊS     ÏNDl'^rEïLî^fNE^Si        t^y 

fronvé ,  félon  cette  reimurque^Jes  points  oublies  rencon;. 

f  rent  la  Seâdon ,  &  achevé  le  reâangle  qoi  a  pour  côtés 

cts  deux  lignes ,  il  n'y  aura  qu'4  décrire  *  autour  de  ce  '^^rtV  yj^. 

reûangle ,  rEllipfc  ou Wdêux  Hyperboles  o^^fces  (  fe-  *  '78* 

Ion  que  jF  J^  tombe  au  dehoir  ou  au:  dedans^  du  cefcle}^. 

dont  Taxe  qui  eft  paraikle  à  AP  foït  i  ion  copjwguéi» 

comme  le  quatre  de  BF  eft  au  quatre  de  DF.  Sîla^^«' 

tion  eft  une  Parabole  fce  qui  arrive  loribuak  ligne  Kf  f^,^^  ^^3^ 

touche  le  cercfe £D  AY^  on  trouvera  mr  la  %ne  Al 

le  point  o4  elle  rencontre  la  Seâion  ^  &  qa  décrira  &- 

Ion  l'article  170.  (Ltv.  4.)  une  Parabole  qui  paâè  par 

€e  point,  &  par  les  deux  autres  donnés  w<^  jS^i  &  donc 

lies  diamètres  ibient  parallèles  aux  lignes  A  P^  B  Q^ 

K  £  m;  A  K  <^jr  B    IL 

37J*  Lcyicsc^»  le  pomt  iC  en  parcourant  la'  ligne  fxtf.  iv^. 
J^  X  3  eft  tellement  ikué  que  le  coeé  A  M  et  Tangle 
KAM  tombe  fur  A  Ji^,  ïh  eft  clair  non  feulement  que  le  - 
poinr  Ai"  tombeen  -ff }  maiî^aufi  que  le  côté  J3  M  dé  l'an- 
gle K  S  M  devient  tangente  *  en  j9  de  la  ligne  courbe  "^  Art^OS.- 
qui  eft  le  lien  du  pomt  M  y  puiique  le  point  M  peut  àtn 
wgardé  alors  comme  étant  infiniment  prés  du  poine;^. 
D'où'  il  fuit  que  pour  mener  une  tangente  de  ce  litu  on 
M  y  il  n^ya  qu'à  meneur  par  •       •       - 
A'C  qui  fàife  avec  BA  un  at  ^ 

né  KAMy  &  rirerenfuite  imeligflfe  ^Z> ^oui  ^fte  avep 
B  C  ràngle  CBD  égal  à  l'autre  angle  donne  K3M  i  ear 
içcoxQ^BM  de  cet  angle  ^  qui  devient  SB  ^  toacbera  la 
Seâion  eif  B.  Il  eneft  de  même  de  l'autre  point  fixe  :^: 

Delà  on  tire  encore  une maniée  trés^iàciie  de  décri.  tiQ.  m^- 
K  la^Seâion  conique  qui  eft  le  lieu  de  tous"  les  points  ilf 
iàns^  avoir  befbin  àts^  équations  précedehCesy  ni  même 
d'aucun  cakttl;.  A^nt  mené  par  le  point  &g£B  uiie  cânj^ 

fenteJ?D,  &  par  l'autre  point  fixe^  une  parallèle  j^jE 
cette  tangente;»  on  trouvera*  fiircette  ligne  le  point  ^^,  ^^^ 
jB  oix  elle  rencontre  la  Seâion>5  &  Tâyanc  divifée  par  le 
milieu  en- iï  on  tirera  J?itfy.ilir  laquelle  on  cliercbei^  *  *  Art.  ffu- 


par  le  point  A  une  ligne  droît«^ 
n  angle  BAC  égal  i  l'angle  dor^ 


i88       .   .        L 1  V  n  î    H  tr  iTii'ME. 

auffi  le  point  G  où  elle  rencontre  la  Sedion.  Cela  fait, 
*  ^rt.  16 1.  on  décrira  *  du  diamètre  ^  6  &  de  Tordonhéc  Hj4  ovl 
i6u  HE  y  une  Sedion  conique  qui.fëra  celle  qu'on  deman- 

de. Car  il  eft  vifîble  que  la  ligne  B  G  qui  divifè  par  le 
milieu  en  H  la  ligne  A  E  terminée  par  la  Sedion  &  pa- 
jrallde  d  la  tangente  en  ^,  en  fera  un  diamètre  qui  aura 
pour  ordonnée  la;  ligne  Jt  H.  Où  Ton  doit  remarquer 
'  que  lorfque  le  point  H  tombe  entre  les  points  £  ^  G  , 
la  Sedion  eftr  une  Ellipfe  j  que  lorfqu'il  tombe  de  part 
ou  d'autre  de  ces  deux  points ,  ce  font  deux  Hyperboles 
oppofëes  j  &  qu'enfin  lorfque  la  ligne  J?G  eft  infinie ,  là 
$e^on  eft  une  Parabole. 

Corollaire    L 

Fie.   iio*        374*  Cet  exemple  nous  fournit  le  moyen  de  faire 

paflèr  par  quatre  points  donnés  ^,  £y  H^  Mx  une 
Seâion  conique  d'une  efpece  déterminée. 

Car  1°.   Soit  la  Seâion  conique  une  Ellipfe,  dont  le 
grand  axe  foit  â  fon  paramètre ,  en  la  raifon  donnée  de 
aie.  ]e  forme  le  triangle  ABH^  en  joignant  trois  des 
points  donnés  par  des  lignes  droites  ^  &  du  quatrième 
point  Af ,  je  fais  paflèr  par  les  points  A^  By  les  angles 
MAK\  MSK  y  égaux  aux  angles  GAH^RBAy  coni. 
plementsâ  deux  droits  des  angles  HAB^MBA.  Je 
décris  fur  AB  comme  corde  de  l'autre  côté  du  point 
M  un  arc  de  cercle  ^D-^  capable  d'un  angle  qui  vaille 
quatre  droits  moins  \ts  deux  angles  KAM\  KB Mi 
&  du  centre.  C  de  cet  arc ,  je  décris  un  autre  cercle  dont 
le  rayon  CF  fbit  au  rayon  C D  dix  premier,  comme 
a — hi  eft  à  a — ^r&  du  point  de  concours  iC'  des  deux 
côtés  AjfCyBK.des  angles. M  A Ky  Af-BiC,.je  tire 
ime  tangente  KF  à  ce  dernier  cercle.  Maintenant  je  dis 
que  fi  l'on  fait  mouvoir  le  point  K  le  long  de  la  droite 
indéfinie  FKi  le  point  de  concours  M  des  deux  autres 
côtés  AMyB  M  y  prolongés  lorfqu'il  fera  neceflaire  de 
l'autre  côté  àts  points  ^,^,  décrira  dans  ce  mouve- 
ment l'Ëllipfe  x][u'on  demakide.  Car  il  eft  évident  felon 

ce 
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ce  qu*on  a  dit  dans  le  premier  cas  de  Texemple  y  que  le 
lieu  des  points  M  fera  une  Ëllipfe*:^  dont  le  grand  axe 
fera  à  (on  paramètre  comme  E  F{a)  àDF{i)i  &  de 
plus  qu'elle  parlera  par  les  points  A^  My  B^H  ^  puid 
que  le  point  K  étant  en  G ,  le  côté  A  M  tombera  fur  % 
AH  y  &  le  côté  BM{\xx  BR. 

1^.  Lorfque  c^eft  une  Hyperbole  ou  deux  Hyperbo^ 
les  oppofëes  qu'il  eft  queftion  de  décrire^  par  quatre 

f  oints  donnés  AyB,Hj  M^  &  dont  le  grand  axe  foie 
ion  paramètre  en  la  raifbn  donnée  de  ^  à  ^  3  la  con- 
ftruâion  dejneure  la  même,  excepté  que  le  rayon  CP 
du  cercle  concentrique  au  cercle  i?!)/^^^,  doit  être 
au  rayon  CD  y  comme  a—b  tiHa-^t. 

3^  Lor(qu'il  s*agit  de  décrire  une  Parabole  par  qua* 
tre  points  donnés  A  y  ByMyM.  Ayant  décrit  comme 
dans  le  premier  cas  le  cercle  BBAE^  on  mènerai  du 

{>ointde  concours  JC  une  taneente  à  ce  cercle  ^  qui  fera 
a  droite  indéfinie  fur  laqùeHe  faifânt  mouvoir  le  point 
K ,  Tautre  poihr  de  poopours  M  décrira  la  Parabole 
qu'on  d(|mande. 

Comme  Ton  peut  mener  d'un  même  point  deux  tan« 
pentes  à  uivcercle,  il  s'enfuit  qu'op.peut  décrire  deux 
[iflèrentes  Se$£Hçns  coniques  qui  fati^font  également 
lorfque  le  Problème  efl  poffible  }  car  lorfque  le  point 
K  tombe  au  dedans  du  cercle  qui  a  pour  rayon  C  jF,  il 
left  vifîble  que  le  Problême  çft  impouible* 
,  On  pourra  décrire  la  Seâion  conique  par  le  moyea 
de  /es  axes  en  fe  fèrvant  de  l'article  371,  ou  par  le  moyçn 
d'un  de  fes  diamètres  &  d'une  ordonnée  à  ce  diamètre  » 
«n  iç  iervant  de  l'article  373, 

Co  HO  hi.h  i>7    IL 

37T*  On  rire  encore  de  cet  exemple^  une  nouvel-  F 10.  nu 
le  manière  de  décrire  une  Seâion  conique  qui  pa0e  f>ar 
cinq  points  donnés  A^B^HyMy  N.  Car  ayant  joint 
trois  quelconques  de  ces  points  A,B$  H  y  par  des 

Oo 
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Kgoos  4roites ,  w  fera  paflér  far  te  antres  poijscs  M,  V, 
te  pat  les  deux  wjints  fixes  /<.  5.  Iw  s«glei  K^jï, 
>^y*S,  igau»  chacun  à  l'angle  HAG  e»nipi«nieitt  i 
deuï  droits  de  l'angle  HAB,  &  les  angl»  MSK, 
f^  jyr^S  égaux  chacun  à  l'angle  AJ3R  campknjeoc  i 
deux  droits  de  l'angle  A£iii  Se  oo  tireri  par  les 
points  de  cMKoan/C'.S,  une  ligne  droite  inds&iie^S.iC, 
lur  laquelle  êûëuic  mouvoir  le  point  Jl^ il.eâ  dairqiitf 
le  point  de  concours  M  décrira  dans  ce  njouvemenc 
la  Se&ion  conique  qu'on  demande  i  putCqu'eUe  palfera 
par  les  cinq  peints  donné;  ^,  ^, /£,  iW,  J^; 


»^ 
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Problème. 
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en  pretmer  lieu  liacoanas  x  ^goie  i  une  oaâ  plu. 


Êeurs  fradions  fimples  ,  telles  que  -,  ou  -;^  ,  ou  -g. 
&c.  Ayant  fait  ç.hn  a.  V,  il  cft  clair  que  cette  qu^rtriS 
me  propomonnelte  /=  7  j  &  fi  l'on  Éùt  /:  /:î  e.«r,l'ofi 

aura  »i=  >=  ^  >  ^  &i£int  enfin  g.  m  :  :  A.  » >  il  vient 

»3;x  2^  ==  ^  «n  mertânt  pour  w  &  valeur  ^ .  De  foJte 
qu'on  aura  l'inconnue  x  égale  à  /,  ou  à  «,  ouà  »,  &c^ 
fclon  que  ^  fera  égale  à  ^  ou  à  ^.  ou  4  ^ ,  &c.Ot 
il  eft  vifibie  qu'en  augmentant  le  nombre  àts  propor- 
tions ,  autant  qu'il  fera  neccflàire,  on  trouvera  toujours 
oae  ligne  droitei  égale  i  une  fradion  fimple  donnée, 
tel  (»ie  puidè  être  le  nombre  à^%  dimenfions  de  fbn  nu. 
mefateur.  D^ù  Ton  Voit  que  l'on  pourra  toujours  trou- 
ver une  ligne  ^  égale  i  une  quantité  cômpolëe  de  pi*, 
fieurs  framons  fiftiples  j  car  ayant  trouvé  en  particulier 
àes  lignes  droites  égales  à  chacune  de  ces  fraÛâons ,  il" 
n'y  aura  qii*à lé^  ajouter,  ou  jretrancber  félon  qu'il  fera 
marqué  par  les  fignes  — ♦- &  — .  Qu'il  Mie,  par  exem- 
ple, trouve»  une  ligne  «efe<#— f  — -+  ^ — p-,  on 

ajoutera  les  deux  ligne*  A=-&/É=:^à  la. ligne  éi 
pour  en  çompoièt  une  fieule,  de  laqueUe^ant  retf^^- 


içnt  LivuE   Neuvie'mb. 

«  ■ 

Ché  la  ligne  w=  ^,  le  refte  fera  la  valeur  cherchée 
de  rinconnuë  x,  c'eft'â  dire  qu^on  aora  >=:;?4H^A-+/ 


•— »f. 


Soit  en^cood  lieu  rinconnuë  x  égale  lude pu  à  plu- 
fieurs  fraûions  compofces ,  c*eft  â  dire ,  dont  les  déno- 
minateurs ayent  plufieurs  te^naes.  On  cherchera  d'a^ 
bord^  comme  Ton  vient  d*enfeignerci.deflùs, une  ligne 
égale  au  dénominateur  divifé  par  une  ligne  arbitraire 
lorfque  chacun  de  Ces  termes ,  n  a  que  deux  dimenfions , 
far  un'  plan  Idrfqùlîs  en  ont  trois  ^  par  un  fcJidelorH 

3u'ils  en  ont  quatre  ^  &c  ^  ce  qui  réunira  tous  les  termes 
u'dénominateur  en  un  ieul,  lequel  étant  fubftitué  en 
kur  place ,  changera  la  fraâion  compofce  en  une  ou  ea 
plufieurs  fîmplés  (èlon  que  le  numérateur  eft  compofé 
aun  Ou  de  plufieurs  termes^  &  ayant  trouvé  comme 
ci-deflusune  ligne  qui  leurfoit  égalé,  elle  fera  celle 
qu'on  cherche.  Ceci  s*éclaircira  par  les  exemples  qui  fui- 
vent. 

On  demande  une  ligne  x  =  y^*y ,  je  cherche  d'à-' 

bord  une  ligne  m  =/— f  -  c'eft  â  dire  égale  au  dénomi- 
nateur  af^-^i  b  di vi/é  par  la  hgne ai  ce  qui  donne ib ^af 
znam^  Sc  ayant  trouvé  enfùite  une  ligne  » sr  ^^— 

=:^ 2, .  il  eft  clair  que  la  ligne  cherchée  x=)7.  De 

même  fî  Ton  demandoit  une  ligne  x=:  Î^^^^J^^  on 

trouverok  une  ligne  »f  =:^— f  -— f  ^c'eftd'dire  égale 

au  dénominateur  aaf^ccf^\  bff  divifé  par  le  plan  afi 
ce  qui  donne  afm=zaaf'^ccf'^bff^  &  en&ite  une 

autre  hgne=  -^^.p-^  -  ^  -+^-  -  =  x.  Il  en 

eft  ainfi  de  tous  les  autres  exemples  que  chacun  £e  peut 
fprmer  d  plaifir. 

Il  çft  inutile  d^avertîr  que  fi  Ton  demandoit  une  ligne 
X  égale  à  une  ou  â  plufieurs  fradions  tant  fîmpIes  que 
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compofëes  j  il  fâadroic  chercher  en  particulier  des  lignes' 
égales  à  chacune  de  cesfiraâions,  pour  ks  ajouter  emîti- 
te  ou  les  retrancher  les  unes  des  autres,  wlon  <pie  les 
lignes  — t-  ou  —  le  feraient  connoitre. 


CoaollaiabI. 

577.  Il  eft  facile  par  le  rtïoyèn  de  cette  Propofîtioii 
de  trouver  i*.  Une  fradion  (impie  -  ou  -,  donc  le  déno» 

minateur  où  le  numérateur  a  Coit  donné ,  égale  â  une 
ou.  à  plufîeurs  fraâions  iimples  ou  compofées  j  car  il  n'y 
aura  qu'à  trouver  ûht  ligne  .^  égale  à  la  liene  a  muku 
pliée  ou  divifëe  par  ces  fraâions.  Qu'il  /aille  trouver 

par  exemple,  une  fraction  J  i=:^^^  — f  ^ ,  il  eft  vifî. 
blé  qu'il  n'y  aura  qu'à  ft-ouver  une  ligne  x^sz^^^ 

^—^  1^.  Un  plan  ax^  donc  l'un  des  cpccs  ^ed  donn^ 

égal  a  un  ou  à  plufîeurs  plans  (î  compofes  qu'il;  puiUenc 
être  i  car  il  ne  faut  pour  cela  que  trouver  une  ligne  jc 
égale  â  tous  ces  plans  dlvi/ës  par  4.  3^  Un  fblide  aax 
imabx^  donc  deuY  de^  côtés  a,a^  ou  a,  b^iont  don- 
nés ,  égal  à  plufîeurs  fblides  ^  puifqu'il  ne  Àut  dour  cela 
que  trouver  une  ligpe  x  é^ale  à  cous  ces  /blicies  divifës 
par  le  quarré  \aaoa  par  Te  plan  a  k  4^.  Un  iiiriblide 
^>xoa^^.^jr  dont  trois  côtés  a^a^a,  ou  éiyh^c^  font 
donnés,  égal  à  placeurs furfolides )  puifqu'il  ne  faut  en« 
core  pour  cela  que  trouver  une  ligne  x  égale  à  tous  ces 
iûrfolides  divifcs.par  le  cube  ^'  ou  par  le  fblide  abc^ 
£t  ii  en  eft  de  même  de  plufîeurs  produits  de  cinq  di« 
nienfions ,  de  fîx  &c«  que  Von  peut  toujours  réduire  en 
an  feul  donc  tous  les  côtés ,  ésccepté  un  ^  foient  dgAnés« 

î?^'  D»  lA  où  ^^t  que  pour  trduvei*  uH  Quatre 
^gdi  à  pluiiêiirs .  plans  diMUiM,  il  les   fituc  rédnir 

Ooiij 
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duire.â  l'une  de  ces  deux  formes  !,  xx^ax'-éi=:0^c^o^ 
*jirt.t76.  xx-^ax-^hhz=zoi  en  crouvanc  une  l^ne.<(*  égale i: 

toutes  les  quantités  connu&r  qui  multiplient  l'inconnuS 
*Art.  Yft»  jf,  Çc  un  quarré  èb*  égal  i  lous  Ics  plans  entièrement 

connus.  CeU  pofë,        

Fie.  »i*.      *"•  Soit  xx^^4x^it=^.  Je  forme  un  angle tlrojt 

Cas  àotit  l'un  des  côtés.C^?=5i/»  &  l'autre  côté 
'A£—én  S(  ayant  mené  l'iiypotiienufè  ^C  prolongée 

au  delà  de  C,  je  décris  du  centre  C  Udn  rayon  c^,un 

cercle  qui  coupe  ^  C  en  deux  pojnts  E ,  D,  Je  dis  quç 
ïes  droites  BDiBEy  font  içs  deux  racines  de  l'cgafité^ 

Sropolce  xx'^-ax—bk:  fçavpir  B'E la  racine  vraie ,  iç 
r  D  la  fanflè  de  l'cgaiité.  x x  — f  rf ar — ^*= o ,  êc  au  con, 
traire  -8  D  la  vraie  &  BE  lafauilè  de  l'égalité  xx—d». 

Car  failknt  J?fi==x,  on  aura  J?D  ou  SE^ED 
s=:a-+xi  &  fi  l*on  ùât  BDssz^x^  on  trouvera  .9 £( 
ou  BD'-BD=^—x^.a.  ;D.onc  e.n  i*un  fie  l'autre  ç« 
2)i?>«J'^=*J^-H-'«*=-^^*(^^)  par  la  propriété  du 
cercle,  c'ffti  dire  tcx-^ax-^bbz^o.  4»  conçrairç  {4 
l'on  faiç  >  Z?  =;?  x  ou  ^  £ c=  ■?«-  x ,  on  trçuver^  D£*jffS 
ax==:bb  09.  Jtxr-^ax—bbzîz».  .  -t 


XX 


F ,  o.  >!}.  1».  ^olt  X  Je  -f  ^  X  ■^-  *  ^  ==:  *.  Je  forrhe  «onwnc  dani 
le  premier  cas,  un  angle  droit  VÀJd  dont  l'an  des  c6té4 
CA = -i  ^ ,  &  l'antre  j4£i=.biSc  ayant  mené  une  droi- 
te indéfinie  £  D  paiallele  Â  ^  C,  je  décris  du/centre  C 
ii  du  rayon  C.^  un  arc  de  cercle  .qui  coupé  la  ligne  BD 
aux  points  £',  â  Je  dij^  que  kis  j^roite£j9  Ê^^ffD^  ûia» 
les  racines  de  l'égalité  pKk>o(ee  .R?f.,t->XT^f>."i=?#f 
icavoir  les  deux  vraies  de  l'cgaiité  xx—ax-^bb:;=:o\ 
Çl  les  deuxHuflès  die  Wgstlitd  x*-^<f  ^i,*==:*, 

Car  achevant  la  demi-çirconference  AEDM,  H 
menant  les  parallèles  JTFCb'Giil  ^^1  on  auraenfài^ 
fant  iî£_ou  ^i?=x,  le  redangle  AF*iFH=:ax 
-i-xx ^=iWÊ* ik b)  par- i^ proprieté^iiir  cecvll  H^pckt. 
me  fi  l'on  fait  BD  on.  AG=.Xy  on  aura  AQn:G>H^^A 

l^feft  :à  Kfire^àk---.  jOiKl^'jd^aff re 

cas 
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cas  xx--ax'^it=:o.  Si  Ton  veucque  £E  ovlAF=z 
~x,  &  JBD  ou -^6=:~x^  on  trouvera  AF^FH  & 

AG^OH=z--xx--axzz=.JÊ^  owGÊ^  {bi)c'Q^ià\n 
XX — Y^x — |-^^z=:^. 

Si  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  C,  &  pour  rayon 
la  droite  CA^  ne  coupe  ni  ne  touche  la  parallèle  BD^ 
(ce qui  arrive  toujours  lorfque  AB  furpafle  C^)j  les 
racines  de  Tégalité  feront  toutes  deux  imaginaires  :  mais 
s'il  la  touche  en  un  point,  les  deux  racines  BE^  BD^ 
cleviennent  égaies  chacune  au  rayon  C^« 

R  £  M  A  H  QJJ  E. 

381.  LtOi.s<^E  dans  une  égalité  Tinconnuë  ne  dé 
rencontre  qu'au  quatrième  &  au  iècond  degré ,  on  peut 
toujours  réduire  cette  égalité  en  une  autre  oà  Tincon* 
nuë  ne  monte  qu'au  fécond  degré  :  de  manière  oue  ces 
/brtes  d'égalités  ne  paflènt  que  pour  être  du  lecondl 
degré. 

Soit  par  exemple  x^—aatj^—aahbz=io.  Je  fùppofè  Fw«  *ï4- 
une  inconnue  x  qui  (bit  telle  que  fbn  rçûangle  par  la 
donnée  a  fbit  égal  au  ouarré  xj^y  ce  qui  donne  axzz=.xSz 
Et  mettant  à  la  place  de  i{;^ji;^  cette  valeur  ax^icila  pla- 
ce  de  zf  Ton  quarré  aaxx^  je  change  l'égalité  donnée 
xf — ^^^ji;^— ^^^^=^  en  cette  autre  XX— éijif—^^zzr^^ 
où  rinconnuë  x  ne  monte  qu'au  (êcond  degré.  J'en  cher* 
xiie  \ts  racines  x ,  comme  l'on  vient  d'enfêigner ,  &  pre- 
nant des  moyennes  proportionnelles  entre  la  donnée  a 
ic  les  valeurs  de  fks  racines ,  je  dis  qu'elles  exprimeront 
l^s  valeurs  cherchées  6^  l'inconnue  ^:  ce  qui  eil  évi. 
dent,  puifque  xjc^=z:ax. 

PROP  O  SI  TION     III. 

Problême. 

jSl.  jLe^ouvek  par  une  autre  vùye  les  racines  des  ha^ 
Utis  dufecmd  degré  ^  fans  qu*  il  fait  neceffaire  de  changer  leur 
dernier  terjne  en  un  quarré,  Pp 


\ 
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FiG.ii;.        1^.  Soit  jtfiCHh^x— »^r==^.  Ayant  décrit  un  cercle 

ouekanque  ABD\  dont  le  diamètre  ne  fbit  pas  moin^ 
4r9  qife  k5  données  Oi^B-^c  (  )ç  fiippoiè  ici  que  k  fur-- 
paàe  ^  )  }  on  infcrira  dans  ce  cercle ,  a  commencer  par 
un  de?  fc&  points  quelconques  -^ ,  deux  cojcdes  ^  JB  =:  ^  , 
^ipl  3f; k^c :  &  ayant  prolongé  AD  on  F  en  iorte que 
JO^JFqr::  ^>  on  décrira  de  fon  centre  C,  &  du  rayon  C-F, 
nn  autre  cercle  concentrique  qui  coupe  aux  points. -F, i?, 
G  ^  H:,  hit  cordes  ADyAB,  proloneces.  Je  dis  que-^G 
eft  la  vraie  racine  ^UAH\^  feufle  de  Tégalité  x  x-+iC^ 
^bc=zoi  &  qu'au  contraire  AG  eft  lafaufle,  &  AH 
eft  la  vraie  racine  de  xx~a:x~Bc=io. 

/  C(ir^^oa.^D-+Z)JF:=^>Pi^  ç^AE=zCy  Se 
f^iiatx  -^G  ou  J3/f:?=;x^  onaura-rfHc:;:^-+x.  O» 
pai:  U  propriété  du  cercle  BGFHjle  reâangle  BA^AP 
{hc):^GA>^AH.{^^-^ax).  Si  Ton  fait  à prefent 
AJf.^^—x^  on  atiAfa  -^ç  ou  JîjFf  ou  AH--AB=z 

—  a:-— ^,  &  par  confcquent  GAxAH=:xx — h^^com^. 
ViS  auparavant.  Donc  foit  que  Ton  faile^(?=x  ou 
AHz=^—Xy  on  trouvera  toujours  xx--+/ix  —  ^tf=:^ 
On  prouvera  de  même  que  AG  eft  la  racine  fauife ,  & 
AU  la.  vraie  de  Tégalité  ;^x— ^x— ^tf=r^. 
F 1 6.  11^       i^  Soit  X  X  zp  4  X  — +-  ^  f  =r  ^.  Ayant  décric  un  cercle 

quelconque  ^  J?  D,  dont  le  diamètre  ne  ibit  pa^  nioin^ 
4re  que  les  données  a  &  k — h  ^,  on  infcrira  dans  ce  cer* 
cle ,  a  commencer  par  un  de  fes  points  quelconque;;  A^ 
deu;c  coçdes  AJS=^ay  AD=:^à'^c:  &  ayant  pris  for 
AD  h  panie  Z?^=;r>  on  décrira  d«  fon  centre  C  & 
du  rayon  CFuvk  autre  cercle  concentrique  qui  coupera 
les  cordes  AD^  AS^  aux  points  f ,  fi,  G^/f.  Je  dis 
que  A  G  6c  AH  font  les  deux  racines  vraies  de  Tégali- 
té  xx  —  ax^^^6c=:zoy  &  les  deux  fautes  de  xx—h^x 
-+  icz=û.  Cela  fè  démontrci  de  même  que  dans  le  pre- 
-  mier  cas. 
.  Si  le  cercle  qui  a  pour  rayon  C JF  ne  touchoit  ni  ne 
•rencontroit  la  ligne  AB  en  aucun  point,  il  s'enfûivroit 
que  les  dfux  racines  de  Tégalicé  ièroient  imaginaires*. 
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Avertissement. 

Tout  Tartifice  dont  je  me  fers  pour  oonftruirc  les  éga- 
lités qui  n'ont  qu'une  inconnue ,  ou  pour  en  trouverles 
racines  y  confifte  à  introduire  dans  tette  égalité  une  nou- 
velle inconnue  j  en  forte  qu*on  en  puifle  tirer  plufîeurs 
équations  qui  renferment  chacune  les  deux  inconnues 
&  qui  fbient  telles  que  deux  quelconques  de  ces  équa- 
tions renferment  eniemble  toutes  les  quantités  connues 
de  la  propoiee  ;  car  autrement  en  faifant  évanouir  l'in- 
connue nouvellement  introduite,  on  ne  retrouveroic  pas 
régalité  propofee.  Je  choifis  enfuite  entre  ces  équations 
deux  des  plus  fimples ,  &  en  ayant  conftruit  feparéfnenc 
les  lieux ,  leurs  points  d'interieâions  me  donnent  les  ra- 
cines que  je  cherche.  Il  y  a  de  Tart  â  introduire  rincoa* 
nuë  )  car  il  faut  que  les  lieux  eue  Ton  tire  de  la  propo^ 
iee,  fbient  les  plus  fimples  qu'il  ie  puifle:  par  exemple  ^ 
fî  réealité  eft  du  quatrième  degré ,  il  faut  que  les  lieux 
des  équations  qu'on  tire  ne  paie  point  le  iècond  degré  j 
que  parmi  ces  lieux  il  y  ait  toujours  un  cercle  comme 
étant  le  plus  fimple ,  &  auilî  une  Parabole ,  une  Hyper- 
bole  équilatere  &c.  Or  c'eft  ce  que  j'ai  tâché  d'execo- 
ter  dans  les  Lemmes  &  les  Propofîtions  qui  fiûvent. 

LEMME    FONDAMENTAL. 

PâUfla  canjlmffiân  des  égalités  du  troifiéme  (^du  quatrième 
degré ,  far  le  moyen  Jtun  cercle^  (^  Jtune  Parabole  donnée. 

383 •Soit  propofëe  l'égalité  x^-^^iix^-^acxM 
— aadx-^a^f^=Lo^  dans  laquelle  x  eft  l'inconnue,  & 
a^byC^dyfy  foftt  \ts  dottnécs ;  &  (bit  fuppofëe une  autre 
Hiccnnue^  telle  que  fbn  redangie  par  la  connue  ^,fbit 
égal  au  redangle  de  x^-^h  par  x.  •  Ce  qui  donne  les 
équations  fuivantes. 

i«.  ay::::zxx — I-^at,  de  laquelle  <^arrant  chaque 
membre ,  on  trouve  x^ -+  ibxl  -+  bkxxz=za ayyi  fe 

ppij 
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mettant  â  la  place  de  x^ -+ 1  ^  x*,  (a  valeur  aayy^ihxx 
dans  régalité  propofée  X4  &c.  on  la  changera  en  cette 
iecondé  cc^uation. 

2«.  yy-^  -  XX-+  •  Kx—dx—afz=.o^  dans  laquelle 

mettant  à  la  place  de  x x  fa  valeur  ay^bx  trouvée  par 

le  moyen  de  la  première  équation,  i°.  Dans—  ~  xx. 

1*.  Dans  i  XX.  3^.  Dans—  -  xx— *-  ^  xx,  on  arrive  à 
ces  trois  diâferentes  équations. 

je,    yy^^^lLy^^^JL 1.  1  X  X dx-^dfziZÔ^ 

4«.  yy xx^^cy —  -  x^^dx-^afzzio, 

T^\  yy^cy^^^y^^^x^^x^dx^afzrzif.    Si 

Ton  retranche  de  cette  cinquième  équation ,  la  première 
XX— f^x— i^/=^,  &  qu*enfuite  on  la  lui  ajoute,  oiï 
aura  ces  deux  autres. 

6%  yy — hr^— •^^— +4j^  — XX— ^x— -  X— +— X— ^ 

-—dx-^af^inzo^ 

Maintenant  fi  Ton  pfend  pour  les  inconnues  x  Se  y 

deux  lignes  droites  AP^  PM^  qui  faflent  entr'eHes  un 

angle  quelconque  APMh  il  efl:  évident  que  le  lieu  de 

^Art.  3io«  1^  première  équation  eft"^  une  Parabole:  que  celui  de 

la  féconde  peut-être  une  Parabole,  une  ElHpfë,  ou  une 
Hyperbole  felon  que  ^  ^  efl  égal ,  moindre ,  ou  plus 
grand  que  ^^>  que  celui  de  la  troifîéme  efl  une  Elfipfè  , 
»^rf.  jt8.  ^  devient  un  cercle  *  lorfque  czzza  &  que  Tangle 
&  jij.       AP  M  cik  droit  :  que  celui  de  la  quatrième  dl  une  Hy- 
»-^r/.    itr.  pcrbole,  qui  devient  équilatere  *  lorfque  6=za:  que 
&  i}6.     *  ^^^  ^^  ^^  cinquième  efl  encore  une  Parabole  :  que  ce- 
lui de  la  fixiéme  eft  une  Hyperbple  équilatere  :&  enfin^ 
que  le  lieu  de  ki  fèptiéme  efc  un  cercle  y  lorfque  l'angle 
A  PM  eft  droit. 
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R  £  M  A  K  Q^U  £     l. 

384»  S'JL  y  ^voic  —  1  ^  X  J  dans  régalité  propofée  au 
liea  de  *-+i^xf,  il  faudrait  changer  dans  toutes  les 
équations  les  iîgnes  des  termes  où  ^  ie  rencontre  avec 
une  dimenfîon  impaire  ^  &  fi  le  fécond  terme  man<|uoity 
il  faudroit  efi&cer  tous  les  termes  ou  ^  fè  trouve.  Il  ea 
efl  de  mêmed  Tégard  des  autres  termes  de  régalj^é  pro* 
pofëc  par  rapport  aux  lettres  c^d^f^  qu'ils  renferment. 
Mais  i*on  doit  remarquer  que  dans  tous  les  difierens 
changemens  qui  peuvent  arriver,  le  lieu  de  la  première 
équation  fera  une  Parabole ,  celui  de  la  fixieme  une 
Hyperbole  équilatere ,  &  enfin  celui  de  la  dernière  toû^ 
jours  un  cercle  lorfque  VangleAPM  cOt  droit. 

Il£MAllQJ7E      IL 

i^S*  C/N  a  cboifi  pour  première  équation  xx^^tx 
2=  ay  y  plutôt  que  xx—bxz=,ay  ou  ftmplement  xxz=zayi 
parce  qu'en  quarrant  cbaque  membre  de  cette  équa- 
tion ,  les  deux  premiers  termes  du  premier  membre 
ibîît  les  mêmes  que  les  deux  premiers  termes  de  l'ëga-r 
lire  propofée  x4  — +•  x^  xi  &c ,  &  qu'ainfi  on  peut  les  toi- 
re  évanouir  tout  d'un  coup.  Ce  qui  donne  une  nouveU 
le  équation  dont  le  lieu  n'efl:  que  du  fécond  degré ,  £c 
qui  étant  combinée  en  différentes  façons  avec  la  pre- 
mière ^  fèrt  i  en  trouver  (  comme  l*on  vient  de  voir  ) 
plufieurs  autres,  dont  les  lieux  n*étant  que  du  fécond 
degré ,  fc  conftruifènt  âifémcnt,  parce  qu'elles  ne  ren- 
ferment point  le  plan  xyi  &  entre  lefquels  le  lieu  de  la 
dernière  équation ,  eft  toujours  un  cercle ,  en  fuppo- 

Tant  que  les  inconduirs  xUy  faâèât  entr'elks  un  angle 
droite 


Pp  iij 
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PROPOSITION    IV. 

Problème* 

Jo^.  Xi^O^VER  les  racines  de  f égalité  propope  x* 
-H-2  bx'— +acxx— aadx~aff=:o,^^r/lr»fy^/iwi^ 
Paraheie  ^  J^im  cercle. 
F 1 6.  ^17*  Âyanc  pris  pour  les  inconnues  &  indéterminées  x  &  y  ^ 
les  deux  lignes  droites  AP^PMyC^x  faflent  cntr*elle$ 
*-rfr^  jïo.  un  angle  droit  A  PM  J  je  conftruis  *  d'abord  la  Para- 
bole oui  eft  le  lieu  de  la  première  éauation  du  Lemrae^ 
&  enwite  le  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  fèpticme  ;  &  leur; 
interférions  me  fervent  a  découvrir  les  diiïèrentes  va« 
leurs  de  Finconnuë  x  qui  feront  les  racines  de  Tégalicç 
propofëe.  Cela  fe  foit  en  cette  forte. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  AP  prolongée  de  l'autre  côté 
de  A  la  partie  -^2):=:|^,,  on  mènera  par  le  point  D 
une  parallèle  à  7' Jlf)  fur  laquelle  on  prendra  la  partie 

i)C=  -  du  côté  oppofç  iPMi  &  on  décrira  de  Taxe 

C  D  qui  ait  Coa  origine  en  C ,  &  dont  le  paramètre  foie 
.^gal  à  la  donnée  a,  une  Parabole  M  CM.  Cela  f^ut  on 
Facnerz  parle  point  fixe  ^  une  parallèle  ^Q^i  PM^ 

(ur  laquelle  ayant  pris  la  partie  AS-z=:.\a—\'  —  — |tf 
ï=-+g  pour  abréger,  on  tirera  parallèlement  à  AP  U 
droite  BEz=z\ii^^  l^avoir—  ^  lorfquç  ^^=r-+g 
c'eft  à  dire  lorfque  la  valeur  de  ^J  eft  pofitive^  8c 
.-+  ^^  lorfque  -rf^=— gî  en  obfervant  de  prendre  ou 

mener  ces  deux  lignes  ^  J,  J?JB,  du  côté  de  PM  lorf- 
que leurs  valeurs  tont  pofîtîves ,  &  du  côté  oppofé  lorfl 
qu'elles  font  négatives.  Nommant  enfin  EAj  m;  on 
décrira  du  centre  £,  i&  du  rayon  EMzri.vmm — n^/ 
un  cercle  j  &  menant  des  points  M  où  il  coupe  la  Para- 
fcplp  des  perpçndicul^çs  ^  jP  iSirU  ligne  ^/^:  les  par- 
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ries  j4P  de  cette  ligne  marqueront  les  racines  de  l'éga. 
licé,  fçavoir  les  vraies  lorfque  les  points  P  tombent  du 
côté  où  Ton  a  foppofc  FM  enfarlant  la  conftrudion^ 
&  les  iàuSks  lorfqu^ils  tombent  du  côté  oppofé. 

Car  prolongeant  M  Q.  parallèle  i^P,  &  qui  ren- 
contre Taxe  CG  au  point  X,  on  aura.  MZ  oa  j4P 

par  la  propriété  de  la  Parabole  Ji72*=CZ)i^,  c*eft  i 
direxx-*'Ax-+;^A=iiA-f^jr,ouxx— f-Ax  =  ^jc 
qui  eft  la  première  équation  du  Lemme.  Maintenant  (i 
rqn  prolonge  E£  julqu'à  ce  qu'elle  rencontre  PM  en 
R ,  &  qu'on  tire  le  rayon  EJi^y  on  aurai  caufe  du  trian- 
gle reâangle  ERM  le  quarré  EM *=  £ A^— f  RM 
z^Ei*'-+iE£^MR'^^R^—\-PM^'-ij4BxPM 
— +-^-5*=J!ff*-+-5-^*-+^/p«rla  conftrudion  j  c'eft 
â  dire  en  eflPaçant  de  part  &  d'autre  les  quarrés  ^^\ 

]s35\  &  mettant  pour  zA£  4  vakur-  ^-+  5 — Cy  Se 
pour  iJBE  ÙL  valeur  ^— ^ou  ^-+i-  —  ^~^,fic 


pour  SR  ou  j4P  &  PAi* leurs  valeurs  x&^^j  la  iëptid* 
me  équation  yy-^ty^ay—  - j^— +-xx— +-*x-+  --  k 
ff  X'^ixzznafy  dans  laquelle  fi  Ton  met  à  la  place 

de  jf  ia  valeur  ^"^  trouvée  par  la  première  équation, 

&  à  la  place  de^/le  quarré  de  cette  valeur,  on  retrou- 
ve Téquation  même  propofëe  x^-^^^ihxV-^acxx^aadK 
— ^yz=<^  D'où  l'on  voit  que  la  ligne  -^-P  exprime  une 
racine  vraie  de  cette  égalité. 

Si  Ton  obfèrve  de  prendre  —  x  pour  AP  Se  •— ^  pour 
I^My  lorfque  ces  lignes  tombent  du  côté  oppoi&ou  ott 
les  a  fîippofëes  en  taifànt  la  cooftrudion  ^  on  trouvera 
toujours  par  la  propriété  de  la  Parabole  la  première 
équation,  &  par  la  propriété  du  cercle  la  feptiéme. 
Donc  &c. 
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COHOLLAIRE      I. 

5^7*  '  ^  ^  vifible  qu^on  rendra  la  conftru&ion  pré- 
cédente générale  pour  toutes  les  égalités  du  troifléme 
&  du  quatrième  degré ,  &  qu'on  y  employera  toujours 
une  Parabole  qui  ait  pour  le  paramètre  de  fbn  axe  une 
ligne  donnée  ai  fi  ronpbferve  I^  De  multiplier  par  /i 
racine  x  Tégalicé  lorfqu'elle  n*eft  que  du  troifîéme  de- 
^Art.  575,  gré  j  &  de  prendre  une  ligne  *  2^  égale  â  toutes  celles 
*jirt.  YJT,  9^^  multiplient  x«,  un  plan  *  ac  égal  a  ceux  qui  multi- 
plient xx\  un  iblide  a  ai  égal  aux  fbiides  qui  multiplient 
X,  &  enfin  un  furfolide  ^  »/  égal  aux  termes  entièrement: 
connus  de  Tégalité  donnée,  x^.  De  changer  dans  \ts 
valeurs  At%  lignes  AB^  BCy  AS 3  SE,  EM,  qui  dé- 
terminent la  conftruâion  de  la  Parabole  &c  du  cerclé  ^ 
ks  figoes  des  ternies  oht  k  rencontre  avec  une  dimeo- 
fion  impaire  s'il  y  *  —  jl^x  »  d^ns  Tégalité  donnée ,  par^ 
ce  qu'il  y  avoit  — +  lix^  dans  celle  du  Problême  j  6c 
d'efiàcer  tous  les  termes  où  i  (ë  trouve  fi  le  terme  t6x* 
floianque.  parce  ou'alor^  ^z=zû:  comme  auflî  de  faire  la 
même  cnofe  à  Tégard  des  termes  où  r,  rf,  /,  fe  rencon- 
trent. )^.  De  prendre  pu  mener  ces  lignes  du  côté  de 
J^Af  lorfqu'elles  font  pofirives ,  &  du  coté  oppofé  lord 
qu'elles  font  négatives.  On  aura  donc  ADz=:±  it^ 
^ayo^r  ~\b  lorlqu'il  y  a  5-+  i^x*,  èc  ^H-  \b  lorfqu'il  y 


A'-rxbx^,  A£=^!:a'r^  '-±lcz=If.g,  fçAvoir— ftf 


lorfqu'il  y  a  ^^acxx^  &-+  {  c  iorfquç  c'e(^—  açxxi 
SE=±^  ^^d,  fçavoir  —  ^  lorfquc  ^5=:-+-g  ^ 
&  qu'il  y  a-+i^x',  iou  bien  lorfque  -/^^==— g,  ôc 
qu'il  y  a  -^z^x» }  i8c  a^  contraire  —f  ^  lorfqu?  4^=^ 
•r+g  &C  qu'il  y  a  —  t^x»,  ou  bien  lorfque  -<^5h=:— g  & 
qu'il  y  a— fz^x»  (  c'eft  à  dire  —  -f  lorfque  les  valeurs 
A^  ÀB  ^  AD  font  l'un?  pofitive  ^  l'autre  négative, 
^  — +  ^  Itfrfque  ces  valeurs  fcnt  coutçs  deux  ou  po/id^ 

Vf* 
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«es  OU  negatiyeis  )  }  coinmc  aufR  — +  J  4/  Ibrfqu'il  y  a 
—  aadx^  &  — ;  j  îrf  loriqufc  c*eft  -H-  ^^ ^x  ;  &  enfin  E M 
s=: >/|» m ^ 4r/,  fçavoir  --+  ^/lorfqull  y  ^  ^a^f^ôc^é^ 
lorfque  c'eft— f.!^'/  D'où  Ton  tire  cette  conftruâioa 
géométrique  qiiî  eft  générale  pour  tèixs  les  cas. 

Une  Parabole. Jlf  ÇA/  qui  a^pour  axe  la  ligne  CG  Pic.  117. 
dont  le  paramètre  eft  égal  à  la  ligne  a ,  étant  donnée , 
£c  ayant  réduit  Tégalite  propofée  fous  cette  forme  x^ 
Zfxix^ZLacxx'^aadx'ZLa^fzzzoi  on  mènera  une  ' 

ligne  A  B  parallèle  à  Taxe  C  G  qui  en  foit  diftante  de  7^ , 
du  coté  drçit  de  cet  axe  lorsqu'il  y  a  -H-  %bx^  dans  Td- 
galité  donnée,  fie  du  coté  gauche  lorfqull  y  9L~xbxK 
On  tirera  par  le  point  A  où  la  ligne  A  B  rencontre  la 
Parabole,  une  perpendiculaire  AD  fur  Taxe  CG3  fie 
on  prendra  for  cet  axe  les  parties  i)i?=4^,FG=r  tCD 
toujours  du  côté  oppole  â  fon  origine  C»  fie  la  partie 
<xiC=f  C  vers  fon  origine  C  loriqu'il  y  a— t-^rx  v, 
&  dii  câté  oppofo  lorfqu'il  y  z^acxx.   On  mène- 
ra enfuite  par  les  points  déterminés  A  ^  F,  une  li- 
gne droite  indéfinie  Afyti  par  le  point  K  une  per- 
pendiculaire à  Taxe  qui  rencontre  W  JP  en  ^  i  fie  on 
prendra  fur  cette  perpendiculaire  la  partie  HEz=zi\d 
du  côté  droit  lorsqu'il  y  ^—aadx^bc  du  côté  gauche 
lorfqu'il  y  a  ^-^aadx.   Cela  fait,  on  décrira  un  cercle 
du  centre  f^  fie  du  rayon  EM=iAE^  lorfque  le  ter- 
4ne  a>f  manque  dajis  Té^alité  donnée ,  c'eftà  dire ,  lorC 
u'elle n*eft  que  du  troiheme  degré:  mais  lorfqu'elle  eft 
u  quatrième ,  on  prendra  (  après  avoir  nommé  ^£,  m  i  ) 
ie  rayon  i5Af=^i»wf +  ^/rfçavoir-+^/"s*il  y  a— ^'/^ 
J^  —  ^/«'il  y  a  —H  a  ^f.  Enfin  des  points  M  où  ce  cercle 
jrcDcontre  la  Parabole  donnée ,  menant  des  perpendi- 
culaires il/j^  for  la  ligne  AB\  elles  feront  les  racines 
de  Tégalité  donnée  $  içavoir  celles  qui  tombent  du  côté 
droit  de  cette  ligne ,  les  vraies  )  fie  celles  qui  tombent 
d.u  côté  gauche ,  les  fauâes. 

Car  prolongeant  H  K  jufqu*â  ce  qu'elle  rencontre  la 
Jigne  AB  au  point  i7,  on  a  par  la  conftruâion  BK  ou 


3 


,oé    .  Litre  Nbu.^ie'^mk 

7*  lorfque  c'eft  —xi^x^  &;par  la' propriété  de  la 


'>arabole,Ci)=-.  Donc  2)G  ou  I>J-+i'G=^^< 

.  .  ,,  ;  Voir  —~è  lorfqa'fl  y  a— ^^fxx>  &  -4-|f  lopfqu'il  ya 
;_-^^:ivx>  &  l'on  doic  obferver  que<le  point  B  combe  du 
côté  de  PM  iorfque  ^^r=:— hg,  ceft  i  dire  Jorfijué 
&  valeur  eft  pofitive,  &  du  côté  oppofé  loriqu'elie  eft 
fïetiùve.  Ot  à  cauic  des  triangles  lemblàbles  ABF,, 
UB'hi-,  oiî  aura  D  J?  {  î^  ) .  2>^  (  ;+•?*  )  i  ?  1^ -9  CnPgX 
•JS'if ='H-'^.  ftavôirr-t-  ^  forfquè  leV  valeurs  àkAD 

,  -, MIT»  _■■'#.'  »,.•  X 

&  df  ^!fi  fonp. routes  deusi , pçfitives  ou  négatives,  & 
i—%  lorfque  l'aile  d'elles. eftpoficiveôcl^autre  négative^ 


^^rfjf,  &-M-  î  «/  iorfquill  y  à-r+i^jï^;  &l*on  doitehc» 
j?C  ob&rYer  qac  te  point  £  tombera  du  côté  de  PM  lor£ 
ique  I2  valeun de  B 3  efir pofîcive ,  &  da  côté  oppofë  lort 

3u*elie  eft  négative.  D'où  ilitft  évident  que  par  te  moyeix 
e  cette  conikniûidn  xin  déteriâiçierfi  dans  tous  tes  cas* 
pofHbtes  coujoars  comme  U  eft  requis ,  te  centre  E  dfx 
cërcte. 

,  Si  te  fccotid  terme  r^x'  manquoîtdans  rég^lîtédon^ 
née ^ il  eft  ciaiTi  que  les  lignes  JiB^  AFy  tomberoicnt 
/ur  J^axe  CGi,  en  foFte  que  tes  points^  AyB  yk  confon- 
idfoifint  avec  l'origine  Cî  puiique  h=zo,  £t  pâ.r  conte- 
'■  quent  te:  poinc  6  tomberoit  &ir  te  point  F^iL\e%  points 
Fi  G*  iiî»  ./f  ^  ^^  (ijj:  te.point  IC  i  ce  qui  rend  la  conftruâion  ge^ 

nerate  beaucoup  plus  iîmpte.  Carilnefaudroitalor^quc 
l^rendre  fur  Paxfi  h  partie  C F-zm^a  toûjours^ versle deu 
<lans  de  la  Parabote  y  &  la  partie  FK=^  »  f  vers  Porigi- 
ne  C  loriqu^il  y  a  -+.^^x;tf ,  &  du  côté  oppofë  lorfqu^il 
y  a^-^r-vx>  mener  KE=,kd  perpendiculaire  à  J'axe  ^ 
du  côté  gauche  lorfqi>*il  y  a  -+-+w^ adx^àcà^ Coté  droit 
iorfqu'îly  ^-T-^aadx.y  &  achever  te  refte  comme  dans 
la  conflriM6tion  générale^  en  obtervant  qu'ici jEC=?^* 
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De  même* fi  le  terme  a  c  xx  maliqve  ^  le  poîiic.  Ktonu  p  i  o.   117, 
bera  fur  le  point  Gi  Ufi  c'eft. le. cerine jk^^«^ le  centre 
JS  du  cercle  tombera  en  H. 

COKOLLAIRE   II. 

^88.  On  peut  encore  trouver  une  eonftrudion  plus 
liraple  pour  les  égalités,  du  troifiéme  degré  qui  ont  un 
ibcond  terme-j  en  les  hiukipliant  par  l'inconnaë  plus  ou 
moins  la  quancLcé connue  du  fécond  terme,  fçavoir  plus 
cette  quantité  quand  le  fécond  termç  çft  afkéké  du  figne 
-^  5  &  liîoiQS  çetçe  quantité  lorfqu^U  yzlft  fignç-T+  j  ce  qui 
donne  une  équation  dû  quatrième  degré  où  lé  fécond! 
terme  eft  évanoui-  Qu'il-  faille ,  par  exemple,  trouver 
les  racines  de  Tégalite  du  troifiéme  degré ,  x^^bxx 
^^apx — y'aaq=zo:  je  la  multiplie  par  x— h^  pour 
avoir  Tégalité  du  quatrième  degré ,  x*— ï-  apxji  -H-  aaqjt 

dans  laquelle  le  fécond  terme  efl  évanoui}  je  me  fers  à 
prefènt  de  là  conftr uâio»  que  l'on  vient  de  donner  pour 
ces  fortes  d'égalités  où  le  fécond  terme  manque ,  &  j'ai 

&  le  rayon  du  cercle  £M=zi^mm~^^:  te  qui  donne 
cette  conftrudion. 

Ayant  mené  une  parallèle  à  Taxe  C  D  oui  en  fbit  dif!  f  i  c,  115. 
tante  vers  le  côjté  gauche  d'une  ligne  égale  i6y  Se  qui 
rencontre  la  Parabole  au  point  ^,  je  tire  par  rorigme 
C  de  Taxe  la  droite  Cj4^  fîir  laôiiélle  j'élève  par  fon 
point  de  milieu  O^une  perpendiculaire  Indéfiiiie  OG  qui 
rencontre  l'axe  au  point  G.  Je. prends  fiir  Taxe  vers  (on 
originr  C  la  partie  O  JC  :=  i  ^  »  &  ayant  tiré  par  le  point 
jC  une:  perpendiculaire  i  l'axe  qui  ;  rencontre  la;  ligne 
OGaupdiqt /^^  W;p.î;eflds  fur  cette,  perpendiculaires  * 
prolongée  du  qàtf  de  iFf  Ja  paxmjti  £=:  ^^  j  &  je  dé-» 
cris  du  centre  C  ^  du  rayon  £^  un  cercle.  Je  dis  qu:il 
coupera  laParabole  en  idespioii>cs  M>  d'où  ayant  abaifl 
fçiur  Taxe  des  pçi^peniji.aalMil^s  Md^ç^Uc^  q^i feronc 


3o8  L  I  V  KE    N  E  u  V  I  b'me. 

a  droit  ^  marqueront  les  vraies  racines  ^  &  celles  qui  fe-^ 
ront  à  gauche,  les  fauilès  dç  Tégalité  propofée  x^--ixx 

-+^^x — \raaq:=zo. 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  AD  y  OL^&ns 
Taxe}  on  aura  par  la  conftruâion  AD=ziy  6c  parla 

propriété  de  la  Parabole  CDi==i  j  .  Donc  puifque  CA 
eft  divifee  par  le  milieu  en  0 ,  les  triangles  femblables 

CAD  y  coordonneront  OZ=:i*,CZi=  j;;i  &  à 
caufe des  triangles  reâangles  femblables  CZOyOZO^ 

on  aura  CZ  {^)^  1^0  [l^)::  ZOUé).  ZG=:{a,  & 

par  confequent  CK  ou  C Z^-^ ZG^G K=:r^'-+^ 
^kp:  De  plus  à  caufe  des  triangles  femblables  GZO, 
GKH y  on  trouve  KHz=:  ^,  &  KH^^HE  ou  KB 

=  Tf-+  ^  qui  tend  du  côté  gï^uche  de  Taxe,  comme 

il  efl  prefc: rit  dans  la  conflruétîon  torfbu^î  y  g^^^aadx^ 
Le  point  E  eft  donc  le  centre  ^u  cercle  leouel  doit  dé- 
terminer par  ks  interférions  avec  la  Parabole  donnée 
toutes  les  racines  de  Tégalité  :  du  quatrième  degré 
x^--\-apxx  &c.  Or  comme  les  racines  de  cette  égaltc 
font  celles  de  la  ^voi^oÇit  x^-^bxx^a^x—^aaqzzzoy^ 
avec  une  faufle  ^D  (^)  j  il  s'enfuit  que  ce  cercle  doit 
pafler  par  le  point  A.  Donc  &c. 

Oh  peut  encore  s'aflfùrier  par  le  calcul,  que  B^  efl  le 
rayon  du  cercle  cherché.  Car  menant  fJ5  parallèle  à 
Taxe ,  on  aura  (  à  caufè  des  triangles  reélangles.  E  BA 
JEKC)  les  quarriésdeshypothenufès  A*z^e3*'-\^£a*^ 
le  £C  =CiCjT+^^*^  par_^corifcquent  it  s'agit  de 
prouver  que  EB^^^BA=zEK*^-+KC^éf;p\jiiÇ(i[a'o^ 
doit  prendre  EAf  =îk1wwj~^^.  Ot  en  mettant  a  Ja 

{)lace  de  ces  lignes  de  part  &  cPautre  leurs  valeurs  ana- 
ydques,  on  trouvera  les  mêmes  quantités.  Et  c'efl  ce 
qui  doit  arriver,  fi  le  rayon  cherché  EMz=zEA.     . 

^  Pour  rendre  cette  conftruâioB  générale  >  Hfaucobu 
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icrvcr  j  i^  De  mener  du  côté  gauche  de  Taxe  la  parallè- 
le qui  en  eft  diftance  d'une  ligne  égale  i  b^  lorfqu'il  y  a 
^bxx  dans  Tégalité  propofée,  &du  côté  droit lorfqu'il 
y  z^^bxx.  2^.  De  prendre fiir  Taxe  GK=-\ ^ du 


de  fbn  origine  C  lorfqu'il  y  a  -+^^x,  &  du  côté  op. 
polë  lorfqu'il  y  a  —afx.  3^.  De  prendre  HEz=z\q  à)X 
côté  gauche  lorfqu'il  ya--+i<^^,&du  côté  droit  lorfl 
qu'il  y  a  —  <ii<f.  Tout  cela  eft  trop  évident  pour  m'ar* 
jrêter  â  le  démontrer  en  détail. 

R  B  M  A  K  Q^U  £      I« 

^09.  Il  èft  a  propos  de  remarquer,  i^  Que  Çl  lecer^ 
cle  ne  coupe  la  Parabole  donnée  qu'en  deux  points ,  il 
s'enfîiivra  que  l'égalité  jpropofée  n'aura  que;  deux  radi- 
nes réelles  lorfqu'elle  eu  du  quatrième  degré ,  &  qu'une 
feule  lorfqu'elle  eft  du  troifiéme,  &les  deux  autres  ima* 
ginaires:  comme  dans  la  figure  119*  où  le  cercle  ne  cou- 
pe la  Parabole  qu'en  deux  points  A^My  l'éealité  x4 
^^afxx—bbxx  &c.n'a  que  deux  racines  réelles  AD^ 
JA  (l^  qui  font  toutes  deux  fauiles ,  parce  qu'elles  tom« 
bent  du  côté  gauche  de  Taxe.   i"*.  Que  fï  le  cercle  ne 
coupoit  ni  ne  rencontroit  la  Parabole  en  aucun  point 
(  ce  qui  ne  peut  arriver  lorfque  l'égalité  eft  du  troiuéme 
degré  comme  l'on  voit  par  les  conftruâions  précèdent 
tes  )  les^  quatre  racines  leroient  imaginaires,  5''.  Que  s'il 
la  touchoit  en  un  point  l'égalité  propofëe  auroit  deux 
racines  égales  chacune  â  la  perpendiculaire  menée  de 
ce  point  ^  ce  qui  vient  de  ce  qu'on  peut  confîderer  un 
cercle  qui  touche  une  Parabole ,  comme  s'il  la  coupoit 
en  deux  points  infiniment  proches  l'un  de  l'autre ,  qui 
ibnt  regardés  comme  réunis  dans  le  point  touchant  : 
jnais  alors  l'égalité  propofée  fè  pourroit  abaifler  â  une 
^  fécond  degré  par  les  règles  de  l'Algèbre  ordinaire  , 
de  forte  qu'on  n'auroit  point  befbia  d'une  Parabole 
pour  en  trouver  les  racines^ 


c^ 


pif  '    Livre   Neuvie'me. 

R  £  M  A  E.  Q^U  E      IL 

390.  Si  l*on  fait  attendon  à  ce  qu'on  démontre  en 
Algèbre  qu'en  toute  égalité  où  le  fécond  terme  manque^ 
Se  qui  a  toutes  fes  racines  réelles ,  la  fomme  des  vraies 
flft  égale  à  la  fomme  des  &uflès  j  on  verra  naître  ce  Théo- 
rème. ;  ;  . 
f  1 0;  a.i8^      S'il  y  a  un  cercle  qui  coupe  une  Parabole  en  quatre 

{)oints  M  d'où  l'on  aoaifle  des  perpendiculaires  Af  ^ur 
'axe  C2^:  je  dis  que  la  fomme  des  perpendiculaires  qui 
tombent  du  côté  droit  de  l'axe ,  ftra  égale  à  la  fomme 
de  celles  qui  tombent  du  côté  gauche. 

Car  fi  Ton  prend  vers  le  dedans  de  là  Parabole  far 
Taxe  depuis  fon  origine  C  la  partie  CF  égale  la  moitié 
de  fon  paramètre  que  j'appeUe  a^  &  qu^ayant  tiré  du 
centre  £  du  cercle  la  perpendiculaire  EK  fiir l'axe, on 
fafTe  FK^{c,KE::=:id,  EC-^  EM^^  a  fi  il  eft  clair 
tJlrt,  x^7.  P*^^^  conflrudion  qui  eft  à  la  fin  '^  du  Corollaire  prc- 
*  mier,  que  les  perpendiculaires  ikf  i5>^  feront  les  racine? 
de  cette  égalité  x^ — acxx^^^aadx^-^a^f^io  dans 
laquelle  le  fécond  terme  manque  3  fçavoîr  celles  qui 
tombent  du  côté  droit  de  l'axe ,  les  vraies  5  &  celles  qui 
tombent  du  côté  gauche,  les  faùfïès.  Donc  &c. 

Si  le  cercle  pafloit  par  l'origine  C  de  Taxe ,  il  efl  viiî* 
ble  que  Tune  des  perpendiculaires  ilf^deviendroit 
nulle  ou  zéro  ^  &  qu'ainfi  il  y  auroit  alors  une  perpen.» 
diculaire  d'unp  part  de  Ta^ce  égale  aux  deux  autres  de 
Tautre  part. 

Si  le  cerclé  touchoit  la  Parabole  en  un  point  &la 

coupoit  en  deux  autres,  il  faudroit  prendre  le  double 

de  la  perpendiculaire  menée  du  point  touchant  5  puif!^ 

^Aru  x%j.  q^  (comme  l'on  vient  *  de  diire)  oh  peut  regarder  ce 

cetclè  cotnme  s'il  coupoit  la  Parabole  en  deux  points 
infiniment  proches  l'un  de  Tautre ,  léfquels  ferétinifjent 
au  point  touchant. 


i.* 


.•-V 


f»    ••  • 
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Rem  a  r  qjje    III, 

39''  Comme  Ton  ne  peut  imaginer  en  Géométrie 
des  produits  qui  ayent  plus  de  trois  dimenfîons  j  puifque 
}efolide,  quieft  la  quantité  la  plus  compofëe,  n'en  a 
que  trois  j  on  pourra  divifèr,  fi  Ton  veut,  tous  les  teri 
mes  d^une  égalité  propofce  qui  pafle  le  troifîcme  degrç, 
par  telle  ligne  donnée  qu'on  voudra ,  élevée  â  une  pui£^ 
*iànce  moindre  d'une  unité  que  chacun  de  fes  termes  n'a 
de  dimenfîons  ;  ce  qui  ne  troublera  point  Tégalité ,  & 
fera  que  chacun  de  ks  termes,  n'exprimera  plus  que  de;» 
Jignes'droites.  Soit,  par  exemple,  l'égalité  du  quatriè- 
me degré  x^-^zhx^ — b^icxx—aadx — aif=ioi  je  là 

tiiviiepar  4Jy  ce  qui  donne  ^-+  ^  —j-  îfï  —  —^f 

r=  ^,  dont  chaque  terme  p'a  qu'une  dimenfion ,  &  n'ex^ 
prime  par  confequçnt  que  des  lignes  droites;  On  chôi 
fit  ordinairement  la  ligne  qui  fe  trouve  répétée  le  plus- 
fbuvent  dans  tous  les  termes  de  l'équation  propoiee  y 
•comme  eft  ici  la  ligne  a,  &  même  quelquefois  on  la 
fbusentend ,  en  la  regardant  comme  l'unité  dans  lefe 
nombres,  qui  ne  change  rien  aux  quantités  qu'elle  mul- 
tiplie, ou  qu'elle  divife:  ainfi  en  faifant  ^=2 1^  on  écrire 
Ar^--+i^xJ— -hrxx— ^x— /=^,  au  lieu  dex*— +i^^> 

^/z=o.  Il  en  eft  de  même  des  égalités  du  cinquième' 
Si  dix  fixiéme  degré ,  &c. 

Re  M  À  R  QJOf  E      IVr 

?9ï-  Si  après  avoir  conftruit  le  cercle  qui  efl:  le  lïei* 
iâè  la  dernière  équation  du  JLemme,  on  çonftruii:  une 
Seâioiï  conique  qui  fbit  le  lieu  de  telle  autre  de  fes 
jéquatiods  qu'on  voudra  j  ces  deux  lieux  détermineront 
par  leurs  interfedions  les, racines  de  rëgaliré  propofce  j 
dont  la  raifon  eft  que  faiiànt  évanouir  par  le  moyen  de 
leurs  équations  rinconnucj^,.on  retrouve  l'égalité  même 
propofce. 


5«  Livre    Niuvi e'm e. 

De  là  il  eft  évident  qu'on  peut  conftruîre  cette  égsu 
litc ,  i^.  Par  le  moyen  d'un  cercle  &  d'une  Hyperbole 
équilatere ,  en  k  fèrvant  de  la  fèpticme  &  de  la  fixiéme 
équation  du  Lemme.  t^.  Par  le  moyen  d'un  cercle  ^  8c 
d'une  Ëllipfe  dont  l'axe  parallèle  ij4Pc{ï  i  Ton  para* 
mètre  comme  aefkic^  en  le  fèrvant  de  la  fepticmc  6c 
de  la  troifîcme  équation.  3®.  Par  le  moyen  d'un  cercle, 
&  d'une  Hyperbole  dont  Taxe  parallèle  zAPcA  à  fon 
paramètre  comme  aa  efïièè^cnfc  fèrvant  de  la  fëptié- 
me  &c  de  la  quatrième  équation.  Or  comme  la  ligne  a , 
dont  on  fè  fèrt  pour  réduire  fous  l'expreffion  ac  toutes 
ies  quantités  qui  multiplient  x  x  ^  fous  l'expreflîon  aad 
celles  qui  multiplient  x ,  &  enfin  fous  Texpreflion  a^flcs 
quantités  entièrement  connues ,  eft  arbitraire }  il  s'enfuie 
qu'en  prenant  pour  cç;te  ligne  a  une  infinité  de  diffé- 
rentes grandeurs ,  on  pourrai  conftruire  l'égalité  propo* 
ice  par  le  moyen  d^unè  infinité  de  cercles,  &  d'Elliples^ 
ou  d'Hyperboles  équilatçrçs  ^  ooqi  équilateres  ^  toutes 
diflferçntçs  entr'elles. 

On  a  vu  dans  l'article  587.  qu'en  prenant  pour  l'unie 
té  arbitraire  a  le  paramètre  de  l'axe  d'une  Parabole 
donnée ,  on  peut  en  fç  fêryant  de  la  première  &  de  1» 
feptiéme  équation  conftruire  l'égalité  prppofée  par  Iç 
moyen  d'un  cercle  &  de  la  Parabole  donnée  ;  &  je  vais 
faire  voir  qu'en  déterminant  cette» ligne  a  d'une  certain 
ne  manière ,  on  peut  conftrpire  l'égalité  p^r  le  iTîPyett 
d'un  cercle  &  d'une  Ellipfè  ou  d'pne  Hyperbole  fçmhl^^ 
ble  à  une  Ellipfè  ou  â  une  Hyperbole  donnée.  Car  la 
raifbn  de  fçs  axes  étant  donnée  par  la  fùppofition ,  la  rai^ 
ion  de  l'axe  parallèle  i  A  P  avec  fon  paramètre  fera 
^ufli  donnée.  Si  donc  l'on  nomme  cette  raifon  donnée 

£-  j  on  aura  lorfqu'il  s'agit  dç  l'EIJipfç  ^  ^=  -  ^  &  par» 
tant  ^^:;=  ^  j  d'où  il  (iiit  que  fi  Ton  prend  pour  l'uni- 

^Art.  Yi%.   '^  arbitraire  a^  la  racine  d'un  quarré  a^t  égal  *  â  unç 

guaQtitç  connue  ac  oui  miultiplie  x^  dans   l'égalité 

doopçq 
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donnée  ^dc  eft  multipliée  par  ^ ,  on  conftruira  Tégalité  en 

fe  ièrvanc  de  la  /ëpciéme  &  de  la  croifîéme  équation ,  par 
le  moyen  d'un  cercle  &  d'une  Ellipiè  dont  Taxe  parallèle 
à  ^P^  fera  â  fon  paramètre  comme  a»  eft  à  n^  puifque 

J  =  ;  •  Mais  lorfqu'il  $*agit  de  THyperbolp  ^  on  aur* 

£  =2  »  &  partant  ^=*  V^  i  d'où  l'on  voit  que  firon 

prend  pour  l'unité  a  cette  valeur ,  &  au'on  conftruife 
l'égalité  en  fe  fervant  de  la  feptiéme  &  oe  la  quatrième 
équation ,  l'axe  parallèle  à  ^  /^  de  l'Hyperbole  qui  eft 
le  lieu  de  la  quatrième ,  fera  à  ion  paramètre  comme  m 

eft  â  »^  puifque  ^=:  -  .  Et  c'eft  ce  qui  étoit  propofe. 

R  £  M  A  IL  QJCJ  £      V. 

395*  La  ligne  a  qui  fait  l'office  de  l'unité,  &  qui  eft 
arbitraire ,  fùffic  comme  l'on  vient  de  voir  pour  con- 
ftruire  l'égalité  propofëe ,  par  le  moyen  d'un  cercle  & 
d'une  Parabole  donnée,  ou  bien  par  le  moyen  d'uncer. 
cle  y  &  d'une  Ellipfe ,  ou  d'une  Hyperbole  femblable  à 
une  donnée.  Mais  lorfqu'il  eft  queftion  de  la  conftruire 
par  le  moyen  d'un  cercle,  &  d'une  Ellipfe ,  ou  d'une  Hy^ 
perbole  donnée,  yne  feufe  ligne  arbitraire  ne  fùffic 
pas  5  il  faut  en  introduire  d'autres  dans  l'égalité  pro- 
poiëe ,  afin  de  pouvoir  les  déterminer  enfûite  de  maniè- 
re que  la  Seâion  donnée  ferve.  Ceft  ce  que  l'on  va  exé- 
cuter dans  le  Lemme  iiiivant. 

LEMME    FONDAMENTAL 

^P/mr  la  ctnftruBitn  des  Egalités  dmtnifiime  ^iuquatrihm 
degré,  avec  mh  cercle  S"  *^  ^Ui^fi»  oùmu  HyperieU 

demie. 

394»  Soit  l'égalicé  du  quatriëme  degré  xt^-\r^iKS. 
'^Macx^-\-aydssi9, 4i»OS Uqueile Içs lç(trp$  a,è,c,d, 
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marquent  dçs  lignes  données,  &. la  lettre  ;;. exprime  k» 
racines  inconnues  4e  Tcgalité.  Je  prends  une  autre  in- 
connue x;=;^  (  la  lettre  /marque  une  ligne  prife  à  vo-p 
iontë),  &  fubftituant  à  la  place  de  ^^  xj^y  &  ^  leurs 
valeurs  -y  y    -y-  ^  &  -Tç-dans  TëgaUté  précédente,  je 

la  change  en  cette  autre  ^♦-+  ^xx--^  x^^^zrzo} 

je  prends  une  troifîéme  inconnue^  telle  qu'étant  multi- 
pliée par/fbn  produit /y  fbit  égal  au  quatre  xx  de  la 
feconae  j  ce  qui  donne  les  équations  fùiyantes. 

i\  XX  -^fy  =r  0  ;  &  fubftituant  à  la  place  de  x  x ,  &  Je 

X*  leurs  v^twTs  fy  Bc  ffy y  dans  Tégalité  x*-H-  ^xx  &Cy 

j'ai  pour  féconde  équation. 

i«.  j'j'— +■  /j'—  1^;^— h  -j  :=^,  laquelle  étant  ajou- 
tée à  la  première  ^  dgnne  pour  troifîéme  équation. 

^^.  yy-\'^{y—fy'-\'Xx—'Ix'^^=zoy  dont  le 

^jtrt.  314.  lieu  eft  *  un  cercle  lorfquc  les  inconnues  &  indétérmi- 
^  )»9«        nées  X  iiy  font  entr*elles  un  angle  droit.  Je  multiplie 

la  première  équation  par  la  fradion  f  dans  laquelle  g 
exprime  une  ligne  telle  qu'on  veut  de  même  que/,  6c 
j'ai^xx— ^^^=^5  Et  ajoûtanç  cette  équation  avec  la 

ièconde^  U  Ten  ôtant  enfuite ,  je  forme  la  quatrième  fie 
la  cinquième  équation. 

4^  //— ^fj'— 7>'-+J^x— ^x-+^=^,  dont 

*^rr.  314.  le  Heu  eft  *  une  Ellipfe. 

♦  -^rf.  jji.  le  lieu  eft  *  une  Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofHes: 

R  £  M  A  K  QJCT  E. 

^9$*  S'il  arrive  que   quelques  termes  de  Tégalitc 
propofée  ayent  à^s  figcies  diflferens  de  celle^i,  ou  qu' 
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manquent  )  les  lieux  de  ces  cinq  équations  feront  toû* 
jours  néanmoins  des  Seâions  coniques  de  même  nom  : 
c*eft  à  dire  que  les  lieux  de  la  première  &  de  la  féconde 
équation  feront  toujours  des  Paraboles  ^  celui  de  la 
troifîéme)  un  cercle,  &c. 

P  R  O  P  O  S  I  T  I  O  N    V.. 

Problême. 

39^»  CoNSTRuilLE  Inégalité  i»  qnMrictnt  degri 
z*-+abzz— aacz-4-a'd=o,  4vec  un  cercle  donné  é^ 
$me  Hyferbolefemilahte  à  une  dcméei  cm  avec  une  Hyper- 
tôle  datmie  &  un  cercle. 

Je  conftruis  (èparément  *  les  lieux  de  la  troifiéme  &  ^  "Art.  ^t^; 
de  la  cinquième  équation ,  en  prenant  pour  les  incon.  &  ^lu 
nues  &  indéterminées  x  &  jf  tes  niêmes  lignes  -^  -P  3  p ,  ^^  ^^^ 
P M^  qui  faflènt  entr*elles  un  angle  droit  APMibL  i^ili^ 
les  inter&âions  de  ces  deux  lieux  me  fervent  â  déter* 
miner  les  valeurs  de  Tinconnuë  i^;^,  de  la  manière  qui 
fuit. 

Soit  menée  par  le  point  A  origine  des  x^  la  ligne 

'^i>=r  î^  parallèle  à  /^Af ,  &  du  même  côté  lorfl 

que  a  fiirpafle  ^ ,  &  au  contraire  du  côté  oppofé  lord 
qu'il  dk  moindre.  Et  ayant  tiré  la  droite  indéfinie  DG  pa- 
rallèle à  AP^  foient  prifcs  fur  cette  ligne  du  côté  de  PM    \ 

la  partie  D  Czrz  ^ ,  &  foit  décrit  du  centre  C  8c  du 

rayon  CF  ou  C G  =  £  f/ec'-\-aa-'xab'-{-bb—^ad, 

un  cercle.  Maintenanc  ayant  mené  A  H=  '^^^  pa- 
rallèle à  PM  &  du  côté  oppofé ,  foie  tirée  la  droite  in- 
aéfinie  HK  parallèle  àAJ',&x  laquelle  foient  prifes 

la  partie  JFf /=  ~  du  côté  oppofé  i  JPM»  &  de  part 
2c  d'autre  du  point  /  les  parties  IK,  ILy  égales  cha- 


cune à  i-  »^(ft— i^2-+4</g  ou  i- i/i&e~4</g— ff  (<^na 

Rrij 
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pris  pour  abréger  A  =  t±LV  Soit  enfin  décrite  de  Paie 

ZK  (  qui  doit  être  le  premier  lor/que  rr-H'  4iie  eft  plus 

Î^rand  que  hg^  &  le  fécond  lorfqu'il  eft  moindre  )  qui 
oit  à  fbn  paramètre  KO  comme  ^^  eft  à  g,  une  Hyper* 
bole  ou  les  Hyperboles  oppofëes  qui  rencontrent  le  cer* 
cle  en  des  points  M^  M^  d'où  fbient  abaillëes  des  per- 
pendiculaires MP^MP^  fur  la  ligne  AP.  Je  disque  les 
parties  AP^  AP^  de  cette  ligne  feront  les  racines  de 

Tëgâlité a;*— f  ^;cx—  5L'x-H-^=:^>  en  obfervanc 

qu'elles  font  vraies  lorfque  les  points  P  tombent  du 
côté  où  Ton  a  fuppofé  PM  en  faifant  la  conftrudion , 
&  faufles  lorfqu'ils  tombent  du  côté  oppofé. 

Car  on  trouvera  par  la  propriété  du  cercle  la  troifîé- 
me  équation  5  &  par  la  propriété  de  THyperbole ,  la 
cinquième  5  &  ôtant  la  troiuéme  de  la  cinquième,  on 

Mira^y^^fy---^xx^xxz=:oj  d*où  Ton  tire  jf  ==  y  j 
&  mettant  dans  Tune  ou  dans  Pautre  de  ce%  deux  équarions 
i  la  place  àey  cette  valeur  y ,  &  â  la  pl^ce  de  y  y  fôfl 

quarrê  4  ,  on  trouvera  l'cgalité  x*  &c.  Mais  ayant  les 

valeurs  de  x ,  on  a  celles  de  t^j  puifque  «;==  ~  , 

Maintenant  pour  fàtifaire  â  la  première  demande  da 
Problême ,  je  nomme  le  rayon  du  cercle  donné  C  J",  ri 

&  j'ai  par  confequent  f=:  •£  *^cc—\-aa--  tul>--^bè- ^^i  i 

d'où  il  fiiit  que  fi  l'on  prend /r=  **^  u 

rayon  CF  ou  C  G  du  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  troifié. 
me  équation ,  fera  égal  à  la  donnée  r.  Il  refte  i  faire  que 
l'Hyperbole  foit  fèmbkbk  â  une  donnée ,  c*efî  à  dire, 
que  fon  premier  ou  fécond  axe  LK  fôit  à  fôn  paramè- 
tre JC  0  en  raifbn  donnée  de  m  â  »  >  &  il  eft  vifible  qu'il 

ne  /aut  pour  cela  que  prendre  g=;  ^  ,  puiTque  Z  K, 
KOint.gi'.m.ttt 
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Ennd  pour  faire  en  forte  que  l'Hyperbole  fbit  don. 
txéc ,  ou ,  ce  qui  eft  la  même  choie  que  fon  premier  ou 
fécond  axe  ZK  Scie  paramètre  KO  de  cet  axe  fbienc 
égaux  â  des  lignes  données  ^  je  nomme  d'abord  le  pi'e^ 
mieraxe  XiC,  m  fbn  paramètre  KO  y  piicY^iKO{p) 

t=^j  &  ZK{it)  =  f^cc-^4dg-^hg  (  il  faut  fe  reC 
fbuvenir  que  i&zr:  tîL)  i  ce  qui  donne  gi=:  5,  &  / 

=  ^^^^^    ^  :  d'où  Ton  voit  que  iî  cc-^jyig  furpafle  bg , 

&  qu'on  prenne  pour  g  &  pour  /  ces  valeurs ,  on  trouva- 
ra  dans  la  conflruûion  de  la  cinquième  équation  pour 
le  premier  axe  ZK  &  fbn  paramètre  KO  les  lignes  doo. 
nées  u  &c  p.  Mais  s'il  arrive  que  cc-^^dg  fbit  moindre 
que  ^g ,  il  faudra  nommer  le  fécond  axe  ZKyXti&ifotx 
paçametre  KO^fi    ce   qui   donne  comme  ci-defTus 

g=:  5 ,  &  /==:  :;i^J^j^  s  où  l'on  doit  obferver  que 

2  /  &  ^  ne  marquent  plus  à  prefènt  les  mêmes  lignes 
qu'auparavant  :  &  s'il  arrive  que  h  g ,  dans  cette  demie* 
re  fuppofition  où  2  /  marque  le  fécond  axe  ^  fiirpafle 
€c — h4</g,  il  efl  vifible  qu^n  prenant  pour  g  &/ ces 
valeurs  ckns  la  confkuâion  de  la  cinquième  équation, 
on  trouvera  pour  le  fèipnd  axe  ZK^  fbn  paramètre 
JC  O  les  lienes  données  %t  6c  p. 

11  faut  bien  remarquer  qu'il  peut  arriver  que  la  va. 
leur  de  /  fbit  imaginaire  dans  l'une  &  dans  l'iautre  de 
ces  fùppofîrions  )  &  alors  on  voit  que  la  conflruétion  de« 
vient  impoflîble  du  moins  par  cette  méthode.  Or  com- 
me tous  les  Auteurs  qui  s^en  font  fërvis  après  M.  Sluie 
oui  en  eft  l'inventeur,  la  donnent  pour  générale  j  j'en 
ferai  une  remarque  à  part,  où  je  ferai  voir  en  examinant 
pair  ordre  tous  les  cas  qui  peuvent  ai^river ,  que  dans  cet 
exemple  même  il  peut  y  en  avoir  une  infinité  où  cette 
méthode  ne  rcuflît  point. 

Si  c'ètoient  deux  Hyperboles  conjuguées  qui  fuflent 
données  y  la  conflruâxon  feroit  toujours  pof&ble^  car  à 

Krijj 
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^rés  avoir  nommé  le  premier  axe  d'une  de  ces  Hyperbo' 
les  Z  iC,  1  /  j  &fon paramètre  KOj  ^  >  il fe  crouvoic  que  la 

valeur  de  /=  '^^     ^  ^_  fut  imaginaire ,  c'eft  à  dire , 

3ue  h  g  furpaflat  ce — h^dgy  il  n'y  auroit  qu'à  fè  fèrvir 
ans  la  conftruâion  à  la  place  de  cette  Hyperbole  de  fà 
conjuguée  &  de  fbn  fécond  axe ,  puifque  le  fécond  axe 
de  celle-ci  étant  le  même  que  le  premier  axe  de  l'autre ,  la 
valeur  de /ne  renfernieroitplus  aucune  contradidion.Jç 
dois  encore  avertir  que  s'il  arrive  que  ^^>-+-4^=;z  Ag,  Te- 
^uation  du  quatrième  degré  s'abaiflè  à  une  on  féconde 

R  c  M  A  il  Q^U  E, 

J97*  ^'*-  Si  THyperbole  donnée  eft  équilatere.  Oq 
aura  g:;=:^>  &  on  fe  fervira  dans  la  conftruâion  du  Pro- 
blême de  fbn  premier  axe ,  lorfque  c  c  -H-  4  dg  fiirpafle 

hg^  c'çfl  à  dire,  en  mettant  pour  h  fa  valeur  —^ ,  &: 

pour  g  fa  valeur  a^  lorfque  r^— +4^</  fîirpafïè  b^^a  j 
JBc  du  &cond  lorfiqu'il  e(t  moindre.  £t  la  conftruâion 
/èra  toujours  poffible. 

1^.  Si  le  premier  axe  de  l'Hyperbole  donnée  furpa£e 
Ton  paramètre.  On  fè  fervira  dans  la  conibruâion  du 
Problème  de  fbn  premier  ax%  lorfque  cc^^^ad  fîir* 

pafïè  ^-+<i*  j  carU  fuit  de  la  que  cC'^/^dg  furpaflei&^ 
c'efl  â  dire  (  en  multipliant  par  -  &  mettant  pour  h  fâ 

valeur  --^)  quç  ~ --+4^^  forpaflè  ^•— t-g\  puifquc 
dans  cette  fuppofîtion  g  (J)  étant  moindre  que  a ,  la 

quantité  *    -^^ad  fera  plus  grande  que  cc-^^ad^  9c 

^— Hg  fera  moindre  que  ^<— t-^  •  Au  contraire  lorfque 

rf-H-4^^  efl  moindre  que  h^a  ,  il  faudra  fê  fcrvir 
du  fécond  axej  car  il  fiiit  de  là  que  cc-^^dg  efl  moin- 


dre que  hg^  ou  que  ^  --+4^ d  çfl  moindrç  que^— !-& 
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puifque  2 1  marquant  à  prefent  le  fécond  axe  qui  cft 
moindre  que  fon  paramètre  p  la  quantité  ^  eft  ici  plus 

grande  que  a.  D'où  Ton  voie  que  la  conflruâion  efl: 
toujours  poffible^  non  feulement  lorfque  THyperbole 
donnée  eft  équilatere ,  mais  encore  lorfque  le  premier 
axe  eft  plus  grand  que  fon  paramètre. 

3®,  Si  le  premier  axe  eft  moindre  que  fon  paramètre. 
Il  faudra  neceflàirement    lorfque  cc^^-i-^^ad  furpaflc 

i — \-a  ^  fe  fèrvir  du  premier  axe  j  car  fi  Ton  employoit  ]e 
iecond ,  il  faiidroit  que  cc-^^-^^dg  fût  moindre  que  hg^ 

ou  que  ^  — f  4^^  fût  moindre  que  ^-+g  j  ce  qui  ne 
peut  être^puifque  it  qui  exprimeroit  alors  le  fecpnd 
axe  étant  plus  grand  que  f^  la  quantité  g  (^)  feroic 
moindre  que  a.  Mais  en  fe  fervant  du  premier  axe ,  il 
peut  arriver  que  ^'-H-4^</foit  moindre  que  ^-*+g*, 

puifque  g  (^)  eft  plus  grand  que  ai  &  alors  il  eft  évi. 
dent  que  la  conftruâion  du  Problême  devient  impoiE. 
ble ,  parce  que  la  valeur  de  /  (^;^^^=  \  renferme 
une  contradidion.  De  même  lorfque  cc^-^^^ad  eft 
moindre  que  b^-^y-a  ,  il  faut  neceiEûrement  fe  fervir 
du  fecond  axe^  &  comme  alors  la  valeur  de  g  (^)  eft 

moindre  que  ^,  il  peut  arriver  que  *Ji^^^ad  foit  plus 

grand  que  b-^+g^  &  qu'ainfi  la  valeur  de  /  [  ~*^~^  \ 

foit  imaginaire. 

Il  eft  donc  évident  qu'il  peut  arriver  ime  infinité  de 
cas ,  où  la  confbuâion  de  Tégalité  propofëe  dans  le 
Problême  dévient  impoffible  j  &  cela  lorfque  le  premier 
axe  de  THyperbole  donnée  cft  moindre  que  fon  para- 
mètre y  car  autrement  elle  réuflîra  toujours. 


\ 
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Corollaire    I. 

309.  oi  Ton  prcnoit  dans  le  Problême  précèdent 
la  Quatrième  équation  au  lieu  de  la  cinquième  ^  &  qu'on 
fift  la  conftrudion  de  même  en  fe  fèrvant  de  TEllipic  qui 
eft  le  lieu  de  cette  équation, au  lieu  de  l'Hyperbole  qui 
eft  le  lieu  de  la  cinquième  :  il  eft  vifîble  que  Ton  con- 
ftruiroit  Tëgalité  propofée  z^  &c.  par  le  moyen  d*un  cer- 
cle donne  &  d*une  EUipfè  iemblable  à  une  donncç  j  ou 
avec  une  Ëllipfe  donnée  &c  un  cercle. 

Corollaire   II. 

399*  II-  eft  évident  qu'on  peut  rendre  la  conftruc* 
tion  précédente  générale  pour  toutes  fortes  d'égalités 
du  troifîéme  &  du  quatrième  de^ré ,  en  ob/ervant,  !•• 
De  faire  évanouir  le  fécond  terme  de  régalité  donnée , 
lorfqu'elle  en  a  un  j  de  la  multiplier  enfuite  par  fà  ra^ 
cjnç  s^  Jorfqu^elle  n'eft  que  du  troificme  degré  j  &  dç 
prendre  un  plan  at  égala  tous  les  plans  qui  multiplient 
Zj(^  un  (blide  aac  égal  à  tous  les  fblides  qui  multiplient: 
sn^^  &L  enfin  un  furfolide  a  '  d  égal  â  tous  les  iîiriolides 
donnés.  1^.  D'effacer  dans  les  valeurs  de  ^D^  DC, 
C-F,  jiH^  IH3  LKy  les  termes  où  fe  trouve  b  lorfl 
que  xj^  ne  fè  rencontre  point  dans  Tègalitè  donnée , 
ççux  dans  Içfquçls  k  rencontrent  covid  lorfque  le  qua^ 
trièmeou  le  cinquième  termç  manquent:  &  de  changer 
de  (îgnes  tous  les  tçrmes  où  ^  fe  rencontre  avec  une  di- 
menuon  impaire ,  fi  le  troifièpie  çerme  de  Téquation  don* 
nèf  a  un  fiene  diftbrent  du  troifième  de  la  précédente) 
comme  aqui  ceux  dans  lefquels  r  ou  ^  fè  rencontrent 
evec  une  dimoifion  impaire  lorfque  le  quatrième  ou  le 
cinquième  terme  ont  Ats  fignes  differens  des  quatrième 
&  cinquième  de  Tégaiité  précédente.  3^.  De  prendre  du 
côté  de  PM  cts  lignes  lorfque  leurs  valeurs  font  pofi« 
fiyçs  ^  Çc  du  côté  oppofë  lorfqa''elles  font  négatives, 


/ 


i 

\ 
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R  £  M  A  &  QJJ  B. 

40 0«  O^  p^^^  toujours,  rendre  la  conftruâion  pré* 
t^edente  plus  fimple  dans  les  égalités  particulières  qu'oa 
fë  propote  de  conftruire ,  en  Faifànt  en  forte  que  a  fbit 
égal  a  b  y  car  il  n'y  a  qu'à  réduire  Tégalité  donnée  fou$ 
cette  forme  sf^^aaxji^aacj^a^dz=ûj  au  lieu  de 

cette  autre  ^^^  ^ b  «L^-f- ^ ^ ^Kr^ ^  '  ^=  ^*  ^^  9^^  ^  ^™- 
pêché  de  le  faire  d'abord,  c'eft  cju'on  avoit  en  vûë  de 
rendre  la  conftruâion  du  Problême  générale  oour  tous 
les  cas ,  comme  Ton  vient  de  £ûre  dans  le  Corollaire 
précèdent ,  &  que  pour  cet  effet  il  falloit  que  chaque 
terme  de  Téealité  renfermât  des  lettres  différentes  i^c^ 
d^  au  prcnuer  degré. 

PROPOSITION    VL 

Problême. 

401.  Construire  les  racines  defégdUti  t* — bx» 
^— aczz — \-at.^àï'-\-aahhz=.o^  fdrle  meyen  imu  Hy- 
perbole donnée  entre  fe  s  AJymptoteSy  éf  tt«n  cercle. 

Ayant  fait  ^=t!^  on  transfomera régalitc  donnée  p,^,  ^^^ 

en  cette  autre  x*—  j  x»  — f  xx-H-  ^  x-+  -^  =*. 

Ayant  mené  d'un  point  quelconque  M  de  l'Hyperbole 
donnée  qui  a  pour  centre  le  point  j4  ,  une  parallèle  MP 
à  r«ne  des  Aiymptotcs  ^Si»  &  4"!  rencontre  l'autre 
au  point  P ,  on  nommera  les  inconnues  &  indéterminées 
APiXi  PMyy'y  iefquelles  font  entr'elles  un  angle  don- 
né APM>  &  on  aura  par  la  propriété  de  l'Hyperbole 
xy^zzmm,  en  luppolànt  que  mm  en  foit  la  puiHànce. 

Maintenant  fi  l'on  prend  f-^^mV  J ,  on  aura  hffzrzammt 

&  ^*  z=im*=.xxyy:  &  mettant  i  la  place  de  ^  qui 
ef^  le  dernier  terme  de  l'égalité  précédente  fà  valeur 


3it  LrvuE     Niuvib'm». 

jcxyyj  &divi/ânt  en(îute  par  xjv,  on  trouvera  xx—  ^x 

^*'^M  •~**^/=*>  9"^  ^  change  (en  metcant  dan» 
le  terme  ^  à  la  place  de  x  fà  valeur  ^trouvée  par  le 
jmoyen  de  l'équation  xy =1»»=:  ^\  en  cette  autre  xx 

*Art.  J18.  —  ix— «  7  — +  %y'-^yy'=-'>  ^^^^ le iicu eft* un  cer- 

***  5'*^'      ck  lorfque  l'angle  y^PAf  eft  droit. 

Mais  lorfque  l'angle  APM  n'eft  pas  droit ,  on  f  ce 
qui  revient  au  même  )  lorfque  l'Hyperbole  donnée  n'eft 
pas  équilatere ,  il  eft  évident  que  le  lieu  de  la  dernière 
équation  n'eft  plus  un  cercle ,  mais  une  Elliplè.  Ceft: 
pourquoi  afin  de  trouver  une  équation  dont  le  lieu  fbic 
un  cercle,  je  prens  fur  l'Afymptote  AP  h.  partie  AB 
=  xa:  &c  ayant  mené  ^  ^  parallèle  à  l'autre  Afymptoi- 
te  AQ^]e  tire  du  centre  A  la  perpendiculaire  AE  fur 
££:èc  nommant  lesdonnées  JÎ£,gf  ^^^^j  je  mul- 
tiplie l'équation  xy -'mm=zOy  àont  l'Hyperbole  don- 
née eft  le  lieu ,  par  f  j  &  j'ai  *-2  -  -^ = «,,  J'ajoûteen- 

lùite  cette  équation  â  la  précédente  lorfque  l'angle  fait 
par  les  AfymptoCes  eft  aigu ,  &  je  l'en  retranche  loriqull 
eft  obtus  comme  je  le  foppofè  dans  cette  figure  r  cela 

me  donne//-?  J  x/— +  ^/-+xx—  ^x—  Cliïïli^:^ 
•-^»*'  JX7.  dont  le  lieu  eft  un  cercle  *  qui  fè  conftruit  ainfi, 
y  Soit  prife  iùr  TAfymptote  An  la  partie  AD=z  ^ 

du  côté  oppofc  â  PM:  iôit  tirée  parallèlement  iAEy 
la  ligne  i)C=  f—  ^  du  côté  de  />;»/  lorfque  cet- 
te valeur  eft  pofitive ,  &  du  côté  oppofé  lorfqu'elle 
ieft  négative  ;  Enfin    du  centre  C  &  du  rayon  CJlf 

= VÂC^-h  t=S^  foie  décrit  un  cercleje  dis  qu'il  coi». 

pcra  l'Hyperbole  donnée  _&  ion  oppofëe  en  des  points 
iW,  d'où,  ayant  mené  des  parallèle*  MP  à  ï'Afymptoce 
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"i^Qy  les  pâmes  AP  de  l'autre  Afympcote  exprimeront  les 
racines  de  Tcgalitc  x*— jx^  — ^xx— f^  x— t-^m^.- 
fçavoir  celles  qui  font  du  côté  de  PM^  les  vraies }  & 
celles  qui  font  du  côté  oppofé ,  les  feuflès. 

Car  par  la  propriété  du  cercle ,  on  trouve  cette  équ^L-^ 

réd«it  (en  mettant  pour  xy  fà  valeur  »iw)  i  cette  autre 
XX— ^ X  —^  — *-  iy-^yy  =^ ^ ^  dans  laquelle  mettant 

enfin  pour/  ià  valeur  ^  ou  ^,  &  ^uryy  le  quarrc 
de  cette  valeur,  on  retrouve  l'égalité  même  propofée 

x*~^x*  &c 

Si  Tangle  fait  par  les  Afymototes  étùit  aigu  j  il  feu- 
droit  changer  dans  les  valeurs  ae  AD  &  de  CM^  les  fi- 
gnes  des  termes  où  g  fo  rencontre,  dont  la  raifon  eft- 
que BE{g)  devient  négative  de  pofitive  qu'elle  étoit. 
Mais  lorfque  THyperbole  eft  équilatere ,  il  faut  eflfacer 
les  termes  où  g  fe  rencontre  &  mettre  pour  e  ùl  valeur 
ta^  parce  que^£  tombe  alors  fur -^^;  ce  qui  rend  "^ 

la  conftruâion  beaucoup  plus  fimple. 

Lorfqu'on  a  les  différentes  valeurs  de  x ,  il  eft  évident 

qu'on  a  auffi  celles  de  5;^  en  faifant  z^:=  j .  Et  c'eft  ce. 
qui  étoit  propofô. 

CokollaiheI. 

401.  Si  le  dernier  terme  de  l'égalité  propofôe  du 
quatrième  degré ,  a  voit  le  figne —,  il  eft  clair  qu'en  ope-  ' 
rant  comme  ci.defiîis,  on  trouveroit  une  équation  dan» 
laquelle  le  terme^/  aurait  le  figne  —  j  &  dont  le  lieu  par  ' 
confequent  ne  fcroit  pas  un  «ercle,  mais  *  une- Hyper-  -^jirt.  j)i, 
bole.  D'où  l'on  voit  que  cette  méthode  ne  peut  lèrvir  • 
que  pour  les  ^alités  du  quatrième  degré  qui  ont  leur; 
dermer  terme  avec  le  figne  — +•.  •    - 

•  ■  r 

«-|-.  »  ^  ...-.'.  '  '    ■  •• 
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COKOLLAIKE      II. 

403*  On  pourra  toujours  en  fe  fèrvant  de  la  me- 
tliode  précédente,  reibudre  toute  égalité  donnée  du 
troifîéme  degré  x^'^nxx'^afx^^aaqzzzûy  par  le 
moyen  d'une  Hyperbole  donnée  entre  tes  Afymptotes , 
&  d'un  cercle-  Car  la  multipliant  par  x— i-r  lorfqu'il  y 
a  -^aaq^  &  par  x— rlorfque  c*eft  — -^4*^ ,  on  la  cban- 
géra  toujours  en.  cette  autre  du  quatrième  degré. 
xA^nx^'^^afxx^aaqx^-\raaqr^OJ 

dont  le  dernier  terme  aaqr.  aura  toujours  lefigne  --+, 
&  qui  fera  par  €onfequent  du  nombre  de  celles  qu'on 
peut  conftruire  de  la  manière  précédente. 

Mais  on  abrégera  beaucoup  la  conftrudion  en  obser- 
vant 1^.  De  prendre  pour  Tunité  arbitraire  a  la  ligne  m 
racine  de  la  puiflànce  de  l'Hyperbole  donnée ,  qui  efl:  le 
lieu  deTéquation  xy=m«i=^^,  puifque  mz=:a.  1^. 
De  profiter  de  Tindéterminée  r  pour  égaler  le  dernier 

terme  ^^fr  avec  a^zizxxyyi  ce  qui  donne  f=-.  3*^. 

Que  le  cercle  qui  doit  déterminer  par  fês  interieâions 
les  racines  de  l'égalité  coupera  neceflàirement  l'Hyper- 
bole lorfqu'il  y  ^—aaq^hi  fon  oppofëe  lorfque  c'eft 
f  I  «•  «jr  — +-  aaqy^nuti  point  K^  d'où  ayant  mené  une  parallè- 
le i:/f  à  rAfymptote  A  d^  \z  partie  A  H  de  l'autre 
Afymptote  doit  être  égale  à  r,  puifque  l'égalité  du  qua- 
trième degré  a  pour  une  de  fcs  racmes  x=:Ijpr.  De  là 
on  tire  cette  conftrudion  qu'il  eft  facile  de  rendre  gé- 
nérale pour  toutes  les  égalités  du  troifîéme  degré. 
;  Je  fuppofe  que  l'angle  fait  par  les  Afymptotes  de  l'Hy^ 
perbole  donnée  fbit  aigu,  Se  qu'ayant  pris  pourTiinité 
arbitraire  a  la  racine  de  Ja  puiflance  de  l'Hyperbole 
donnée ,  on  ait  réduit  l'égalité  donnée  du  troiueme  de^ 
gré  fous  cette  expreffîon  x^--nxx^apX'--aaq=za, 
Ayant  pris  fur  TAfymptote  AP  la  partie  ABtmxa^SL 
mené  J3E  parallèle  à  Taucre  A/ymptote  /iQj^  on  cire 


n 
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4a  centre  A  la  perpendiculaire  AE^  fur  ME'yiL  ayant 


pris  i\ixAQ\^  partie  AL=^q  du  côté  de  PAf ,  parce- 
qu'il  vz—-aaq  dans  l'égalité  donnée ,  on  tirera  L  K  pa. 
ralleie  à  AP,  &  qui  rencontre  l'Hyperbole  au  point  JC. 
Cela  fait,  on  nommera  les  données  3£,  g»  ABycS 
XKjri  &  on  prendra  fur  l'Aryroptote  AqJ,z  partie 

^D=^  — ïf  ^H-*'  P<'"'^*^'^g^''>^  on  tirera  DC 

^  parallèle  à  ^  £ ,  en  obfçrvant  de  preU' 


dre  on  mener  ces  lignes  du  çôjé  de  PM  lorfqtie  J«!ur» 
valeurs  font  pofitives  &  du  côté  oppofé  lorfqu'elles  fonç 
ûegativcs.  On  décrira  enfin  du  centre  C,  &  du  rayon 
CiC,  un  cercle  qui  coupera  les  Hyperboles  oppofées  en 
des  points  M,  d'où  ayant  mené  des  droites  iVfjP paral- 
lèles à  l'Afymptote  AQJ»^  les  partiey  AP  de  l'autre 
Afymptote  feront  les  racines  de  l'égalité  propofée  «» 
—«XX — apx — aaqc=zû. 

Car  prolongeant  les  droites  MP^KH^jot^n'à  ce 
qu'elles  rencontrent  la  ligne  D  C  auffi  prolongée ,  s'il 
eft  necefTaire,  aux  points  G,  Fi  on  aura  (  à.  caufe  des 
triangles  redangles  CFK,  CGM  )  ces  deux  égalité» 
GM^-^ CG'=.  CM\ &  PX'— +  CI^=CK  i  &  par  con- 
fequent  GA/*-4-CG'=7K*-+ciF\  puifque  les  lignes 
C3f ,  CKs  font  rayons  d'un  même  cercle.  Or  parla 
conftru«aion  (  je  fuppofé  ici  pour  éviter  l'embarras  des 

fignes  -H-  &  —,  que  £  —  i  f =-4- </,  c'eft  à  dire ,  que 
cette  valeur  eft  poûtive)  OM  aa  PM'^PQt==.y 
L^^d.CG  ou  DO-DC=^'-l'^'~=^, 


%»  ^ 


rK  on  XH-+«"F=:f-+£;r-+«/,  CJF  ou  CD 
— .J?jy=:  *'"^^"'r^f  _..  21.  Ceft  poiïrquoi  mettant  i 
la  place  de  ces  ligtes  leurs  valeurs  analytiques  dans  l'é- 
galité précédente  Gjii*-+CG*i=:-F^'— *-CjF*,  on  en 

fojmcra  d'abordj  ccUe-d  //-f  ix^Uy^^^^ xx 

suj 
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—  «X  —  r;^r  ==  ^f  -H-  Irq-^xdq^^  *£±Î5  rr^-^w^ft^ 
eh  s*cpargnant  la  peine  d'écrire  de  part  &  d'autre  les 
quarr^s  dey,&  de  ^^^^J^^  qui iè  dctrui/ent  mutuel-, 

lement.  Si  Ton  confidere  à  prefènt  qu'à  caufe  de  THy- 
pcrbole,  le  reâangle  j^^=r^,  &  qu*â  caufè  du  trian-. 
gle  reûangle  AEB  le  quarré  4^^=i:gg— f^^,  on 
changera  réquation  précédente  en  celle-ci  j^j-H-i^y 
-H-xx— »;r — rxzzzqq — Vxdq-^nr^  dans  laquelle  met.. 

tant  <l*aboi!d  i  la  place  de  xd  ùl  valeur  ^  --*  f  ^  &  eoi. 

fuite  i  la  place  ^t  yUyy  leurs  yaleurs  -  &  —  ^  6c  or- 
donnant régalitë  il  vient 

x^—nx^'—afxx^aaqx'^a^zizo, 
—    i»-+»r      — VafT 
qui  étant  divifée  par  x-^r,  donne  enfin x^^nxx^afK 
'^aaqzz:.o^  qu'il  falloit  conftruire,  ^ 

Pour  rendre  cette  conftrudion  générale  il  faut  obfèr^ 
ver,  1^  De  prendre  la  partie  AL  {ut  TAfymptote  AQ^ 
du  côté  oppofé  â  PM  lorfqu'il  y  a  ^aaq  dans  Tcga- 
lité  donnée  ;  &  de  changer  de  fignes  les  termes  oixq  8c 
r  fè  rencontrent  dans  les  valeurs  de-^D,  DC,  z^  De 
changer  de  fignes  le  terme  où^  ie  rencontre  dans  la  va- 
leur  Sq  AD  forfqu'il  y  a  -+^/x  dans  Tégalité  donnée, 
&  de  Teâfacer  lorfaue  ce  terme  y  manque  :  il  faut  faire 
la  même  chofe  a  regard  du  terme  ou  »  fc  rencontre 
dans  la  valeur  de  DC,  lorfqu^il  y  a  -+jixx.  3^  De 
changer  de  iîgne  le  terme  où^  fe  rencontre  dans  la  va- 
leur, de  jj)  C»  Torique  l'angle  fait  par  les  Afymptotes  eft 
obtus,  &:  de  Teffacer  lorfqu'il  eft  droit,  en  obièrvant 
alors  que  tf  5=  a  ^.  .    . 

R  E  M  ▲  H  <i^U  E. 

404*  L'alcebre  nous  fournit  des  moyens  faciles? 
pour  transformer  toute  égalisé  du  quatrième  degré,  en 
une  autre  du  même  degré  dont  l«i  Jîffnes  des  termes 
ibient- alternatifs.  Or  eomme  alors' ion'  dernier  terme 
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tara  toujours  le  ligne  -H-  »  il  cft  vifible  qu'en  fe  fcrvanc 
de  cette  préparation  lorfaue  le  dernier  terme  de  rëgali- 
té  qu'on  veut  conftruire  a  le  figne  —,  on  rend  la  méthode 
du  Problème  générale  pour  toutes  fortes  d'égalités  du 

Suatriéme  degré.  Mais  parce  que  toutes  les  racines  réelles 
'une  égalité  font  vraies,  lorfque  les  fignes  de  fes  ter- 
mes  font  alternatifs  ^  il  s'enfuit  qu'on  n'a  be(bin  alors 
que  de  l'Hyperbole  donnée  ^uifque  fbn  oppofée  qui  ne 

iert  que  pour  les  racines  faufles  devient  inutile. 

« 

PROPOSITION    VIL 

Problème 

4oy*  Soit  fropopc  i  confiruite  légalité  JkRxiime  de^ 
pi  X*— bx^— i-acx*— haadx'— ha*e-xx— a^fx-+a*g 
p=:o^  au  X*— bx^-+cx*— t-dx'-+exx— fx — |-gr=o 
(  en  finsemendant  la  liffie  a  qui  rend  le  nembre  des  dimenfitms 
égal  dans  chaque  terme ,  ^  que  Pen  regarde  comme  l^ unité  )  ; 
far  le  moyen  d^un  cercle  ^  ^  £un  lieu  du  troifiéme  degré. 

Je  prends  pour  le  lieu  du  troifiéme  d^ré  x^-^mxx 
—  n  AT-rt-  f = —f^y  >  ^^^*  lequel  les  quantités  m^  n^f^  q^ 
que  l'on  regarde  comme  données ,  fe  doivent  détermi. 
ner  d'une  manière  convenable  pour  fatisfaire  au  Problê- 
me }  ce  que  je  fais  en  cette  forte  r 
en  quarrant  chaque  membre ,  j'ai 

&  comparant  les  termes  — zwx',~i»j^x,— Wf  avec 
leurs  correfpondans  dans  lapropofée  — ^^^— /^r^— +g, 

je  trouve  m-=z\h^  q:=:^g^  nz=z  -^  j  &par  confequênt 

X*— 2»*'— 2»fx— +f^r=rx*— ^x^— /x--+g*  Si  Ton 
meta  prefent  i  la  place  de  x^-^imx^—inqx-^qq  ûl 
-tBicuT ppxxyy—mmx^  &c.  trouvée  parle  moyen  de 
l'équation  précédente,  &  â  la  place  de  x^—ix^-^fx 
—♦-2  fà  valeur — cx^—dx^  &c.  trouvée  par  Je  moyen 
:galité  donnée ,& qu'ayant divifé par xx^on  tranil 
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pofe  toutes  les  quantités  d'un  même  côté ,  on  fbnner» 
cette  équation 

c         — +.</   --+^ 
'^^r/.  ji8.   dont  le  Keu  fera  *  un  cercle  fi  la  quantité  c^-^in—mm 
&  ?*?•       (  qui  multiplie  le  quarré;rx)eftpoatiye,&  qu'on  prenne/^ 

=^-+  i-^i^^i  car  divifant  par  //,  &  faifant  pour 
abréger  zy=  i!!!S±li^  &//=  jgadrry  ou  n^^^^i-^ 

onaurz yy^^^xx—if xZjf. s sz=z:o:  fçavoir  -4*/^  lort 
que  xmq^-+e  {urpafle  »»  î  &  —  w ,  lorfqu'il  eft  moindre. 
Pour  conftruire  la  ligne  courbe  qui  eft  le  lieu  de  la 
première  équation  a?— xx—«x*-+f=ir—/jry,  jc  iûp- 
pofè  i  l'ordinaire  deux  lignes  droites  inconnues  &  indé* 
ftt.  z»*4.  terminées  j4P(x)^  PM{y)  qui  faflent  entr'elles  un 
angle  droit  A  PM  i  &  je  tire  par  Toririne  A  àQs  x ,  une 
ligne  droite  indçfînie  ^i^parallele  à  PAfjfiir  laquelle 

ayant  pris  du  côté  de  PM  la  partie  -rfG  J  ,  &  du  côté 

oppofé  la  partie  Gi?  =  i  ,  je  mené  du  côté  de  PM  la 

droite  BC'=:^m  perpendiculaire  â  AQ^Qçi^  fait,  je 
décris  fur  un  plan  feparé  une  Parabole  ME  M  qui  fûç 
pour  paramètre  de  fbn  axe  la  ligne  fz=i}/cr^m—mm^^ 
ayant  placé  ce  plan  fur celuici en  forte  que  Taxe  de  \% 
Parabole  fç  confonde  avec  la  ligne  AQ^bi  que  la  Para-r 
bole  s'étende  vers  le  côtç  oppoié  â  PMy  je  prends  fur 
cet  axe  depuis  fbn  origine  E  vers  le  dedans  de  la  Para- 
bole la  partie  -B-F=:^G=;:^.Je  me  fers  enfin  d*une 

longue  règle  indéfinie  CP  mobile  autour  du  point  fixe 
C,  &  qui  pafle  toujours  par  le  point  i^,  &  la  faifant  tour^ 
ner  autour  du  point  C ,  en  forte  qu*çllç  faflè  gliijcr  la; 
partie  £jF  de  Taxe  de  la  Parabole  le  long  de  la  ligne 
A  Q.  Je  dis  que  les  deux  interférions  continuelles  My  -W, 
de  cette  règle  avec  la  Parabole  MEM  décriront  danç 
ce  mouveçient  deux  lignes  courbes  qui  feront  Iç  lieu 

qu'ott 
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qu'on  demande.  Car  par  la  conftru<%ion  j4S  ou  j4G 
^G3=z  -  —  ;J.  »  &  p^r  1^  propriété  de  la  Parabole 

£^^£=  -  puifque  AP  ou  Af(^=x.  Or  les  triangles 

iemblables  FQMy  MDC^  donnent  J^^ (2j^u  EQ^EJP 

(^~;^).ûAf{x)::  DMon PM~A£  (^y^^^^^. 

CD{m—x).  Donc  en  multipliant  les  extrêmes  &  les 
moyens,  on  aura  x*— »ixx— «x— f-^=:— ^xj^.  Et  fi 
Ton  prend  fucceflîvement  les  points  M  dans  les  trois  an- 
gles  qui  fui  vent  celui-  ci ,  on  trouvera  toujours  la  même 
équation ,  en  obfërvant  de  faire  AP=z—x  6c  PM  =: 
— j^ lorfque  les  points  Pic  M  tombent  du  côté  oppofë 
â  celui-ci:  de  forte  que  ces  deux  lignes  courbes,  qu'on 
peut  appeller  conchoïdes  paraboliques^  feront  le  lieu  com- 
plet de  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauilès  de  Tin- 
connue  y ,  qui  répondent  i  toutes  les  valeurs  tant  vraies 
que  fauflès  de  l'autre  inconnue  x  ^  dans  Tëgalitë  x^--mxK 

Pour  conftruire  le  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  iêcond^ 
équation  yy-^xx-^irxZj^sszzno^  il  n'y  a  qu*â  pren- 
dre fur  la  droite  indéfinie  AP  l^  partie  AH=ir  du 
côté  de  PM  lorfque  la  valeur  de  r  eft  pofîtive ,  &  du 
côté  oppofé  lorfqu'elle  eft  négative  j  cnfuite  du  cen- 

tre  /f  êc  du  rayon  H  Mz=iv^r7^7s y  fçavoir  — //  loril 

2u*il  y  a  — *-  s$  dans  Téquation,  &  --+  /i lorfque  c*eft  — //, 
écrire  un  cercle^  car  à  caufc  du  triangle  redangle/f  PiW^ 

on  aura  toujours  TfAf  *==  HP*'-{-  PM^j  c'eft  à  dire  en 
mettant  les  valeurs  analytiques ,  &  tranfpofant  tous  les 
termes  d*uncôté  y  y — i-xx~irx^ss=io. 

Je  dis  maintenant  que  fi  des  points  M  où  ce  cercle 
rencontre  les  conchoïdes  paraboliques  on  mené  des 
perpendiculaires  MQ^furh  droite  indéfinie  Adi  ces 
lignes  feront  les  racines  de  l'égalité  propofée  :  fçavoîr 
celles  qui  tombent  i  droit,  les  vraies  ^  &  celles  qui  tora^ 
bent  â  gauche  >  les  iauilès.  Car  menant  di^s  parallèles 

Tt 
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MP  i  j4ilj  on  trouve  par  la  propriété  des  conchoides 
cette  équation  x' — mxx—nx^^q=z—pxyy   c'eft  i 


y  y  .  .  .       . 

fpxx  donnQ ppxxyy  =  —  fpx^^^zppfx^'±fpssxx. 
Et  comparant  enfemble  ces  deux  valeurs  At  ppxxyy^ 
on  formera  une  égalité  dans  laquelle  fî  Ton  met  à  la  pla- 
ce de  ir,  sSyppym^n^q^  leurs  valeurs ,  on  retrouvera 
régalité  propofëe  x^—hx^  &c. 

S*il  y  avoit  dans  Tégalité  propofëe  — dx^  au  lieu  de 

— f^x*,  il  eft  vifîble  qu'en  prenant  alors  ir=:  îî2=^J=H"^ 

le  refte  de  la  conftrudion  ne  changeroit  point ,  puiique 
^  ne  fe  rencontre  que  dans  la  valeur  de  r.  Et  comme 
alors  tous  les  fîgnes  des  termes  de  l'égalité  propdïce  font 
alternatifs  j  c*eft  une  maxime  receuc  en  Algèbre  que 
toutes  (ts  racines  réelles  feront  vraies  j  c^cft  à  dire ,  que  fi 
cette  égalité  a  deux  racines  réelles  &  quatre  imaginaires, 
les  deux  réelles  feront  vraies  ^  fî  elle  en  a  quatre  réelles  & 
deux  imaginaires,  les  quatre  feront  vraies  ^  &  enfin  fi  tou. 
tes  les  fixiont  réelles,  elles  feront  toutes  vraies.  D*où  Ton 
voit  qu'on  n'abefoin  alors  que  de  la  conchoïde  qui  efl:  dé- 
crite par  la  moitié  de  la  Parabole  qui  tombe  du  côté  du 
point  fixe  C,puifque  l'autre  ne  fert  que  pour  les  racines 
îaufles. 

S'il  arrivoit  que  la  valeur  du  rayon  du  cercle  fut  nulle 
ou  imaginaire ,  ou  enfin  fi  petite  qu'il  ne  touchât,  ni  ne 
coupât  les  deux  conchoïdes  en  aucun  point  j  ce  feroic 
une  marque  infaillible  que  toutes  les  racines  de  l'égali- 
té fèroient  imaginaires.  S'il  les  coupoit  en  fix  points , 
toutes  les  racines  fèroient  réelles.  Et  enfin  s'il  ne  les 
coupoit  qu'en  quatre  ou  en  deux ,  il  n'y  auroit  que  quatre 
ou  ceux  racines  réelles,  &  les  autres  fèroient  imaginaires. 
Il  faut  toujours  prendre  garde  que  fi  le  cercle  touchoit 
l'une  des  conchoïdes  en  quelque  point,  on  doit  regarder 
ce  point  comme  s'il  réuniflbit  deux  points  infiniment  pro- 
ches, en  forte  que  l'égalité  propofëe  auroit  deux  racines 
égales  â  la  perpendiculaire  menée  de  ce  point  fur  BE. 
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R  £  M  A  K  qjj  E     L 

406*  Il  iîiit  de  la  deicription  des  deux  conchoïdes 
paraboliques ,  i^  Qu'elles  ont  pour  Afympcote  commu* 
ne  la  droite  BE  infiniment  prolongée  de  part  £c  d'autre^ 
x^.  Qu'une  des  conchoïdes  pailè  par  le  point  fixe  Cy  & 
qu'alors  la  reele  CF  la  touchera  en  ce  point }  puifque  le 
point  M  fè  réunifiant  au  point  C  >  la  règle  paâè  par  dcuiE 

{)oints  infiniment  proches  de  cette  ligne  courbe.  3^  Que 
orfque  le  point  F  tombe  fur  B ,  la  règle  CF  qui  décrttl 
•  par  les  inrerfèâions  M^My  avec  la  Parabole  les  coa- 
choïdes,  tombe  fur  CBi  &  qu'ainfi  la  ligne  MF  M  de* 
vient  la  double  ordonnée  qui  part  du  point  F  :  c'eft  à 
dire  que  la  ligne  CB  rencontre  les  conchoïdes  en  deux 
points  KyZy  tels  que  BK  6c  B  Z  font  égales  chacunes 
a  l'ordonnée  â  Taxe  de  la  Parabole  qui  part  du  point  F. 
D'où  il  eft  clair  que  fiBC  étoic  égale  à  cette  ordonnée, 
le  point  K  tomberoit  alors  fur  le  point  Ci  &  qu'ainfi  la 
lizne  BC  qui  paflèroit  par  deux  points  infiniment  pro- 
ches iC  3  C  de  la  conchoïde  la  toucheroit  en  fè  réunifianc 
toute  entière  dans  le  feul  point  C. 

Il  n'eft  pas  neceflaire  de  fe  (èrvir  de  la  Parabole  MEM  Fie.  uj; 

Î)our  trouver  les  points  des  conchoïdes }  car  ayant  pris 
îir  BE  la  partie  B  0  égale  au  paramètre  de  la  Parabo- 
le, &  décrit  d'un  diamètre  quelconque  OR  plus  grand 
que  O  jff  un  cercle  qui  coupe  B C  aux  points  D yDion 
prendra  fur  ce  diamètre  la  partie  R  S  égale  à  £  J* ,  &  on 
cirera  par  le  point  fixe  C  les  deux  droites  C  My  CM  $ 
parallèles  i  DSy  DS,  qui  rencontreront  les  parallèles 
DM9  DMj  i  EB  cndes  points  Af ,  M  y  qui  feront  aux 
deux  conchoïdes.  Car  ayant  prolongé  CM  jufqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  rAfymptote  BE  au  point  Fî  &  mené 
^/?  parallèle  i  BCî  il  efV  clair  que  les  triangles  rec* 
tangles  M  Q^Fy  DBS  y  feront  égaux,  &  qu'ainfi  FQ^ 
efl  égale  i  BS.  Or  ayant  pris  R  S  égale  i  BF'y  on 
aura  EF'-\'F(l^  ou  EQj=:RS-+SB  ou  RBi  &  U 

Parabole  JSJ)^  qui  a  pour  fommet  Iç  point  j5,  &  pour 

Ttij 


3^t  L  1  V  n  E    Neuvie'me. 

paramètre  une  ligne  égale  a  ^  0 ,  paflera  par  le  poînc 
M  >  puifque  par  la  propriété  du  cercle  le  quarré  de  BD 
OVL  M  d^  eft  égal  au  reâangle  de  ^^  ou  £ Qj^^t  le  pa- 
ramètre £0j  ce  que  donne  auflî  la  propriété  de  la  Pa« 
rabole.  D*où  il  mit  que  le  point  A/  trouvé  par  cette 
conftruâion ,  n'eft  pas  difïèf ent  de  celui  que  donneroîc 
Tinterfedion  de  la  règle  C  F  avec  la  demie  Parabole 
£  M.  '  Et  c^eft  ce  qiCil  faBoit  démontrer. 

Si  le  point  D  étoit  donné,  il  ne  faudroit  pour  avoir 
le  point  R  y  que  mener  D  R  perpendiculaire  i  ODi  & 
le  refte  de  la  conflruâion  ne  changeroit  point* 

J'avertirai  ici  en  pailànt,  i®.  Que  fi  Ton  prend  fnrJ3C 
du  côté  du  point  C^  une  partie  £D  égale  à  la  vraie  ra* 
cine  de  Tégalité  du  troificme degré  xi—lmxx~lmn^ 
=10 {les  données £C=m y EJF=zn^ S Oz=:p)'^&cqu"ork 
trouve  enfuite  le  point  M  comme  Ton  vient  d'enfèigner  : 
ce  point  fera  plus  éloigné  de  la  droite  £Ç  que  tous  les 
autres  points  de  la  portion  KMCy  de  forte  que  la  tan* 

rnte  qui  paflè  par  ce  point  fera  parallèle  àBC.  ^^Que 
[*on  prend  fur  BC  prolongée  clc  l'autre  côté  du  point 
By  une  partie  SD  égale  à  la  vraie  racine  de  Tégalité 
xi~mnp=zûile  point  M  delsL  conchoïde  qui  répond 
au  point  D ,  en  fera  le  point  d'inflexion  :  c'eft  à  dire,  le 
point  où  de  concave  elle  devient  convexe.  Comme  ceci 
dépend  des  principes  que  j'ai  établis  dans  mon  Livre  des 
Infiniment  petits,  on  doit  le  fuppofèr  comme  vrai,  & 
remetre  à  en  chercher  la  raifon  après  avoir  lu  ce  Livre 
ou  quelque  chofe  d'éauivaknt,  d'autant  plus  que  cela 
eft  inutile  pour  la  refolution  des  égalités  du  fixiéme  de- 
gré dont  il  eft  ici  queftion. 

R  £  M  AU  QJJ  E      IL 

4^7ALe&  vifible  que  pour  décrire  les  deux  con^ 
choïdes  paraboliques,  il  faut  i^  Que  la  ligne  BC  {i6) 
ait  quelque  grandeur ,  &  qu'ainfî  l'égalité  propofëe  doit: 
avoir  un  fécond  terme,  i"*.  Que  le  terme^  fle  peut  être 
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nul  dans  réquarionxJ— wxjic— «x--+^=:— ^x^,puiil 
qu'en  diviiàncpar  x  >  elle  deviendroic  cette  dutre  xx—mk 
'^n'=.^fy^  dont  le  lieu  eft  une  Parabole^  d'où  il  eft 
clair  que  le  dernier  terme  g  iè  doit  trouver  dam  Tégali. 
té  propofée  avec  le  (ïgne  — Y  ^  puifque  q  =:  ^^g. 

De  plus  (î  le  terme  fx  avoir  le  fiene  -^,  où  luidon^ 
neroit  le  iigne  -^  en  changeant  au(E  les  (ignés  du  deuxié* 
me  &  du  quatrième  terme  ^  ce  qui  ne  troubleroit  poinc 
Tégalité ,  mais  changeroic  feulement  les  racines  faujûEbï 
en  vraies  &  les  vraies  en  faufles.  £t  afin  que  le  lieu  de  la 
deuxième  équation  pût  être  un  cercle ,  il  faudroit  que 

^  Zf  r  (  fçavoir  —h  c  lorfqu'il  y  a  — +•  ^  x  4^  &  —  r  lorfqu'il 

y  a  —  r  X  ♦ }  fîirpaflat  \bb.  D'où  l'on  voit  que  le  terme /-^ 
manquant ,  il  faut  que  le  terme  ex  ^  ait  le  fîgne  -+ ,  & 

que  c  furpaiTe  \bbitL  que  il  le  terme  cx^  manque  ^  X 

doit  furpafler  ^bb. 

Il  eft  donc  évident  que  ce  font-U  les  conditions  que 
doit  avoir-neçeflàircment  Tëgalité  propofëe  du  fîxiéme 
degré ,  afin  qu'on  là  puiilè  conftrui^e  immédiatement 
parle  moyen  des  concnoïdes  paraboliques  ^&  du  cercle, 
comme  l'on  vient  de  faire  la  précédente* 

R  £  M  A  H  Ct^o  t    IIL 

4o8«  LoRSQjyE  régalité  doûnée  n'cft  que  du  titu 
quiéme  degré  ^  on  peut  fouvent  en  l'élevant  au  fixiémey 
lui  donner  en  même  temps  toutes  les  conditions  neceil^iw 
i^s  pour  être  conftruite  immédiatement^  £n  voici  quel-^ 
ques  exemples. 

Soit  i^.  x^—a^b-zsLo^  où  l'oil  fîippofe  quê  a  furpafîê 
^^Je  multiplie  cette  égalité  par  x—b^  pour  avoir  celltf 
dufixicme  x^— ^x'— ^^^x*-— h^^^Air:^,  qui  a  toutes^ 
les  conditions  requifes  dans  la  reniarque  précédente. 

Soit  i***  x^—^aax^ — h5^^x—^*i=:^,  dans  laquelle 
^  furpafle  b.  Je  multiplie  cette  cWité  par  x—^,  &  j'ai 

'      '  Tt  iij 
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^ui  a  toutes  les  conditions  neceilàires. 

Soit  3^  AT^— ^a;*— 4^^x*— t-3^*xx— +3^*;tf— ir*z=^. 
Je  multiplie  cette  égalité  par  x—- 4^;  ce  qui  me  donnç 

^—^ax^ — fi^  a^x^ — ^aaxx — i^a^x — \'^a*=zo^  qui 
eft  une  égalité  du  iîxiéme  degré ,  dans  laquelle  toutes 
ks  conditions  neceflàires  fè  rencontrent. 

Il  eft  bon  d'avertir  que  la  première  égalité  x^—a^bxz=.o^ 
iert  à  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  deux  extrêmes  AyBi  que  la  féconde  x^—  ^aax^  &c^ 
iërt  à  divi/êr  un  anele  donné  en  cinq  parties  égales  ; 
ic  enfin  que  la  troinéme  x^—ax^icc.  (èrt  à  infcrire 
dans  un  cercle  donné  un  Polygone  régulier  de  onze  cô- 
tés :  &  c'eft  ce  qu'on  verra  dans  les  articles  du  Livre  fui-: 
vant.  Je  vais  aonner  la  conftruâion  de  la  première  A^ 
ces  égalités,  afin  qu'on  la  ^uide  comparer  avec  celle 
qu'on  trouve  â  la  nn  du  troifiéme  Livre  de  la  Geome> 
trie  de  M.  Defcartés. 
F I  Hf  »iif  •       Ayant  décrit  une  Parabole  M  E  qui  ait  pour  le  para* 

mètre  de  fbn  axe  une  ligne  f  =  i^'aa—ÇbT^  &  pris  du 

côté  que  Ton  voit  dans  la  figure  les  lignes  jiG=  — 

GBoVL  EF:z:^AG,SCc:=^ib,  AH=L^^,  &  unc 

éff 

Jigne  /=  i-v^é^bb~aa,  ou  j-  v^aa—^bbi  on  décrira 

d'abord  une  conchoïde  parabolique  COM  (comme 
^'on  a  enfeigné  dans  l'article  404.  )  i  l'aide  de  la  Para^ 
bolç  MEy  6l  d'une  longue  règle  CF  qui  tournç  l^bre^ 
ment  autour  du  pojint  fixe  C/&  qui  pafTe  toujours  par 
le  point  F ,  pendant  que  la  partie  £i^  de  l'axe  de  la  Pa- 
rabole gliflè  le  long  dp  la  ligne  AQj^Sc  enfuite  un  cer-^ 

de  du  centre  ff  &  du  rayon  HMi=y AH  ^ss^  fîja* 
voir  —fi/  lorfque  ^.bb  fiirpaflè  aa^ôc^-ss  loiîfqu'il 
eft  moindre.  Je  dis  que  fi  des  points  O ,  M  y  où  ce  cer- 
cle rencontre  la  conchoïdç,  on  mené  des  perpendicu- 
laires ORy  MPy  fur  A  Pi  les  parties  ARy  APy  feronc 
les  racines  de régalité  x9—bx^—a^bx^a^bbzz:§.  Cel% 
jlç  prouvç  coRimç  dans  J'articlç  404. 
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On  peut  s'épargner  la  peine  de  trouver  une  ligne 

/=  ^y'^.b^—aa,  ou  ^  y^aa—^iéi  fîTon  fait  atten. 

tion  que  le  cercle  décrit  du  centre  H ,  doit  couper  la 
concnoïde  COM  en  un  point  O,  tel  qu'ayant  mené 
O  R  perpendiculaire  fur  ^  jp ,  on  a  la  partie  ^Rzzzii 
puifque  Tune  des  racines  de  cette  égalité  eft  ;v = ^.  Ceft 
pourquoi  ayant  pris  fur  jt4P  h  partie  j4R  =i^,  &  tiré 
R  O  perpendiculaire  à  ^P  &  qui  rencontre  en  O  lacon. 
choïde  CO  Af  J  il  n'y  a  qu'à  décrire  du  centre  H  6c  du 
rayon  ff  0  un  cercle.  Car  il  la  coupera  en  un  autre  point 
Mly  tel ,  qu'ayant  mené  MP  perpendiculaire  fiir  ^P , 
la  ligne  j4P  fera  la  plus  grande  des  quatre  moyennes 
proportionnelles  qu'on  demande.  Comme  le  cercle  dé* 
crit  du  centre  H  ne  coupe  la  conchoïde  qui  paâe  par 
le  point  C  qu'en  deux  points  0,  A/,  &  np  rencontre 
point  l'autre  5  il  s'enfuit  que  Tégalité  propofee  x^^-^Ax^ 
&c.  n'a  que  deux  racines  vraies  j4R ,  AP^&cïqs  quatre 
autres  imaginaires. 

R  £  M  A  R  QJJE     IV. 

409-1^0KS(n7£  l'égalité  donnée  du  fîxicme degré, . 
iî*a  point  les  conditions  neceflaires  pour  être  conftruitfc 
immédiatement  par  la  méthode  que  l'on  vient  d'expli- 
quer ,  ou  bien  qu'étant  du  cinquième  degré ,  Ja  remar- 
que précédente  k  trouve  inutile ,  on  pourra  fe  /crvir  de 
la  préparation  qu'enfeigne  M.  Defcartes  dans  le  troiiîé- 
me  Livre  de  fâ  Géométrie.  On  y  trouve  la  manière  de 
transformer  toute  égalité  du  cinquième  ou  du  fîxiéme 
degré  en  une  autre  du  fixiéme ,  dans  laquelle  tous  les 
termes  fe  rencontrent  avec  des  fignes  alternatifs,  &  oii 
la  quantité  connue  du  troifléme  terme  fùrpaflè  le  quar- 
ré  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  du  fécond  :  ce  qui 
rend  la  conflrudion  du  Problême  cenerale  pour  toutes 
fortes  d'égalités  du  cinquième  &  du  fîxiéme  degré.  Je 
ne  m'arrêterai  point  ici  à  expliquer  cette  préparation , 
parce  qu'elle  dépend  de  l'Algèbre  pure  dont  je  n'ai  point 


i 


V, 
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entrepris  de  parler,  6c  que  d'ailleurs  je  vais  donner  dans 
U  Propofition  fuivantc  une  conftruâîon  générale  pour 
tputes  fortçs  d*égalités  du  cinquième  &  du  fijftcme  de- 

;rc ,  qui  ne  /îippofc  point  d'autre  préparation  que  celle 

lie  faire  évanouir  le  fécond  ternue. 


Fta* 


PROPOSITION    VIIL 

Problème, 

V 

4ro*  Trouver  les  racines  de  tiyditi  x*—  b  x*  —  ex* 
•dxx  — fx— +g==:o,  far  le  moyen  dtune  fremiere  Pa^ 
rabple  cubique  dannte  y  &  £une  SeHion  conique, 
ji*  Soit  aayz—  x[  Téquation  dont  le  lieu  eft  la  première 
*  Parabole  cubique  MAM{AP=zx^PMz=::y^A£=ia). 
Je  mets  dans  Pcgalitc  propofëe  â  la  place  de  x^  fa  valeur 
a^yy^  â  la  place  de  x*ià  valeur  aaxy  ^  &  à  la  place  de 
x^  Ùl  valeur  ^  4:^  3  ce  qui  la  change  en  cette  équation  da 

fécond  degré  yy^  ^  xy^  ^y^  ±xx^  Ix^  ^ 


ZArt.  jt|. 


^o^  dont  le  lieu  eft  une  Ellipiè  *lorfquc^/ùrpafle  î  bb, 
c'efta  dire,  lorfque  U  qu^ptjtç  connue  qui  multiplie  xk 

fnrvf^^  '^  -  -  "--^  ^-^  '-  — -'^  -"-  '-  - ---^ -"• 

mult 

Ja  ligne  qui  ,  ^         *     *       ^ 

&  qui  y  eft  fousçntenduc,  foit  égale  au  paramètre  a  de 
la  Parabole  cubiquç  donnée  j  cette  équation  fç  çlian* 

geraencelle-ci^/—  -x)^r-^^^^^  irxx— /x^-+4g==tf, 

dont  voici  I9  conftrudion. 

Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  j4P  la  partie  y^JBzzia, 
on  tirera parîtllelement  à i^JV/  &  du  même  côtelés  droi^ 
tes  S  Eznlb^  AB  =:  i  r  :  &  on  mènera  par  le  point  A 
la  droite  Âe  {e)^&c par  le  point  D  une  parallèle  D O 
^  AE,C\xv  laquelle  on  prendra  du  côté  de  PM  la  partie 

J)C  (/);=  ^±^  ,  &  de  part  fif  d'autfç  dp  point  Clés 

partie^ 


A. 


\ 
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parties  CKyCZ^  égales chacutie  i'tz^Vss^-^'^^^^.' 
Cela  fait,  du  diamètre  Z  iC  (  1  /  )  qui  ait  pour  paramètre, 
une  ligne  K  /f  = ^ ,  &  pour  ordonnées  des  droi. 

tes  parallèles  â  PMy  cto  déérnra  l'Ellîp/c  cherchée. 
.  Maintenant  fi  des  points  de  rencontre  de  cette ^j^llipfè 
avec  la  Parabole  cubique  donnée  \  on  abaiflè  dés  lignes 
JVf  P  qui  faflènt  avec  ^P  Tanglc  donné  ou  pris  â  volon- 
té y4PMA^^  parties  -^/^  de  Ta  drpite  indéfinie  fiir  la- 
quelle s'étend  rindéterminée  x  feront  les  racines  cher-' 
chées  ;  fçavoir  celles  qui  tombent  du  coté  où  Ton  a  fiipi 
pofë  PM  en  fai/ant  la  conftruftion ,  les  vraies  j  &  cellei 
qui  tombent  du  côté  oppofé ,  les  faufiles.  Car  par  la  pro- 
priété de  la  Sedion  conique  il  vientyy—  ^  xy—sy—^ixji^ 
— fx'-^agz^.û^  &  par  la  propriété  de  la  Parabole 
cubique  ,j^=^  j  &mettanc  cette  valeur  à  la  place  de 

ytcfon 
dente 

^C.  =tf, 

:     R£.M  A  HQ^U  E      l. 


m  quarrë  i  la  place  de  y/  dans  l'équatiop  préce- 
,  on  retrouve  l'égalité  donnée  **—  a b x*—  aacx*- 


411.  Toute  <îgalité  du  cinquième  ou  du  fîxiémé 
degré  étant  donnée ,  fi  l'on  en  fait  évanouir  le  fécond 
terme ,  &  qu'après  l'avoir  multipKée  par  l'inconnue  a 
loriqu'elle  n'eft  que  ducinquiéme;  degrér, on  fe ferve  du 

.^^^^ ^^^A    ^   J^  1^   T>'>%^>«U.^1a  v^.fUv^AiA '^'i^*>«-k/>ia    r\rkiir' 1*^/1  llT^ 


f  * 


X*  &c }  il  eft  vifible  qu'en  faifant  la  fubftitution  comme 
ci-déinis,  on  transformera  toujours*  t'égàlité  donnée  en  . 
tin  lieu  du  fécond  degré.  D'où  l'on  voit  qu'ayant  une 
fois  décrit  avec  exaditude  Une  Parabole  cubique  qui  ait 
|>our  paramètre  une  ligne  quelconque  <« ,  &  dont  l'angle 
APM  que  font  les  appIiquées\Z'Af  avec  le  diamètre 
AP»  J)éu^être  prisi  volbncé}  «n  poivra  toujours  pat 


:  t  >jr'S\ 
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ion  mojen^çn  décriyaQt  de  plus  une  Seâion  conique, 
convenable ,  reibudre  toutes  fortes  d^égalités  du  cin- 
quiéme  &  du  fixiéme  degrd 

R  £  M  A  JH  QU  £     1 1. 

412.  Lojisqu*APaE'5  avoir  fait  évanouir  le  fécond 
terme  d'une  égalité  donnée  du  cinquième  &:  du  fîxiéme 
degré,  &  l'avoir  multipliée  par  Tinconnuë  jk*  fîell&n*eil 
que  du  cinquiépie  ^  la  quantité  connue  qui  multiplie  le 
quarré  xx  dk  pofitive ,  &  iurpaile  le  quarxé  de  la  moitié 
de  celle  qui  multiplie  jk^:  on.  arrivera  toujours  en  fai. 
iànt  la  fuoflitution  par  le  moyen  de  ajiyz=zx\  i  une 
équation  du  fécond  degré  dont  le  lieu  eft  une  Ellipfê, 
comme  Ton  a  vu  dans  ce  Problême.  Or  Ton  pourra 
toujours  faire  en  ferte  que  cette  Ellipiè  devienne  un 
cercle,  mais  aiors  1^  Parabole  cubique  ne  peut  plus  être 
donnée.  Voici  comment  il  s'y  faudra  prendre. 
♦  Art.  jyS*      Ayant  trouvé  une  ligne  a  ^  dont  le  quarré  de  quarré 

a^  foit  égal  â  la  quantité  connue  qui  multiplie  x;^^  on 
fè  fèrvira  de  cette  ligne  a  pour  redi^ire  fous  l'expreffion 
ab  toutes  les  quantités  connues  qui  multiplient  a^,  fous 
Texpreffion  aac  celles  qui  multiplient  x^  &c^  ce  qui  ré- 
duira l'égalité  donnée  fous  cette  rorme  x^-^a  bx^^aacJ^ 
'^^d^xx'+4^fx  +  a^gz=û.  Et  m^xxznt  a^yy^  sa X y  ^ 
aayzhi  place  de  x^,  x*  &  x*,  on  trouvera  cette  équa* 

tion  an  ftcox^  à^^xé yy'^txy^^^cy^^x x^fxzJr^g 

*jlfi.  ^17.  =^j  ^^^^  1^  Ji^^  fera ^  un  cercle,  fi  Ton  fait  en  forte 
&  itf.       que  l'angle  AE£  foit  droit}  ce  qui  efl  facile  en  cette 

manière. 
Fi«.  uf»       Ayant  pris  foï  la  drrâte  indéfinie  AP  la  partie  AJB 
xrzii^j  on  décrira  de  cette  ligne  comme  diamètre  ua 
demi  cercle  AEJS^da  côté  où  l'on  fùppofe  que  PM 

doit  tomber,  lorfqu'ii  y  a^  -  x^,  ^  du  côté  oppofë 
4orfqu'il  y  a<-+  -  xy.  On  portera  fur  la  demi  circ^&fe- 
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tencedeJ^en  £>  une Ugsue  JP£=:f^>  Payant  tire ^iï 
(r  ),  la  ligne  PM  dote  être  parallèle  iBB^iLon  acbe. 
vera  le  refte  de  la  conftruâioo  comme  pour  PEIlipfe, 
oui  deviendra  Slors  un  cercle  ^  puifque  ransle  CG  M 
jfera  droit,  &  qu'i  cauiè  du  triangle  leûangK  AEB  il 
vient  éftf=^if— ^^^^qui  doit  exprimer  la  raiion  du 
diamètre  X  iC  à  Ton  paramètre.  La  figure  qui  eft  ici  i 

côté  reprefènte  la  conftruûion  de  Tcquation  yj—^xy 

— rjr— f  XX— /x— 4rg=#,  qui  n'cft  difierentede  celle 
du  Problême  qu*en  ce  que  i=za. 

Maintenant  ayant  pris  fur  la  ligne  A  B  autant  de par^ 
ries  APy  APy  &c,  qu'on  voudra ,  &  mené  dcsparalIeles^ 
PM^  PMy  UciBEi  on  prendra  chaque  PM  égale 
à  la  quatrième  proportionnelle  â  fa  correipondante  AP 
&  la  donnée  AB.  £t  fax/ànt  palier  une  ligne  courbe 
MAM  par  tous  les  points  M  ainfî  trouvés  ^  il  eft  évi« 
dent  qu'elle  fera  le  lieu  de  Téoiiation  x\=.aay^  &  par 
confèquent  la  première  Parabole  cubique  qui  par  {ç% 

Joints  d'interfèûion  M  y  M ,  avec  le  cercle»  fèrvira  i 
écouvrir  les  racines  AP,  AP,  de  Tégalité  propofee« 

R*E  M  A  Jl  QJJ£     III. 

413-  C>OMMi  l'on  a  parlé  Ibuvent  dans  ce  Livre 
des  Paraboles  de  tous  les  degrés,  &  qu'on  vient  même 
d'employer  la  première  Parabole  cubiqœ  pour  refbu* 
dre  les  égalités  du  cinquième  &  du  fîxiéme  degré  j  je 
croîs  qu'^  n*eft  pas  hors  de  propos  d'examiner  les  difie** 
rentes  figures  qu'elles  peavetie  avoir.  Soient  donc  don^* 
nées  de  pofition  deux  ngnes  droitesindéfinies  3  C,  DE, 
qui  s'entrecoupent  au  point  A,  &  Ibit  dansfjsingle  BA  Z>  F 1  o»  ii$i 
one  Parabole  AM  àt  tel  degré  qu^on  voudra ,  donc  la 
aacore  eft  telle  qu'ayant  mené  d\in  de  fes  points  queU 
conques  M  une  parallèle  iWfi^â  D^ff  ^qut  rencontre  J?C 
an  point  Pi  9^  ayant  nommé  les  indéterminées  A  P^xi 
PM ,  /ihi  donnée  AB ,  i  )  on  aie  toujours,  x*=:jfr*(  les 
kores  M  Sc^  mairqueM  les expoûas  des  puifSmces  de 

Vuij 
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X  SfCycpii  peuvent  être  tek  nombre* pofitifs  entiers  qu^snr 
voudra^  &; l'on  fiippoie  feulement  <^e  m  furpaflê  n).  Il 
eft  évident  i*^.  Que  y4P  (  x  )  étant  nulle  ouzao^PM  {y  > 
Teft  auffi ,  &  que  plus  j4P{x)  croît ,  pllîs  auffi  PM  {y  > 
•  xyj.  augnientej&  cela  à  1- infini;  r°i  Que  la  ibiicangentc  PT*^ 

f"  X  \  eft  toûjduh  imi}[i&té  c^t'AP  {x\  puifqi^eTott 

fuppofe  ici  que  n  fbit  moindre  que  m,  D*oû  il  fuit  que  la. 
Parabole  yi M  de  tel  degré  qu'elle  puiflè  être,  paflera 
toujours  par  le  point  y4h  qu'elle  s'éloignera  de  plus  en 
plus  à  Pinfini  de  la  droite  ^C'  que  Ton  regiaircfe  comnic* 
fon  diamètre  ^  &  enfin  qu'elle  tournera  fà  ctonvexirc  d\t 
côté  de  «ce  diamètre.  Mais  comme  la  ligne  courbe  AAf' 
qui  tombe  dans  l'angle  Dj4B^  n'bft  qu'une  portion  de 
cette-Parabole  ^  il  refte  à  examiner  dam  lequel  des  an- 
gîei  pAC^  CAEy  EASy  elle  doit  fe  continuer  j  &" 
pôut-cela  il  faut,  diftinguer  trois  difièrcns  cas. 

Premier  cas,  LQrfqueTexpofàrifc  wï  de  Ta  puiflarrcede' 
X  eft  im  hdftibre  pair  ,'&  l'expofànrir  de  la  pniflànce  de 
y  un  nombre  impair.  La  racine màt^  fera  np  x,  &  lar 
racine  n  de^"  fera  feulement  —4-^;  car  fbit  par  exem- 
ple , 7«  =zr  4  &  n:^7^ ,  il  eft  clair  que  le  quarré  de  quarre 
où  la  puiflÉirice*  qùatiTlémè'  dfe  -+x  eft  toujours  x^^  & 
.   ^u'il  h'ço  eft-pas  de  même  du  cube  de^jf  ^  puifque  le 

ti^zifv  €ube  de  — +/,eft^',  &  celui  de— ^  eft  —y.  De  là  i\  eft 
évident  que  A  P  (.v)  peut  être  pofirive  &  négative^  & 
JPM  {y  )  toujours  pofîtive  3.  d'où  l'on^  voit  que  la  Parabo^ 
le:;</Af4oitfe continuer  dans  Fanglc  D-^C,.quiefb  è 
cétéde^:l';ingle  -S::^./),  en -forte  que  fi  pat  un  point  qoeU 
conque  K  de  k  ligne  ADyOn  tire  une  parallèle  à  B  C^ 

^/  :  ^  t  icUe  rencontrera  la  Parabole  MAM  en  deux  points 
M  y  M  y  qui  feront  égalemçnt  éloignés  du  point  iC.  Telle 
eft  la  .Parabole  ordinaire  qui  eft  le  lieu  de  l'équadon 
pçx=:zay  y^o^t.x  xziçiy  en  fàifant  le:  paramètre  a:=:zi. 

Second  cas.  Lori^ue  les  expafans  m  bin  font  des  nom» 
très  knpairs.  La  racine  m  de  x*^  fera  feulement  — f-  x.^  Se 
4e  0^0^  U  raciae  »  fera^-^j^i  oaaispaxcec^ei'éq^^ 
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-i- jt*  3='— jir  eft  la  même  que  x* n:/* ,.  &  aue  la  racine 

m  de  — jtf^eft  — x,  &  la  racine  »  de  —y  ett— ^i  il  s'en- 

fuie  que  ^P{x)  peut  être  poficive  &  négative  de  même 

que  PM  (y)ytn  obfèrvant  que  lorfque  j4P  eA  pofiti^ 

▼€ ,  Pilf  l*eft  auffi ,  &  au  contraire.  D'où  Ton  voit  que.  F 1  a.  ijo. 

la  Parabole  ^4  M  doit  alors  fè  continuer  dans  Tangle 

C^E  oppoic  au  fommet  à  Tangle  £j4D  y  dans  une  pofi^ 

tion  toute  femblable  ,  mais  renverfce  j  en  forte  que  pre-r 

nant  j4  P  égale  i  ^Pl  &c  menant  PM  qui  fafle  avec 

^P  Tanglfi  j4PM  égalera  Tangle  ^PMj  cette  ligne 

/^Af  rencontre  la  portion  j4M  qui  tombe  dans  Tande 

CAEy  en  un  point  Miel  que  PM  eft  égal  à  /^Af. Telle 

eft  la  première  Parabole  cubique  x^-=zaayy  oax^zzzy 

en  faifant  ^=1, 

Troifihne  cas.  Lorfque  Texpo/ant  m  de  la  puiflànce 
de  X  eft  un  nombre  impair,  &  l'expofànt  n  de  lapuiilan. 
ce  de j^  un  nombre  pair.  La  racine  m  de  x"*  fera  toujours 
1^  jc,  &  la  racine  «  de  /•  fora  Zj-j^  >  car  foit  par  exem- 
ple ,  A  M  une- feconde  rarabole  cubique  qui  eft  le  lieu 
de  réquation  x^-rr.ayy  ^  ou  x'=rj^^,  il  eft  clair  que  la  Fi©.  x\\* 
racine  cubique  de  x\  eft  foulement  -H-x^  &  que  celle 
de/>'  eft  Zj^y.  D'bû  il  foit  que  la  Parabole  A  M  doit  fo 
continuer  dans  Tangle  BAE  qui  eft  à  côté  de  Tàngle 
BAD  î  en  forte  que  fi  l'on  mené  par  un  point  quelcon^ 
que  P  de  la  ligne  -^^  une  parallèle  à  DE  y  elle  rencon* 
rrerala  Parabole  entière  MAM  efideux  points  il/^Jkf^ 
également  éloignés  du  point  P^ 

.  O^  réqiiation  générale  x'^t^zy  appanlenc  toujours  i 
l*un  de  ces  trois  cas  1  car  fim  6cn  étoient  deux  nombres 
pairs  >  on  extrayeroit  de  part  &  d'autre  la  racine  quar« 
rée  autant  de  fois  qu^il  feroit  poffiblc  5  ce  qui  là  redui- 
roit  i  une  équation  dont  Tun  des  expofàns  ieroit  necef- 
làirement  impair.  Et  Ton  peut  toujours  foppofor  que  m 
forpafle  n  5  car  s'il  étoit  moindre .  &  qu*on eût  par  exem*  p ^^ 
pie,  aaxr=.y^^  on  trouveVoit  en  rapportant  les  points        *      * 
<çle  la  Parabole  AM  à  ceux  de  la  ligne  DE^bc  nom- 
jnanc  alors AKs  x  i  KM 9 y >  cette  autxe  équation  x ^1=^04^ 

Vuiij 
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qui  exprimeroic  auffi  Ja  nature  de  la  m&me  Parabole 
AMylc  danslaauelle  Texpoiànc  de  la^puiâlance  de at  eft 
plus  grand  que  celui  de  lapuiflàncede/;  de  forte  qu'on 
Bourroit  faire  alors  le  même  raifbnDement  par  rapport  à 
ta  ligne  D  E  »  qu'on  vient  de  faire  par  rapport  à  la  ligne 
JBC.  De  làil  eft  évident  que  toutes  les  Paraboles  de  tel 
degré  qu'elles  puillënt  être,  auront  toujours  Tune  dies 
trois  figures  précédentes. 

PROPOSITION    IX. 

Problème. 

4^4*  S^i'f  fropofee  k conftruire Ngalitè dithuitiSme deffi 
»•— bx^-+  c  X*— d  X  '— +-e  X*— f  x*-+ ex  x— hx-+l=:o^ 

dans  laquelle  aucun  termene  manque,  par  le  moyen  de  deuxliemc 
géométriques  î  l^un  dm  fécond  degré,  f^  t autre  dm  quatrième. 

Ayant  pris  xxzzzav  pour  le  lieu  du  fécond  degré , 
on  fubftîniëra  â  la  place  de  x^^  x'^  x%  x*,  x\  x\iiL  x'^ç^ 
leurs  valeurs  ^V,  ^y^,  a^^  ^yyx,  aayy,  ayx,  af,6g 
en  prenant  la  droite  donnée  a  pour  l'unité,  on  aura 

cette  autre  6c{}^axiony^—-xy^'^ey—dxjfy^^aeyjf 

^afxy-^aagy—aakx^^^a^lzzzodoat  le  lieu  eft  du 
quatrième  degré ,  &  des  plus  fimples  ^  puifque  Tune  des 
inconnues  x  n'étant  qu'au  premier  degre ,  on  pourra  en 
déterminer  cous  les^ints  en  neife  iêrvant  que  de  cer** 
clés  &  de  lignes  droites. 

Si  l'on  canftniit  à  preient  la  Parabole  qui  eft.  le  lieu 
de  la  première  équation  xx:zzayy  &  qu'ayant  pris  poux 
f  autant  de  differentes  grandeurs  que  l'on  voudra,  on 
détermine  les  valeurs  de  x  qui  leur  répondent  dans  U 
ieconde  équation  j  le  lieu  qui  paJSèra  par  les  extrémité 
de  toutes  lesy>  &  qui  fera  par  conséquent  celui  de  la 
ièconde  équation,  déterminera  par  le  moyen  des  points 
eu  il  rencontre  la  Parabole ,  les  valeurs  cherchées  det 
racines,  dç  l'équation  donnée.  Ce  qui  eft  vifible  ^  puifquo 

siettanc  dan»  cette  ièconde  ^^^ucion  poiu  y  ik  vateuLi 
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— ^  &  pour  les  puiilànces  de^les-puiflances  de  cette  va* 
leur^  on  retrouve  Téquation  donnée  x^—^x^  &c=s^. 

CoilOLLAll.£     L 


41/-  Comme  Tunicé  a  eft  arbitraire  y  on  peut  tfbpu- 

{>ofer  qu'elle  eft  donnée ,  &  qu'ainfî  la  Parabole  qui  efif 
e  lieu  de  la  première  équation  xxzizd^etk  donnée.  Or 
il  eft  évident  qu'on  pourra  toujours  par  le  moyen  de 
cette  équation  transformer  toute  égalité  du  fepdéme 
ou  huitième  deeré,en  une  autre  équation  du  quatrié^- 
me  )  dans  laquelle  l'inconnue  x  ne  ie  trouve  qu'au  prc» 
mier  degré.  D'où  il  fuit  que  toute  égalité  du  fèptiéme 
ou  dm  huitième  degré ,  dans  laquelle  ou  tous  les  termes 
k  rencontrent  ou  feulement  une  partie ,  fe  pourra  tou- 
jours conftruire  par  le  moyen  d'une  Parabole  donnée 
&  d'un  lieu  du  quatrième  degré  y  dans  lequel  Tune  des 
inconnues  ne  Ce  trouvera  qu'au  premier  ^  &  cela  fans  au- 
tre préparation  que  de  prendre  pour  Tunité  le  parame« 
tre  a  de  la  Parabole  donnée,  afin  de  réduire  fousrexprefl 
fion  ac  les  quantités  connues  qui  multiplient  x\  fi>us 
Texpreflion  a  ad  celles  qui  multiplient  x\  &c. 

Co%.  O  LL  AI  RE    IL 

4'^*  Oh  prouvera  demême  que  toute  égalité  du  ne«» 
wiéme  ou  du  dixième  degré  fe  pourra  toujours  conftrui»^ 
rc  par  le  moyen  d'une  Parabole  donnée ,  &  d'un  lieu  du 
cinquième  degré  dans  lequel  l'une  des  inconnues  ne  fè 
trouvera  qu'au  premier  degré  :  que  les  égalités  de  l*on. 
xiéme  &  du  douzième  degré  fe  qÉMkruiront  encore  par 
le  moyen  d'une  Parabole  donnèe^cc  d'un  lieu  du  fî 
SIC  degré}  &  ainfi  de  fuite  pour  les  autres  i  l'infinL 
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PROPOSITION    X. 

Problême.         ^ 

.  4^7*  C>ONSTiLt7iRE  Inégalité  du  neuvième  degré 
x^— bx^-+cx'^&cr=:o,  dans  laquelle  tous  les  termes  fe 
rencontrent  excepté  le  fécond  i  far  le  moyen  de  deux  lieux  geo^ 
métriques  chacun  du  troijtéme  degré. 

Ayant  pris  x^:=:zaay  pour Tun  des  lieux  du  troifiëme 
degré,  on  fubftituër^  d  la  place  de  x^,  x^,  x',  &c.  leurs 

râleurs  ^^\  a^xyy^  ^^yy^  ^^  »  &  ^*^^  ^^^^  P^^^  1'^^ 
tre  lieu  du  troifîénie  degré,  en  prenant  a  pour  l'unité  ; 

y'—  -  xyy'^cyy  é*cz=io  dans  lequel  Tinconngë  x 

1:1e  peut  monter  qu'au  Second  &cond  degré ,  puifqu'oa 
iiuppofè  que  pdr  tout  où  il  y  a  x'  dam  la  propofee ,  oq 
fuoftituc  â  ià  place  aay. 

Or  il  eft  viable  que  n  l'on  conftruit  ce  lieu  avec  la  Pa* 
rabole  cubique^qui  eft  le  lieu  de  l'autre  équation  x^z=:aay}^ 
leurs  points  de  rencontre  détçnpioeroot  les  racines  de 
i'é^lité  dopnée, 

^    COHOLLAIKE. 

41^*  jTouts  égalité  du  fixiéme,  du  huitième  ou 
du  neuvième  degré  étant  donnée,  il  eft  vifible  qu'après 
îivoir  fait  évanouir  fbn  fécond  terme ,  &  l'avoir  multi- 
pliée  par  ià  racine  x  lorfqu'elle  eft  du  huitième  degré  ^ 
&  par  Ton  quarré  x  x  lorfqu'elle  n'eft  que  du  fèptième ,  on 
la  transformera  toujours  en  un  lieu  du  troifiéme  degrc 
en  fè  fèrvant  de  l'èqfJatipn  x^z^aay  dont  le  lieu  cftunc 
Parabole  cubique  d|Mpée ,  &  faifànt  la  fubftitution  com* 
jne  ci-dçfTus:  dç  fc^rc  aue  cette  manière  eft  générale 
pour  toutes  les  égalités  du  iièptîémç,  du  huitième,  $cdi| 
neuvième  degré.  On  trouvera  de  même  que  toute  éga- 
lité du  douzième  dçgrè  dont  le  fécond  terme  eft  éva^ 
noui ,  fè  transformera  en  un  lieu  du  quatrième ,  en  fè 
fçrv^ni:  çnçore  de  l'équation  x^z^aay}  comme  auÀ  celles 

du 
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du  dixième  &  du  onzième  degré  en  les  élevant  au  dou- 
^éme. 

Mais  fi  Ton  propoiè  une  égalité  du  /èiziéme  degré 
dans  laquelle  tous  Iqs  termes  fe  rencontrent ,  excepté  le 
deuxième ,  on  trouvera  qu'en  fè  fervant  du  lieu  du  qua- 
trième degré  x^=zayy  on  la  transformera  en  un  lieu 
du  cinquième.  On  trouvera  de  même  qu'une  égalité  du 
vingtième  degré  fè  transformera  en  un  lieu  du  fixième, 
en  le  (èrvant  encore  du  lieu  du  quatrième  degré  x^=zay  i 
comme  auilî  celles  du  dix-ieptième ,  dix-huitième  &  dix- 
neuvième  degré  :.  que  les  égalités  du  vingt-cinquième  de- 
gré dans  lefquelles  tous  les  termes  fe  rencontrent,  excep^ 
té  le  deuxième ,  le  transformeront  en  un  lieu  du  fîxième 
degré  y  en  fè  fervant  du  lieu  du  cinquième  x*=  ay  3  com- 
me auflî  toutes  les  égalités  du  vingt-unième ,  vingt- troifid. 
me  vingt-  quatrième  degré.  Et  Ton  peut  continuer  cette 
recherche  jutant  qu'on  voudra. 

R  E  M  A  Jl  Q^U  E.     L 

« 

4'9*  1^  cft  ^  propos  de  remarquer  que  fi  dans  une 
légalité  du  fèixiéme  degré  non  feulement  le  fécond  ter^ 
me  manquoit ,  mais  le  troifiéme  &  le  fixiéme  3  le  lieu  du 
cinquième  degré  lequel  joint  avec  .celui  du  quatrième 
x^=zay  fcrt  à  conflruire  Tègalité  fè  transformeroit  en 
un  du  quatrième ,  &  on  peut  faire  des  remarques  fèm* 
blables  fiir  les  égalités  des  degrés  plus  élevés.  Mais  quoi- 
qu'il fbit  vrai  de  dire  qu'une  égalité  du  fèizième  degré 
dans  laquelle  il  n'y  a  que  le  deuxième  terme  qui  mam 
ue,ne  le  peut  transformer  qu'en  un  lieu  du  cinquième^ 
i  Ton  employé  à  cet  eflfèt  le  lieu  du  quatrième  x^=zay 
qui  n'a  que  deux  termes  ^  on  n^en  doit  pas  conclure 
en  gênerai,  que  les  lieux  les  plus  fimples  pour  refoudre 
une  équation  complette  du  fèizième  degré ,  doivent  être, 
l'un  du  quatrième  &  l'autre  du  cinquième.  Car  au  con- 
traire ,  il  me  paroit  évident  que  fi  Ton  fè  fert  d'un  lieu 
(iu  quatrième  degré  compofe  de  plufîeurs  termes  à  la 


2 
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platce  de  x^:::zM^f  qui  n'en  n'a  que  deux ,  on  pourra  chol- 
iîr  ce  lieu  en  forte  qu'il  fèrvira  à  transformer  l'-égaJké 
jcomplecte  du  "kmérùRÀt^vé&ï  un  aucr«  heu  du  quacrid- 
me.  £n  voici  la  raifon.  Si  l'on  prend  deux  lieux  du  qua- 
txicnie  degné  dans  l'un  defqoas  l'inconnue  x  monte  au 
quatrtéme  degré ,  &  dans  l'autre  l'inconnui:  y ,  il  eft  con- 
itant  par  les  règles  de  l'Algèbre ,  qu'en  fai^nt  évanouir 
i'inconnuë  y  par  le  moyen  de  ces  «deux  équations ,  on 
arrivera  â  une  égalité  dans  laquelle  l'inconnue  x  monte* 
ra  au  feiziéme  degré.  Or  comme  deax  lieux  du  quatrié* 
me  degré ,  peuvent  avoir  enfeaikk  plus  de  ^ze  termes^ 
puifque  chacun  en  peut  avoir  quinze  diâërens ,  il  Ven«. 
iuit  qu'ils  peuvent  contenir  toutes  les  quantités  connue 
de  régaiité  donnée  :  ce  qui  fiiifit  pour  faire  voir  la  pod 
iîbilité  deconftruire  une  égalité  complette  du  feiziéme 
xiegré  par  deux  lignes  du  quatrième. 

On  doit  de  même  penier  que  \^s  deux  lieux  les  plus 
Amples  pour  conftruire  une  égalité  complette  du  vingtié* 
me,  dix-neuviérae ,  &  dix-fcptiéme  degré,  feront,  l'un  du 
quatrième,  &  l'autre  du  cinquième,  parce  que  la  redui- 
te  de  ces  deux  lieux  montera  au  vingtième  degré,  & 
x]u'il$  pourront  contenir  enièmble  plus  de  termes  que  la 
propofee ,  &  renfermer  par  confequent  toutes  les  quan« 
tités  connues  qui  s'y  rencontrent.  £t  fi  Hnconnu^  avoic 
iii ,  11,  23 ,  14,  ou  15  dimenfions  dans  l'égalité  propofêe^ 
il  faudroit  deux  lieux  xk  cinq  degrés  chacun.  De  là  on 
forme  la  règle  iîiivante ,  qui  lert  â  trouver  les  degrés  des 
deux  lieux  qui  peuvent  reibudre  une  égalité  propofëe  ) 
en  forte  qu'ils  ibient  les  plus  fimpies  qu'il  efl:  poUÎble. 

Il  faut  extraire  la  racine  quarrée  de  la  plus  haute  di. 
tnenfion  de  l'inconnue.  Si  elle  eft  exaâe ,  chacun  des 
deux  lieux  doit  avoir  auunt  de  degrés  que  cette  racine 
contient  d^anitésj  &  liélle  ne  l'eft  pas,  ou  le  refte  eft 
égal ,  ou  moindre  que  la  racine,  &  alors  l'un  des  lieux 
aura  pour  degré  le  nombre  de  la  racine ,  &  l'autre  ce 
même  nombre  augmenté  de  Punité  :  ou  le  refle  eft  plus 
grand  que  la  xadne  ^  &  alors  chacun  des  deux  lieux  aura 
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pour  degré  le  nombre  de  la  racme  augmenté  de  Punicé« 
'  Soie  propofë  par  exempte  ^  de  trouver  les  deux  lieux 
fes  plus  (impies,  qui  peuvent  refbudre  une  égalité ,  doni! 
k  plus  haute  dimeAtaon  de  Tinconnuë  fait  de  trente- /ëpe 
dejEtés*  Comme  la.  racine  quarrée  de  37eft  6.,  &  que  le 
lefte  I  eft  moindre  que  ce  nombre  6 ,  il  faudra  que  Vtiti 
des  lieux  ibit  du  fnicme  degré ,  &  l'autre  du  fepciéme  ^ 
on  trouvera  la  même  chofè ,  fi  k  plus  haute  dimenfion 
^A  3^  )^39  9  40 1 4^  &  42.  Mats  fi  elle  étoit  43 ,  comme 
k  racine  quarrée  de  45  eft  6 ,  &  que  le  refte  7  eft  plus 
grand  que  cette  racine ,  il  faudroit  deux  lieux  qui  fuflène 
chacun  du  ièptiéme  degré  ^  &  il  en  eft  de  même  fi  la  plu» 
haute  dimenfion  étoit  44,  45, 46,  47,  48  &  49. 

RsMA&Qjai    IL 

4^0 •  II'  arrive  quelquefois  qu'on  peut 
une  égalité  donnée  par  le  moyen  d'une  feule  &  même 
courbe  mifè  en  deux  différentes  pofitions }  &  c'eft  ce 
qu'on  verra^  ckirement  dans  cet  exemple. 

Soit  propofee  â  conftruire  réealité  du  neuvième  degré 
x^-^a^x — é^hzzno  ^  dans  kquelle  tous  les  termes  moyens 
manquent  excepté  le  pénultième.  Je  prends  l'équation 
x%=zadyy  dont  le  lieu  eft  une  ParaDole  cubique  MAM 
qui  a  pour  paramètre  la  ligne  droite  donnée  ABz=.a^ 
&  pour  appliquées  des  lignes  droites  PM  {y  )  qui  font 
avec  les  parties correfpondantes  AP{x)de  fbn  axe  o» 
diamètre*  un  angle  pris,  à/  volonté  APM  que  je  fîippofê 
ici  droit)  &  en  cubant  chaque  membre  ,  j'ai  x^z=ia*y^  : 
ce  qui  change  par  k  fubftitution  l'égalité  propofee  en 
cette  iopy^ony^'^zzéisy^dax^  dont  le  lieu  &  conftruic 
ainfi. 

Soit  prifé  (mv  AP  prolongée  dtt  coté  de  A  k' partie  F  f  o.  2)5« 
1^  C=^  9  &  ayant  mené  par  le  point  C  la  droite  indéfî* 
nie  CK  parallèle  d  PM^ioxx,  décrite  une  autre  Parabo- 
le  cubique  MCM  qui  ait  pour  axe  Citv &  pourappli. 
quées  des  drottes-  KM  parailclë»  iA'Py  &  dont  le  pa-^ 

Xxij 
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rametM  CDz==a.  ]c  dis  qu'elle  fera  le  lieu  requis. 

,    Car  par  la  conftrudion  MKou  CP=ib^x^  &  par 

la  propriété  de  la  courbe  CK^=:MKxCD^9  c'eft  à 
dire  en  termes  analytiques  ^'=^^^—^i<jc.  Or  il  eft 
évident  i^  Que  fi  des  points  M  où  cette  dernière  Para- 
bole cubique  MCM  rencontre  Tautre  il^^^ilf ,  o» 
mené  des  parallèles  Jtf  /^  à  C  £5  les  parties  AP  expri- 
meront \ts  racines  x  de  régalité  propofee  x^ — \'a^K 
—aHzzzo.  1**.  Que  \t%  Paraboles  cubiques  MCM^ 
MAMy  font  prëcifëment  les  mêmes  5  puifque  leurs  pa- 
ramètres yf£  3  C  D,  font  ceaux ,  &  que  les  angles  APMy 
CKM,  que  font  leurs  appliquées  avec  leurs  axes  le&nt 
aufl], 

La  fituation  des  deux  Paraboles  cubiques  MAM, 
MCM  y  fait  connoître  que  Tégalité  propofee  x^--^a\ 
^^a^bz==,o^  n'a  qu'une  racine  réelle  -^P(x),qui  eft 
toujours  vraie  &  moindre  que  ^C  (^  )  j  de  forte  que  les 
huit  autres  font  imaginaires. 

PROPOSITION    XL 

Problême. 

^'Ll.  Construire  toute  égalité  de  tel\degri  qu^eSe 

fuijfe  être  y  far  le  moyen  (tune  ligne  droite,  ^  £un  lieu  d$^ 

pième  degré,  duquel  lieu  toutefois  on  fuijfe  déterminer  tous  les 

f oint  s  en  n^emfloyam  que  des  liytes  droites. 

Il  faut  mettre  le  dernier  terme  de  l'égalité  propofee 
..«.  /^,t  j> -'i^^ 1-.  ^^ 1^^..  ±^^\  1  ^ I ^, 


nce  ce  i  unité ,  répétée  autant  ae  rois  qu  11  lera  neceuai- 
re ,  afin  que  chaque  terme  n'exprime  que  des  lignes  ? 
• .  comme  fi  ron  propofbit  x*—  b  x*-+  acx  *  ~  aadxx  — h  a>ex 


—  ay='  o,  on  aurort  /=: î  — ^  -r  —  — 

F I  «•  }^.  Cela  fait ,  on  prendra  fur  une  ligne  droite  indéfinie  ^M^ 

dont  Tori^e  fixe  fbit  au  point  A^  une  partie  quelcon* 
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— -rf.       ^., 
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que  A  P  pour  la  valeur  de  x  î  &  avant  mené  parallèle- 
ment â  la  ligne  AC  donnée  de  pofition  une  droite  PM 


!l'-+^5  _  ^-+7  (  ce  qui  fe  peut  toujours 

faire  *  en  n'employant  que  des  lignes  droites) ,  fon  ex-  ^An.  yf6. 

tremité  M  fera  l'un  des  points  d'une  ligne  courbe 

ADEMi  dont  les  interférions  M,  M^M,  &cc.  avec 

une  ligne  droite  KM  menée  parallèlement  i  A£  par 

le  point  K  tel  que  AK=:fy  détermineront  des  parties 

K  M  y  K  M  y  KM  y  Sec.  qui  feront  les  valeurs  cherchées 

de  l'inconnue  x  dans  Tégalité  donnée. 

Car  menant  les  droites  MPy  MPy  MP,  &c.  paral- 
lèles à  >^C,  &  nommant  les  indéterminées  APyX'yPM.p 
on  aura  par  la  propriété  de  la  courbe  ADEM  cett€ 

équation  PM  {y)  =  -,~  ir--+:?'—  :;r^+7  ^^ 
eft  un  lieu  du  cinquième  degré  ;  &  par  là  propriété  de 
la  droite  iCAf  cette  autre  y  =f.  Ce  qui,  en  fubftituant 
pour^  fà  valeur/,  &  multipliant  par ^\  donne  Téga- 
lité   même  propofée  x^-^&x^-^acx^ — aadx-^a^ex 

Ces  fortes  de  conftrucîtions  peuvent  être  trés.utîles 
pour  trouver  les  limites  des  égalités.  Suppofons ,  par 
exemple ,  qu'on  ait  une  méthode  pour  déterminer  fur 
la  ligne  A C  les  narties  AJF,AOy  telles  que  les  droites 
FDy  GEy  parallèles  à  AB  touchent  la  courbe  en  des 
points  D,  £5  il  eft  clair  i^.  Que  fi  AK{f)  efk  moin- 
dre que  AF  &c  plus  grande  que  AGy  comme  on  le  fup- 
pofê  dans  cette  figure  y  régalité  propofée  aura  trois  ra- 
cines vraies  jRTJW,  KM  y  KM  y  Se  les  deux  autres  ima* 
einaires  ^  parce  que  la  figure  de  la  courbe  eft  telle  quel 
Et  ligne  KM  h  rencontrera  en  troiî  points  y  &  jimais 
en  davantage,  i^  Que  fi  ^iC  (/)  eft  moindre  que  AG^ 
la  ligne  K  M  coupera  la  courbe  en  cinq  points  j  e'eft  X 
dire  que  Tégalifé  aura  cinq  racines  vraies.  3^.  Que  fi 
AK  furpafle  A^y  l'égalité  n'aura  qu'une  racine  vraie  , 
ic  les  quatre  autres  imaginaires.  4^.  Que  ft  AK=:^AF^ 
régalité  aura  tcois  racines  vraies^  dont  il  y  en  aura  deux 

Xxiij 
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égales  entr'elles i  f^ivoir  FIX.FD.  f.  Et  enfin  que  fi 
•^K=zj4Gy  Wgalicé  aura  cinq  racines  vraies,  dont  il  y 
en  aura  deux  égales-,  fcavoir  G£,  G£^ 

La  même  ligne  courbe  jiDEM  étant  continuée  du 
côté  du  point  ^,  fervira  i  trouver  les  racines  de  l'éga- 
lité f~~èx*^-\racxi—aadxx-^aiex~-^a*fz=zo,   qui 

ne  diiïère  de  la  précédente  qu'en  ce  que  le  dernier  ter- 
me a  le  figne  -h-j  ce  qui  fait  voir  qu'on  doit  mener  alors 
la  droite  KM  m.  deflous  de  ^S,  puifquc  foa  lieu  doit 
ctrc/=;— / 

R  £  M  A  R.  <^U  E. 

411.  Qn  peut  varier  la  conftruâion  précédente  en 
difïcrentes  manières*  ^  au  lieu  du  dernier  terme  qu'on 
égale  â  tous  les  autres^  on  pourroit  prendre  tel  autre 
dts  termes  qu'on  voudroit ,  ou  même  deux  quelconques 
quife  fuivent  immédiatement,  &  les  divifer  enfuite  d'une 
manière  convenable  ,  afin  que  les  égalant  à  l'incon. 

du  premier  degré. 


équa. 
tions*'=^rfjr,  &/=^-+r,   dont  les  lieux  étant 

conftruis  fèparément  donneront  les  racines  de  l'égalité 
propofée.  Voici  comment, 
tio.  *i<.       Avant  pris  à  l'ordinaire  pour  inconnues  &indéttr. 

minées  les  deux  droites  AP  {x)^  PM  {y  )  qui  fbnt  en- 
tr'elles  un  angle  quelconque  APMy  foit  décrite  une 
première  Parabole  cubique  MAM  qui  Ibit  le  lieu  de 
\z  première  équation  xi-:;;=.aay.  Soit  menée  par  le  point 
A  origine  des  x  une  ligne  droite  parallèle  à  PM ,  vat  la., 
quelle  foient  prifes  \t%  panies  AC'=iby  AB-z=zc  àsi 
côté  oîi  s'étend  /^Jl/J&  ayant  pris  far  AP  prolongée 
4u  côté  de  A  la  partie  ABz^za^  foit  tirée  par  le  poinp 
X>  une  parallèle  indéfinie  à  ^C.  Je  dis  que  C\  Ae%  points. 
M  où  elle  rencontre  la  première  Parabole   cubique 

M^Mf  on  ïpçnrdçs. parallèle»  MP  à  Ad  les  co«* 
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fées  AP  feront  les  racines  de  Tégalité  donnée  K^—^abn 

Car  i^pnant  DE  parallèle  i  -^  JP,  les  triangles  fèm- 
blables^^rfC,  DEMy  donneront  if  ^  ( /^  ).  AC(ù)i: 

DE  { x).  EM^ *iî, &par conièquent /^ilf  (/)  =~ 

Or  à  caufe  delà  première  Parabole  cubique  MAM^ 
Ton  aura  x^z^zaay.  Si  donc  Ton  met  à  la  place  de  /  fa 

valeur  -^  -+^»  on  retrouvera  réquacion  donnée  x^^éttx 

S'il  y  avoit  ^h  dans  Tégalîté  donnée  ^  il  faudroic 
prendre  -^C  du  coté  oppofé  à  PM^  &  il  en  eflde 
même  de  /^  D  lorfqu'il  y  a  — Vc:  de  forte  que  cette  cott. 
flruâion  eft  générale  pour  toute  égalité  donnée  du  troi^ 
fîéme  degré.  Car  il  efl  évident  qu'après  en  avoir  fait  éva- 
nouir le  deuxième  terme ,  on  peut  toujours  la  réduire 
fous  Tune  de  ces  formes. 

Il  eft  vifîble  qu'on  peut  fè  fervir  d'une  Parabole  cubi- 
que donnée ,  puifqu'il  n'y  a  qu'à  prendre  l'unité  arbi* 
traire  a  égale  a  fon  paramètre. 

PROPOSITION    XII. 

Problème. 

4^3-  À  PPabCHES.  de  plus  en  plus  k  t infini  de  la  jmftr 
valeur  des  racines  de  toute  égalité  du  ttoifième  éf  du  quatrié^ 
me  degré  i  et  des  égalités  qui  pajfem  le  quatrième  degré  lorji 
qu^elles  n^ont  que  deux  termes  :  en  nejejervant  que  de  lignes 
droites  (^  de  cercles 

Soit  donnée  l'égalité  dutroifîéme  degré  x'ipz^^jtf 
— aaqzzioî  je  la  multiplieparx  pour  l'élever  au  quatrié» 
lhe&  tranfpofantle  terme  aaqx^^^^xx^'^xapxx^zaaqxi 
j*a joute  de  part  &  dautre  aapp  pour  faire  que  le  pre- 
mier membre  fbit  un  quarré,  ce  qui  me  donne 
x^'^xapxx'-\'aapp:=zaapp-^aaqx^  &  extrayant 

de  part  &  d'autre  la  racine  quarrée^  il  vient  xx^af 


4S^  L  r  V  R  E    N  E  u  V I  ï'  m  i.  - 

zzzay'fP^xi  tranfpofknt  enfin  ^/,  &  extrayant  de  nou- 
veau la  racine  quarrce,  je  trouve  x=:V:+-^^-H-^i//?/>— h^^r. 
Je  confîdere  à  prefent  que  fî  au  lieu  de  la  jufte  valeur 
de  la  racine  vraie  x ,  je  prends  une  grandeur  qui  Tex* 
cède,  comme  par  exemple  c  yil  s'enfuit  i^Quer  fiirpafle 

V^^+^ap — Y-ay'pp^^^c,  2*.  Que  V'^ap^^av^pp — \-^c 
fera  encore  plus  grande  que  la  jurfFvaleur  de  x.  Cette 
feconde  propcfîtion  eft  vifible ,  mais  pour  la  première 
elle  fe  prouve  ainfi. 

Si  Tegalitc  du  troifiéme  degré  a— f  a^^jif,  il  eft  clair 

^Ctji^nt  qwc^'^^+iapcc*^  aaqcy  d'où  il  vient  en  ajoutant  de 

êinfi  tourné  part  &  d'autre  le  quarré  aapp,  &  achevant  le  calcul 


m»  »■'     ■ 


fiiirpaic*  *    Çon?n^c  ci-deflus ,  c  >  V-^  ap  — |-  a  v^pp  '-\^qc.  Mais  lorC 

qu'il  y  a  —  1  apx ,  on  aura  en  tranfpofànt  lapx  &c  divi- 
sant par  X  cette  cgalitç  xx=:=ixap*^i^  ^  d*oii  il  fuit 

que  fi  l'on  met  dans  ^  pour  x  une  valeur  c  plus  grande 
que  la  racine  vraie  djc  l'égalité  x*—%apx^aaq=zo^ 
la  quantité  2^/-*4-^  fera  moindre  que  le  quarrc  xx 

l  puifque  ^  eft  moindre  que  Î2?  ^  &  à  plus  forte  raiibn 

que  le  quarré  ce.  Oq  aura  donc  cc^^iap-^^  ,  & 

multipliant  par  rr,  il  vienf  c^-^tapcc^aaqc^  d'où 
Fon  tire    (  en  opérant  comme  Ton  vient   de   faire  ) 


€  >-  \ap  — f  a^/pp  — h q c.  Or  ceci  fiippofë ,  je  forme  cet^ 

te  fiiite;  VH3^/>— H^i/^^>>-+^V ,  y-^ap --^ay^fp—^qp^ 


V-+-  ap--\-a  ^pp-^qg  &c,  dans  laquelle  /  exprime  le 
terme  V-t-  ap  --+  a  \^pp  — +•  q  c  qui  le  précède  imnoediate- 
nient,  &  de  même  g  c?:prîme  le  t^tttifîV'^^af^^fi/ff^^f 

Jl  eil  donc  évident  par  ce  que  Ton  vient  de  écman^ 
trer,  que  tous  les  termes  de  cette  fuite  feront  plus  grands 
que  la  juftç  vajejjr  de  1*  vj:aîç  r^clnç  x,  ^  qu'ils  çn  ap, 

prochene 
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Î»rochent  toujours  de  plus  ei>  plus.  Je  dis  â  prefebc  que 
ion  la  continue  à  Tinfîni,  le  terme  infînitieme  (s'il  eft 
permis  de  s'exprimer  ainfi)  ou  le  dernier  terme  de  cette 
taite ,  fera  précifément  égal  à  la  valeur  cherchée  de  Tin- 
connue  X.  Car  foie  s^c€  clernier  terme ,  n  efl  certain  par 
la  nature  de  la  fuite  qu'il  approchera  de  plus  prés  de 
Tinconnuë  x  que  tous  les  autres  termes  «  &  qu'ainfî  le 

terme  V+^^-H-/^»^^— f  f  ^qui  le  fiiivroit  immédiate- 
ment, s'il  n'étoit  pas  le  dernier,  ne  peut  être  moindre 
que  lui  )  puifque  s'il  étoit  moindre  il  approcheroit  de 

5 lus  prés  de  i  inconnue  x ,  &  ièroit  par  confequent  le 
ernier  terme,  ce  qui  efl  contre  la fuppofition.  Or  il  ne 
peut  être  plus  grand ,  car  on  vient  de  démontrer  que 
tous  hs  termes  de  la  fuite  vont  eo  diminuant.  Il  faudra 
donc  qu'il  lui  foit  égal,  &  on  aura  par  confequent 

Xjz^  V^ap^^a  y'fp'^^  q  ^y  c'efk  i  dire  en  ôtant  les  in- 
commenfùrables  ^H^z^^a;^— ^^f  2=:^,  d'où  l'on  voit 
que  x,p=:x.  Ce  qu* il  fallait  dèfnafUrcr. 

On  prouvera  par  un  raifbnnement  fèmblable ,  que  â 
Ton  prend  une  grandeur  c  plus  petite  que  la  jufte  valeur 
de  x^  tous  les  termes  de  cette  fuite  iront  toujours  en 
augmentant  en  ^rte  que  le  dernier  fera  précifémenc 
^gal  à  la  valeur  cherchée  de  x.  Voici  maintenant  com- 
ment on  peut  conflruire  par  Géométrie  cette  fuite ,  en 
n'employant  que  des  lignes  droites  &  des  cercles. 

Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  SD^CP,  p  ^  •  g; 
qui  s'entrecoupent  à  angles  droits  au  point  j4^  on  pren-  ^.  '  *  '  ' 
dra  fur  l'une  d'elles  les  parties  ABzzza^  AD=zpy  du 
même  côté  du  point  A  iorfqu'il  y  a— +i^^x,  &  de  parc 
&  d'autre  Iorfqu'il  yi—iapx ,  comme  on  le  fuppofè  dans 
ces  deux  figures  ^  êc  fur  l'autre  les  parties  AC=zq^ 
ÀPz=.Cy  toujours  de  part  &  d'autre  de  point  A.  Ayant 
décrit  du  diamètre  C/^  un  demi  cercle  qui  coupe  AD 
fn  £,  on  prendra  fîir  -/^C  la  partie  A  F  égale  i  AE^ic 
on  portera  Ç\xv  AD  depuis  le  point  D  vers  le  point  A 
dans  le  premier  ca$,  &  vers  le  coté  oppofë  dans  le 

Yy 
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ftcofld ,  là  J>ârtie  D  G  ëgàte  ^DF,  On  décrira  eûfin  dit 
diamètre  ^O  un  demi  ciel-clc  qui  coupé  AP  ^a  Qy\i 

__       •  ^ L^ ^ -- '        É  I        ^ 


dis  que  j4Qz=Vaf'^av^fp'-\^qc.  Car  à  caufe  du  demi 
cercle  CEP  la  ligne  -/^£  ou  AFz=^q^  ^  &  à  caufe  du 
triangle  redangle  F  Al)  Thypochenufe  FD  ou  T>0 


z=f^pp-^qc^  ^  par  conlèqueQC  AG^ip^^^pp-^q 
&  â    cauie    du    denii    cercle    ^^2^  la   ligne 


=  V^^-+4k7?/>--+^r.  Nommant  à  prefent  AQ^fjU 
réitérant  la  même  opération  en  fë  fervant  de  AQjiu 

tiea  de  APyOn  trouvera  AR=iVap—^d\^pp'-^qf^ 
&  enfuite  par  le  moyen  At  Ak  que  j'appelle  g,  on  trou- 

' «=E 


•t. 


/ 


yera  -^^z^V^^— +-^^^jpjp-+^  en  réitérant  encore  la 
même  opération  ;  de  forte  que  Ta  continuant  autant  que 
Ton  voudra,  on  trouvera  des  lignes  APy.A Q^^  ARy 
ASy  &c,  qui  approcheront  de  plus  en  plus  à  Tinfinidc 
ia  jufte  valeur  de  la  vraie  racine  x  de  Tégalité  propofëe 

X* — lapx  —  aaqzzz-o. 

Il  eft  à  remarquer  que  l'on  peut  prendre  d'abord  pour 
AP{c)  telle  grandeur  que  l'on  veut,  car  fi  cette  gran- 
deur fè  trouve  plus  grande  que  la  racine  x-y  les  autres 
lignes  AQ^y  AR ,  AS^  &c.  vont  toujours  en  diminuant  j 
&  au  contraire  fiAPQ^  moindre  que  Xy  elles  iront  en 
augmentant:  de  forte  que  la  vraie  racine  eft  renfermée 
entre  AP  dt  l'une  de  ces  deux  figures  &  AP  de  Tao- 
trCy  A HJc  A Q^  A R  &cAR,AS  &  AS.  D'où  l'on 
voit  qu'en  formant  deux  fuites  convergentes ,  dans  Tune 
defquelles  le  premier  terme  foit  plus  grand  que  la  vraie 
racine,  &  dans  l'autre  plus  petit,  l'on  aura  toujours  en 
prenant  les  termes  correfpondaiis  de  ces  deux  fiiites, 
.  des  limites  entre  lefquelles  fè  doit  trouver  cette  racine  j 
de  forte  que  la  difierence  de  ces  limites  diminue  de  plus 
en  plus  à  l^infini. 
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comme  étant  exadç  :  c'eft  pourquoi  diviiaot  cette  égalu 
te  par  X  — w,  la  divifion  iè  fera  au  jufte  (carlerefte 
îwJ~i^^i»— ^^f  =  ^,  puifqu^on  fiippo/è  x=:»i),  & 
on  aura  pour  quotient  rcgalitc  x  x^H-  w  *  — +•  mm-^iaf 
s=zû^  dont  la  refblutioa  touroira  les  dçu^  r^^)e$  qu'oi^ 
demande. 

Toutes  les  égalités  du  troifiéme  degré  peuvent  fe  re«* 
duire  à  Tune  ou  à  Tautre  de  ces  deux  formes  5  car  après 
avoir  fait  évanouir  le  fécond  terme  ^  s'il  y  avoit-+/^^f 
€n  mettant — a^f^y  on  ne  feroit  que  changer  les  racÎT 
nés  vraies  en  fauiTes  &  les  faciles  en  vraies.  D'où  Vot^ 
voit  que  les  conftru^ions  précédentes  fuffifent  pour 
trouver  les  racines  approchées  de  toute  égalité  donnée 
an  troifiéme  degré.  Paflbns  maintenant^au  quatrième. 

Soit  propofée  l'égalité  du  quatrième  deeré  x^  —  ^apxjc 
^^aaqx^a^ ri=^Oy  dont  il  faille  trouveriez  racines  ap- 
prochées. Je  cherche ,  comme  Ton  vient  d'enfèigner,  les 
racines  approchées  de   Tégalité  du  troifiéme    degré 

^^4\.ary — Y-%apr 

où  Ton  doit  obferver  d'écrire  —  2^'  lorfqu*îI  y  a  dans 
la  propofee  -^lapxxi—^ar  lorsqu'il  y  a — Va^ri  & 
enfin  — 8^ ^r  lorfque  les  fignes  des  termes  ^dpxx  & 
a^r  font  diffèrens.  Je  regarde  enfuite  Tune  de  ces  racines 
approchées  j^  comme  étant  exade,  &  ayant  trouvé  une 

ligne  V  zrzv'ay^i  ap,  fçâvoir  — Viap  lorfqu'il  y  a  —yapxx, 
tc  —  iap  lorfqu*il  ya-+34^xxj  j'ai  pour  les  quatre 
racines  approchées  de  la  propofee ,  celles  de  ces  deu|: 

égalités  du  fécond  degré  xx--vx  1— f  2L:±^  ^  lîî::^^^ 

«CAr;c— fvjt— 4- ^2L:±^-4-^=i>  (en   obfèrvant    de 

prendre  —  ap  lorsqu'il  y  z—^apxx dans  l'égalité  pro- 
pofee, Sc-+ap  lorfque  c'eft  --\riapxx)  que  Ton  çonr 
ftruira  aifément  en  n'employant  que  des  cercles  &  des 
lignes  droites.  Tout  ceci  n'eft  qu'une  fuite  de  la  règle 
que  donne  M.  Defcartes  dansf  le  troifiéme  Livre  de  fa 

Yyij 
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Gedmecrie  pour  réduire  toute  égalité  du  quatrième  deu 
gré  â  une  du  troifiéme ,  de  laquelle  connoifTant  une  des 
racines ,  on  a  les  quatre  de  la  propofëe  ;  &  comme  cela 
dépend  de  l'Algèbre  pure ,  je  ppurrois  le  fiippofer  ici 
conune  démontré.  En  voici  cependant  la  raifon  en  peu 
de  mots. 

On  regarde  l'égalité  du  quatrième  deeré  x^—}apxx 
'---aaqx—a^rzzzoy  comme  le  produit  aes  deux  planes 
XX — vx — \'ai—'ac=zû  &  xx'^vx^^at^^ac^zâ ^ 
dans  lefquelles  les  lettres  v^a^tyC,  marquent  des  in- 
connues qui  doivent  être^éterminées  dans  la  fuite  ,  en 
ibrte  que   le   produit  de  ces  deux  égalités  qui    eft 

ic^^l^l^^^  —  iacvx'±^^l=:0y  foit  en  effet  l'égalité 

même  propofiîb.  Pour  cela  j*en  compare  les  termes  cor- 

relpondans,  &  j'ai  l^  c=z  î?  •  i^  iz=  ^!^^'.  3^  M— ce 

=r — ar^  ou  ùi—cc — \'ar=zoy  c'eft  i  dire  en  mettant 
pour  i  &  pour  c  les  valeurs  que  l'on  vient  de  trouver  & 

ordonnant ,  l'égalité  v^-6apv^  ^4^^ — -< V  f = ^-  E* 
fi  l'on  fait  vv^zay'-jriapy  on  trouvera  par  la  fîibftî- 
tution  l'égalité  du  troifiéme  degré 

''•T'/^^-l-s-fr  =zûy  de  laquelle  connoiflant  une  raciney, 

on  aura ,  en  prenant  la  racine  quarrée  de  av-^  lap,  la 
valeur  de  v.  Se  enfuite  celles  de  ^  &  de  ^  ^  lesquelles  étant 
miles  dans  les  deux  égalités  planes  que  l'on  a  fuppofëes 
d'abord ,  on  en  formera  deux  autres  dont  le  produit  fera 
l'égalité  même  propofée ,  &  dont  la  refolution  par  con- 
fequent  fournira  les  quatre  racines  qu'on  demande.  S'il 
n'étoit  queftion  que  de  trouver  une  racine  vraie  d'une 
égalité  du  quatrième  degré ,  on  pourroit  la  trouver  im- 
médiatement par  une  fuite  en  cette  forte. 

Soit  x^'^iapxx — aaijfx — a^r^zo^  on  trouvera  en 
opérant    de    même    que    pour   le    troifiéme    degré 

x==Vh^^/— ^^►^fx^^^-+^r,cequi  donne, en  fai- 
iant  pour  abregcr^^— t^r=»»,  cette  fuite  conver- 
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gentc  CyVZ^ap^^gy'nn-^qc^  yz^af^-^at^nn-^qf^ 


V+4/>— 1-4 •«»—<- ^ g,  &c,  donc  la  conftruaion  n'eft 
diflfcrente  des  prececfcntes  qu'en  ce  <ju*il  faut  prendre 

^F=znèC  DG=F£.  • 

Si  l'on avoit  x^-^-z^pxx—aaqx-^ arrz=:^Ot on  trou- 

veroic  x^V^f^ap-^a^^qx-^pp—aty  &  on  formeroic 
lorfque  ff  furpaffe  <f  r  (  en  faifant  pp—ar=:  »  «  )  la  mê- 
me fuite  convergente  que  ci-deflùs.  Mais  il  eft  à  remar- 
quer que  lorfqu'il  y  ^—\-x4pxx  dans  l'égalité  don- 
pée,  il  faut  que  *^qx-~\rpp—ar  furpaffe  f  afin  que 

y\—ap—^aVqx-~\-pp—'ar  valeur  de  la  racine  vraie  x 
ne  renferme  point  de  contradidion  j  ce  qui   donne 

^  ^  ^  ^  Se  par  conièquent  il  faudra  prendre  c  plus  gran- 
de que  - . 

%\pp  eft  moindre  que  ^f,  l'on  formera  alors,  en  faifitnt 
étr—pp = ^^  cette  faite  convergente  g,V^^-H-^<»^f  f— f  », 

Vlh<«^— *-««»^f/— f  »»  y^ap-^aVqi-^qUy  &c,  où 

l'on  doit  remarquer  que  lorfqu'il  y  a  —xapxx  dans 
régalitc  donnée ,  il  faut  que  x  iurpaâè  n  ou  ^^^^  afin 


que   Vap^^ay^qx-^^f—ar  valeur  de  x  ne  renferme 
point  de  contradidion ,  &  qu'ainfi  on  doit  prendre  c 

plus  grand  que  ». 

Il  peut  arriver  lorfqu'il  y  a  —h  r  dans  Tcgalité  don- 
née que  ces  racines  foient  toutes  Quatre  imaginaires ,  & 
alors  on  tombera  mfailliblement  dans  quelque  contra- 
didion en  conftruifant  la  fuite  j  car  on  n*a  démontré 
qu'elle  eft  convergente  qu'en  fuppofant  qu'il  y  eut  une 
racine  vraie  dans  l'égalité  donnée.  Au  refte  la  conftruc- 
tion  de  la  dernière  fuite  eft  un  peu  diflfèrente  des  autres, 
mais  comme  elle  n'eft  pas  plus  difficile ,  je  ne  m'y  arrê* 

terai  pas. 

Cette  méthode  devient  embarraflce  lorfqu'on  la  veut 
étendre  à  des  égalités  complettes  qui  pailènt  le  quatrii*^ 

Yyiij 
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me  degré  j  c*eft  pourquoi  je  me  contenterai  de  Vapplu 
quer  d  une  égalité  du  cinquième  degré  qui  n'a  que  deux 
termes,  &c  qui  fervira  de  méthode  pour  les  autres  plus 
compofées  qui  n'ont  pareillement  que  deux  termes. 

Soit  x^—a^àz=zai  multipliant  par  x ,&L  tranfpofànt il 
vient  x^zzza^bx^  &  extrayant  la  racine  quarrée  on  aura 
x^z=.aa\^bx  ou  x^z=LAaxVbxy  &  extrayant  de  nou- 
veau deux  fois  de  fuite  la  racine  quarrée ,  on  trouvera 

enfin  x-z=:.yav^x\^bxi  ce  qui  fournit  cette  fuite  conver- 

gentc^r,  yaVc\^bc^  Vav'fy'bf^yay'g^bg^  ècCydont 
voici  la  conftrudion  géométrique. 
f  I  «.  ij8.       Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  J?Z>,  CP^ 

^ui  s'entrecoupent  à  angles  droits  au  point  ^,on  pren- 
ira  fiir  Tune  d'elles  la  partie  AB'=ia^  &  fur  l'autre, les 
parties  ACz=ib^  AP=iCyAQ  part&  d'autre  du  point 
A.  Du  diamètre  P  C  ayant  décrit  un  demi-cercle  qui 
coupe  £A  prolongée  du  côté  de-^  en  D,  &  ayant 
pris  fur  A  C  la  partie  AF=AD^  on  décrira  du  dia- 
mètre PF  un  autre  demi-cercle  qui  coupe  AD  en  B. 
On  décrira  enfin  du  diamètre  ^  £  un  troifîéme  demi- 
cercle  qui  coupe  ^i^  en  Qj^  i\  efl  vifible  que  A  Q^ 

:=zVai/cy'bc.  Nommant  à  prefçnt  Adj^f'y  &réïterant 
la  mêmç  opération  en  fè  fèrvant  de  A  j^^aukeu  dtAP^ 

on  trouvera  AR-zz^a^fv^hf^  U  de  même  A S=Va^^bg. 
Et  les  droites  AP  ^Aq^^AR^^c.  approcheront  de 
plus  en  plus  à  l'itofini  de  la  jufte  valeur  cle  Tinconnuc  x 
de  l'égalité  donnée  x^~a^b=.o.  Cela  fe  prouve  de  la' 
même  manière  que  pour  les  égalités  du  troifiéme  de- 
gré. 

M.  BernouUi  célèbre  Profefleur  des  Mathématiques 
d  Bâlc ,  eft  l'Auteur  de  ces  fuites.  On  peut  voir  ce  qu'il 
tn  dit  dans  les  A4%es  de  JLeipfic  de  Taonée  1689.  page 
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Problême. 

414*  vJ^£  fartim  dt  SefiiM canif^e  étant dÊimh^tramk 
ver  par  fan  mcym  les  racines  £ime  égalité  donnée  dn  troifième 
ûU  du  quatrième  degré.  * 

On  a  vu  dans  le  Problême  précèdent  qu'une  ëgaliré 
du  quacriëme  degré  étant  donnée ,  on  en  peut  toujours 
trouver  une  du  troifième ,  de  laquelle  connoiflant  une 
racine  on  a  les  quatre  de  la  propofée  ^  en  ne  fè  fervant 
que  de  lignes  droites ,  &  de  cercles.  On  fçait  de  plus 
ue  toute  égalité  du  troifième  degré  fe  psut  réduire 
ous  cette  forme  x^'^^xapx — ^^^c=^,dont  Tune  des 
racines  eft  vraie ,  &  les  deux  autres  ou  faufilés  ou  imaei- 
naires.  Cela  poic }  fbit  x'h-  tapx—aaq  =-o^  dont  il  faille 
trouver  les  racines  ^  par  le  moyen  de  la  portion  xionnée  Fia.    i;^ 
B  D  d*une  Parabole ,  qui  a  pour  axe  la  ligne  G  H  dont 
Torigineeflau  point  C.  D^s  points  J?,  D ,  extrémités  de 
la  portion  donnée  ayant  mené  les  perpendiculaires 
^G,  DH ^  fur  l'axe,  il  eft  rnanifefte  que  11  la  vraie  ra* 
cine  étoit  plus  grande  que  £G,èc  moindre  que  DH, 
le  cercle  décrit  du  centre  E ,  trouvé  comme  Ton  a  en- 
ièigné  à  la  fin  de  l'article  387.  pour  les  égalités  qui  n'ont 
point  de  iecond  terme  ^  &  du  rayon  E  C,  couperoit  in- 
failliblement la  portion  52)  en  quelque  point  M  i  d'où 
menant  la  perpendiculaire  M  Q  fur  Taxe^  cette  ligne 
M  Q^  en  feroit  la  vraie  racine..  Il  eft  donc  queftion  lorC 
oue  ce  cercle  ne  coupe  point  la  portion  B  D,  de  trans- 
former cette  égalité  en  une  autre  dont  la  vraie  racine 
foit  renfermée  entre  les  limites  BG,  DH.  Pour  le  fai- 
re 9  je  nomme  les  données  BG^fiD  H  ^gybi]c  fuppo- 
{k  que  Ton  ait  deux  limites  m,ny  entre  lesquelles  la  vraie 
racine  x  fbit  reflerrée  (  m  eft  moindre  que  »,  &/moin. 
dre.  que  g  ).  Ce.^ui  donne  x  plus  grand  que  m  &  moin- 
dr.e  c^en^  &  multipliant  chaque  terme  i^zvfU  divifant 
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par  »,  il  vient  ^  plus  grand  que /&  moindre  que  ^  .  Si 

l'on  ùdt  à  prefènc  ^=^  »  &  qu'on  mené  dans  l'égalité 

x^Z^iafx—aaq-zzzo^  â  U  place  de  x  (a  valeur  ^,  on 

la  transformera  en  celle-ci  jr^I^.  — —  ^^'  =(>,  qui 

^        mm  ffpi  '   ^    . 

aura  fa  vraie  racine  i^r^*^  plus  grande  que/&  moin* 
dre  que  -  .  D*où  il  fuit  que  fi  les  limites  m^  n^  étoienc 

telles. que  —  fiit  égale  ou  moindre  que  g^  il  n*y  auroit  ' 

qu'à  conftruire  cette  dernière  égalité  félon  l'article  387. 
pour  avoir  fâ  vraie  racine  M QJ,tJ)^^x  le  moyen  delà 
portion  donnée  B  C.  De  là  on  tire  la  (conflrudion  fûi- 
vante. 

On  fera  par  le  Problême  précèdent  deux  fuites  con- 
vergentes qui  approcheront  Tune  en  deflùs  &  l'autre 
en  defibus  de  la  vraie  racine  x  de  l'égalité  donnée 
x^':^xaf  X'^aaqzz=:o.  On  choifira deux  termes correC 
pondans  dans  ces  deux  fuites  m^,  n^  qui  fbieqt  tels  que 

^  fbit  égale  ou  moindrç  que  g  /  cç  qui  fè  pourra  tpû- 

jours  iàire ,  puifque  /eft  moindre  que  g ,  &  que  la  diffé- 
rence qui  efr  entre  m  6c  n  diminyë  continuellement  i 
Tinfîni.  Cela  fait  »  00  transformera  Pégalité  donnée  en 

une  autre  %i^^  s^—  ^  z=:û^  dont  rinconnuc  fera 

^=  Ç  j  &  en  la  conflruifant  félon  la  fin  de  i'articlc 

387.  le  cercle  coupera  infailliblement  la  portion  don- 
née £C  en  un  point  Mi  duquel  ayatit  mené  fiir  Taxe 
la  perpendiculaire  MQ^  elle  fera  la  vraie  racine  1;^  de 

cette  féconde  égalité  s  &  faifant  enfuite  xzzz^^  cettç 
ligne  x  fera  la  vraie  racine  de  l'égalité  x'ipr^^^c 

Si  l'on  veut  trouver  les  deux  autri^  racines  de  cetrte 
égalité  lorfqu'elles  nç  font  pas  imaginaires  3  il  n'y  a  qu'à 

U 
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Ja  diviièr  par  l'inconnue  *  moins  celle  que  l'on  vienç 
de  découvrir  pour  l'abaiHèr  à  une  du  lecond  degré , 
dont  on  découvrira  les  deux  racines  par  le  moyen  d'un 
cercJe,  en  le  fervanc  del'arcicie  580. 

Tout  ceci  eft  trop  évident  pour  m'y  arrêter  davan- 
tage ,  je  remarquerai  feulement  que  fi  la  portion  don. 
nce  SD  ctoic  d'une  Ellipfè  ou  d'une  Hyperbole,  il 
faudroit  iè  fervir  de  l'article  39S.  ou  403.^6  que  toute 
la  difficulté  Ce  réduiroit  à  transformer  l'égalité  donnée 
en  une  autre ,  dont  la  vraie  racine  eut  des  limites  don- 
nées :  &  c'eft  ce  que  l'on  féroit  comme  dans  la  Para, 
toie. 
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LIVRE    DIXIFME- 
Des  Problèmes  déterminés. 

PROPOSITION    GENERALE 

4^ /•  VJn  PrMème  de  Ge&metrie  détermine  hantpûf^A 
p  yffi  trouver  lafolutian. 

On  regardera  d'abord  le  Problême  propofë  comme 
s'il  ccoit  refolu ,  &  on  cirera  les  lienes  que  Ton  jugera 
les  plus  propres  pour  faire  connoicre  ce  qui  n^eft  que 
fuppofé.  On  nommera  enfîiice  toutes  ces  lignes  (  qui  fonr 
pour  l'ordinaire  des  triangles  reâangles  ou  (èmblables  ) 
par  des  lettres  de  TAlphabet ,  fçavoir  \^s  lignes  qui  fbnc 
connues  par  les  premkres  lettres ,  &  les  lignes  inconnues 
parles  dernières  lettres  ^  &  on  parcourra  toutes  les  condi- 
tions duProblême,en  comparant  ces  lignes  entr^elles  dans 
Tordre  le  plus  fimple  &  le  plus  naturelqu'il  fera  poflible; 
ce  qui  doit  fèrvir  a  former  autant  de  difïèrentes  éealités 

3u'il  y  a  d'inconnues.  On  employera  enfin  \^s  régies  or- 
inaires  de  TAleebre  pour  réduire  ces  différentes  égali. 
tés  à  une  feule  dans  laquelle  il  ne  fe  trouve  phis  qu'une 
inconnue ,  &  pour  Tabaiflèr  s'il  ie  peut  a  un  moindre  de- 

fré  )  &  rayant  refblue  par  \t^  règles  prefcrïtes  dans  le 
ivre  précèdent ,  on  en  tirera  la  iblution  cherchée  du 
Problème.  Ceci  s^éclaircira  parfaitement  par  l^s  exe»< 
pies  qui  fuivent. 

£XJEMPL£      L 

Fi^.  140»       41e.  La  liçne  droite  AS  étant  donnée,  tronver 

hors  de  cette  ligne  le  point  C  tel  qu'ayant  mené  les 
droites  ACyCByi^.  La  fbmme  de  leurs  quarrésfoitau 
triangle  ACStn  la  raifbn  donnée  de/à^,  i°.  L'angle 
AC£  qu'elles  comprennent  ibit  égal  â  Pangle  donné 
ODK. 


Des   P&oblesmes   de^tejlmine's.      5^^ 
Je  fuppofe  que  le  point  C  (bit  celui  qu'on  cherche ,  & 

Î*e  mené  CH  perpendiculaire  for  AB  que  je  divife  par 
e  milieu  au  point  i?  Je  nomme  la  donnée  AE  ouMJS^ai 
&  les  inconnues  JBif,  xî  HC^yi  &  \^ùAH=za^x^ 
SHzzna-^x.  Donc  a  cauiè  des  triangles  reâangles 
'^HCy  BHCy  lesquarrés  des  hypothenufes^C*=4!i# 

&  par  confequent  AC^—{'BC^=iiaa^^x$cx'^xyy. 
Or  puifaue  le  triangle  ACB=:AE^CH (ay) ,  il s'ea- 
fuit  par  la  première  condition  du  Problème  que  ida 
*H-ixx—^xyy.  ayiif.gi  ce  qui  donne  en  multipliant 
les  extrêmes  &  les  moyens ,  &  divifànt  par  xg,  cette  équa« 

tion  aa—k'XX'^yyzzz  ^ yzz^xmy  en  prenant  (pour 

ôter  les  fraâions  )  une  ligne  m=z^ . 

Il  refte  maintenant  à  accomplir  la  féconde  condition, 
fçavoir  que  Tangle  ACB  foit  égal  â  Tangle  donné  GDK. 
Pour  y  réuflîr,  je  mené  d'un  point  G  pris  à  difcretion 
dans  la  droite  G  JD  ^  la  perpendiculaire  G  -F  for  le  côté 
J>  JC,  prolongée,  s'il  eft  neceflaire,  &  du  point  A  la 
perpendiculaire  AZ  for  le  côté  BC  prolongé  auffi,  s'il 
eft  neceflaire,  afin  d'avoir  deux  triangles  redangles 
ftmblables  ACLyGDF^  dont  l'un  GZ)jF  eft  donné. 
Cela  fait,  je  nomme  les  données  DF^éi  FGy  a  &fai- 
fant ,  pour  abréger ,  ^  C = » ,  je  trouve  à  caufe  des  trfan- 
gles  redangles  femblables  j5  C  K ,  BAL  y  ces  propoi>- 

tions  BC{n).  CH  {y)  ::BA{xa).  ALz=^.  Et 
BC{n).BH{a-^x)..BA{xa).BLz=:':ii:^.^t 

par  confequent  CZ  ou  BZ~BC=z  ^^^^"^--^ .  Donc 

puifque  l'angle  AC£  doit  être  égal  à  l'angle  GDFyil 
faut  que  Cz(îîi±;î2=2î)^^ 

d'oii  l'on  tire  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens 
xaac^-^xacx'—cnnz=xaiy,c*c{ïi  dire, en  mettant 
pour  «»  /a  valeur  aa-^^ax-^xx^^yy^  cette iècondç 
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équation  aae-^c^x— cyy=iiaiy  KlvàKnSérme  Ja  fé- 
conde condition  du  Problême. 

Comme  Ton  u  trouvé  autant  d'égalités  qu*il  y  avoir 
^'inconnues ,  &  que  Ton  a  fatisfait  à  toutç^les  condi- 
rions  du  Problème-,  il  ne  faut  plus  que  fè  fèrvir  des  re^ 
gles  ordinaires  de  l'Algèbre ,  pour  réduire  ces  égalités^ 
à  une  feule  qui  ne  renferme  qu'une  inconnue  ^  ou  x:  & 
ç'eft  ce  qu'on  peut  faire  en  cette  forte.  J'ai  pour  premiè- 
re équation  aa-^x^x-r+^y^zim^ ,  &  pour  féconde , 

aàc-^cxx — cyyz=iiaby  o\i  aa—xx-—yyz=z^^ic^^{k 

pourquoi  ajoutant  enfemble  d'une  part  les  deux  premiers 
membres,  &  de  l'autre  les  deux  féconds,  je  trouve  laa 

=  ^  —fiwïy^d'où  je  tire;^=:  ^^  en  prenant /=  ^^ 

Et  mettant  cette  valeur  à  la  placé  de  ji'  &  fbn  quarré  à  la. 
place  à^yy  dans  l'une  ou  l'autre  des  équations  préce. 

dentés,  je  trouve  ^^  ==^  TJ^Tf^l" èc  x  ==  'J^^^. 

d*ou  je  connois  que  Çimm  étoit  moindre  que  aa—^-fflç 
Problême  feroit  impoffible.  En  voici  la  conftruâion. 
Fie.  241.  Par  le  point  E  milieu  de  AB  ayant  rire  une  perpen- 
diculaire indéfinie  ON  i  AB^  on  mènera  par  le  point 
A  la  liene  A  M  qui  fafTe  avec  AB  l'angle  E  A  M  égal 
i  l'angle  DGF  qui  eft  donné.  Du  point  M  où  cetre  li- 
gne rencontre  la  perpendiculaire  O  N^  comme  centre, 
&  du  rayon  MA^  on  décrira  un  arc  de  ctrcle  ACS. 
On  prendra  enfuite  fur  EM  prolongée  du  côté  de  M 
h  partie  MN=zmi  &  ayant  joint  NA^  on  Ixxi  mènera, 
la  perpendiculaire  AO  qui  rencontre  NO  au  point  O, 
par  lequel  on  tirera  uhe  parallèle  à  AB.Je  dis  que  certe 
parallèle  rencontrera  Parc  de  cercle  ACB  au  point 
cherché  C. 

Car  ayant  mené  CH  perpendiculaire  fur  ^Jff,  il  eft 

clair  que  CH=.EO-=.  —y»  pui{qu'à  caufe  des  trian. 
gles  redangles  fonblables  NEÂ,  AEO^il  vient  27 E 
(»-+/).  AE{a)i'.A£{a),EO=z~:..Dt  plus  à 


Des  Pagblçsmes  de'terhinb's.  3^5 
caufe  du  cercle  CJmC'=  AM'=-4a—\rff3  &  partant 
puifque  ilf  0  =/-H-  —%..>  il  s'enfuit  à  cauiê  du  trian- 
gle reftangle  MCO  que  CÔ*  ou  tti^  {xx)-=.aa'-\-ff 
^ff-.  ^       J.^L^      -^f--; .  Donc  &c.  - 
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42'7*  luQKSiiu'APRE^s  .^voir  fi^tîsfaic  à  toutjBs  ks 
queftions  d'un  Problême,,  on  ^ft  arrive  ^  4^u:ç  é<}uan 
tions  qui  renferment  chacune  les  deux  mêmes  jncon-; 
nues  5  il  n'eft  paS  neçeffaire^  fi  Ton  veut,  de  les  réduire 
à  une  feule  qui  ne  renferme  plus  qu'une  inconnue ,  com- 
me il  eft  prefcrit  dans  la  propofirion  générale  :  mais  Ton 
})eut  refbudre  le  Problême ,  en  conftruifànt  fëparérpenr 
es  lieux  de  ces  deux  équations ,  car  leurs  points  d*inter-r 
fedion  fèrviront  à  trouver  les  valeurs  de  ces  deux  incon- 
nues. Ceft  ce  qui  fe  voit  clairement  dans  cet  exemple  , 
où  Ton  a  pris  pour  inconnues  les  droites  £//(>?>,  HC 
(y)  qui  font  entr'elles  un  angle  droit  £/f  Ci  &  où  après 
avoir  fatîsfait  aux  conditions  requifes,  on  eft  arrivé  i 
CCS  deux  équations  aa^^xx-'^yyz^iimy^  &  aa  —  xx 
'--yy^zxfy-^  car  les  cercles  qui  en  font  les  lieux  étant 
décrits  fépârément  donneront  par  leurs  interférions. 
des  points  qui  fàtisferont  :  voici  comment. 

Ayant  décrit  comme  dans  la  première  conftrudioil 
Tare  de  cercle.  ACB^  on  déci-ira  du  centre  A^  &  du 
rayon  APz=:.m^  un  arc  -de  cercle  qui  coupé  la  per- 
pendiculaire EM  tn  P.  On  prendra  fîir  cette  perpen. 
diculaire  la  partie  EQ=zm  du  côté  de  Farc  ACJB^  8c 
on  décriradu  centre  Q^Sc  du  rayon  ClÇ:==:EPyUn  cer- 
cle qui  coupera  Tare  A  CJ3  en  des  points  C  qui  fàri^- 
feront. 

Car  à  caufe  de  ce  dernier  cercle  on  aura  j^C  ou  EP* 


{mm—aa)=zCip   {mm—imy^-^yy) — \rOC   {xx}^ 
c'eft  à  dire  la  première  équation  aa-^xx  -^^yy  =  ^^yi 
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Bc  i  câufe  de  l'autre  cercle  AC£ii  vient  MC*  ou  M^^^ 

Xff'^aa)=iMO'(f'-¥xfy-¥^y)'^OC\xx),eci\: 
â  dire  I  la  féconde  équation  aa^xx-^yyzrzxfy.  D'où 
îl  fuit  oue  le  point  cherché  C  fê  doit  trouver  en  même 
temps  lur  ces  deux  cercles ,  c'efl  à  dire ,  qu'il  doit  fè  con* 
fondre  avec  leurs  points  d'interfèâion. 

Il  eft  vifible  qu'il  y  a  deux  diflèrens  points  C  qui  fatis. 
font  â  la  queftion ,  lorfque  ces  deux  cercles  fe  coupenc 
en  deux  points  comme  dans  cette  figure  ^  qu'il  n'y  en  a 
qu'un >  lorfqu'ils  (k  touchent)  &  qu'enfin  il  n'y  en  peut 
avoir  aucun,  lorfqu'ils  ne  fe  coupent  ni  ne  fe  touchent. 

Il  faut  bien  prendre  garde  qu'en  refbl vant  un  Problè- 
me par  le  moyen  de  deux  lieux ,  on  ne  tombe  pas  dans 
une  conftruâion  plus  compofee ,  que  fi  étant  arrivé  â  une 
ièule  égalité  qui  ne  renferme  qu'une  inconnue  x ,  on  l'eut 
conflruite  félon  les  règles  du  Livre  précèdent. Je  m'ex- 
.  plique  :  qu'il  &ille ,  par  exemple ,  refoudre  un  Problême 
{c'efl  le  troifîéme  exemple  qui  fera  propofé)  dont  les  con- 
ditions fbient  renfermées    dans  ces  deux  équations 

^=:'-^^lîï,  &-2:j^^c;:;:^^--+Arxî  fî  l'on  fè  fèrvoit  des 

liçux  de  ces  deux  équations ,  il  efl  clair  qu'il  faudroit 
*  jfrt.  io(p  mener  une  ligne  droite  *  qui  feroit  le  lieu  de  la  premie- 
*jtrt.  ijo.  re  équation,  &  décrire  une  Hyperbole*  qui  feroit  le 
^  3j*-       lieu  de  la  féconde ,  pour  avoir  par  leurs  interférions  les 

valeurs  des  deux  inconnues  x  &Ly.  Mais  parce  qu'en  réû- 
oiflànt  ces  deux  équations  en  une  feule ,  on  trouve  l'é* 

galitç  du  fécond  degré  xx—  ^^33;  x-+  ^^^^z=zo^ 

[ui  fç  conférait  en  n'employant  que  des  lignes  droites  & 
es  cercles  )  ce  &roit  une  faute  confîderaple  de  fe  férvijr 
d'unp  Hyperbole. 

Exemple    It 

>F  I  »•  >4».      4*'^*  Le  quarré  ^B C  D  étant  donné  5  il  faut  mener 

'  d'un  de  fes  angles  ^  la  ligne  droite  -^  £ ,  en  fprte  que 

fa  partiç  jF  £  comprifç  çntrç  Içs  c^tés  BC^CJ)^  oppp^ 


% 
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fés  à  cet  angle  foit  égale  à  une  iœne  donnée  è. 

fje  fiippofe  que  le  point  £  pris  lurlc  côté  D  C  jjrolon- 
é ,  foit  tel  que  la  partie  P  B  de  la  ligne  yi  E  foit  égale  à 
,  c'eft  à  dire  que  je  fiippofe  la  qucftion  rcfolug  j  &  je 
nomme  la  donnée  j4£  ou  ^D  ou  DC  ou  CB.^ai 
l'inconnue  D£,x.  Cela  fait,  les  triangles  femblables 
MBA»  £CF,  donnent  £I>(x).D^  (/«)::  £C(x—/«). 

CF=.  îl^  ,  &  le  triangle  reâangle  ECF  donne  ¥e' 


Mais  puifque  par  la  condiagn  du  Problème  F  E  doit 
être  égale  àiyOn  aura  x  x-^zax^^^  a  a 


a^ 


XX 


z=zbb^o\xx^^xa^X'-^%aaxX'^ttxx — la^x — \'a^z=zo^ 

D'où  Ton  voie  que  la  refoludon  de  cette  égalité  doit 
fournir  pour  D  JE  (x)^une  valeur  telle  que  menaM  la 
droite  jIE^ùl  partie  i^  £  comprifè  entre  les  côtés  CS^ 
DCy  foit  égale  à  la  donnée  b. 

L'égalité  que  Ton  vient  de  trouver  étant  du  quatriè- 
me degré ,  il  faudroit  employer  pour  la  refoudre  une 
Seâdon  Conique.  C'eft  pourquoi  je  dois  chercher  aupa* 
ravant  par  les  règles  que  fournit  TAlgebre ,  fi  elle  ne 
le  peut  point  abaiflèr  à  un  degré  plus  ample ,  &  je  troa- 
ve  en  effet  que  fi  Ton  prend  cc:=,aa-^bby  elle  fera  le 
produit  des  deux  égalités  xx^-^aa — ax  —  cx:=:oy  & 
xx-^aa — ax'^cxz^zû^  qui  font  chacune  du  fécond 
deeré  ^  de  forte  que  pour  avoir  tes  quatre  racines  de  Té. 
galitédu  quatrième  degré  x^-^%ax^  &c,  il  ne  faut  que 
trouver  les  racines  de  chacune  de  ces  deux  égalités.  Je 
ne  m'arrête  point  a  chercher  les  raicines  de  l'égalité  xx 
^^■^aa—ax'-i'CX'rzzoi  parce  que  r  forpafifant  ^ ^  la  difl 
pofition  des  fignes  me  fait  connokre  qu^elles  font  toutes 
deux  fauiles  :  mais  je  trouve  celles  dé  Vautre  égalité  xx 
-'^aa—ax—€xz=zûy  que  \ç  conii^ois  être  toutes  deux 
vraies ,  de  la  manière  qui  fïiit. 

Soit  prife  fur  le  coté  A  S  prolongé  la  partie  SG:=::c, 
&  foit  décrit  du  diamètre  ^G  un  demi-cercle  qui  coo* 


^158  Lit  HE  Dixie'me, 

pe  en  E  le  côte  2)  C  prolongé.  Je  dis  que  ce  point  ièra 
-celui  qu*on  cherche . 

Car  nommant  DÈ^xi  &  menant  la  perpendiculaire 
EH  y  on  aura  HGzzza^^c~x^  àc  par  la  propriété  du 

cerck  j4H^HG{aX'^cx^xx)=:EH\aa). 


_^  '  •    •    • 


42'9-L 


ORSQtj*APaE^s  avoir  fatisfait  aux  conditions 
d'un  Problême,  on  arrive.à^une  égalité  compofee  qui  a 
plufieurs  racines  réelles,  il  eft  viable  qu'il  n*y  a  qu'une 
de  ces  racines  qui  exprime  la  valeur  de  Tinconnuë  qu'on 
cherche  :  mais  on  doit  4>içn  remarquer  que  les  autres 
peuvent  aufli  fervir  à  la  refblution  de  la  queftion ,  dans 
un  iêns  qui  ne  peut  être  diffèrent  de  celui  qu'on  s'eft 
imaginé  que  dans  quelques  circonftances  particulières. 
Ainu  dans  cet  exemple  la  petite  racine  vraie  DZ{x  ) 
de  l'égalité  xx—ax—cx-'^aazzzo^  donne  fiirlecôté 
JDC  un  point  £  tel  qu'ayant  mené  la  droite  AZ  qui 
rencontre  le  côté  £  C  prolongé  en  iC,  fà  partie  Z  iC  eft 
égale  à  la  donnée  ^.  De  même  fi  l'on  prend  Sg-^zc  fur 
lè  côté  £  A  prolongé  vtxs  A  ^  &  qu'on  décrive  du  dia- 
mètre Ag  un  demi- cercle  !^  il  coupera  le  côté  CH  pro- 
longé vers  D  aux  points  eyl,en  (ont  que  D  e^  Se  Dl  fe- 
ront les  deux  racines  faufles  de  l'égalitc  xx — h  rx— ^jc 
^-+aa=:o:  &  fi  l'on  mené  les  droites  AeyAlyqui ren- 
contrent le  côté  Ç£  prolongé  aux  points/,  k'Aes  droi- 
tes efy  Ik  y  feront  encore  chacune  égale  âla  donnée  t.  De 
là  on  peut  voir  que  quoiqu'en  refblvant  le  Problême 
on  n'ait  evi  en  vûë  que  de  trouver  la  valeur  de  D  -B^  on 
e(l  cependant  arrivé  à  une  égalité  donc  les  racines  ont 
fourni  d'autres  valeiirs  DZ,  i)^,  D/,  qui  ont  toutes 
fèrvi  â  refoudre  le  Problême  en  quelque  fèns, 

R  £  M  A  a  QJJ  E     II. 

43®*  i>*ïL  y  a  lieu  de  croire  que  l'égalité  qui  renfer- 
me les  conditions  d'un  Problême  fè  peut  abaifler  à  un 

nloindrc 
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moindre  degré ^  il  eft  â  propos  de  tenter  d^autres  voies 
que  celles  qu'on  a  fuivies  quand  même  elles  parottroient 
moins  naturelles  ^  parce  qu'il  arrive  fou  vent  qu'elles  con* 
duiient  â  des  égalités  plus  lîmples,  Se  que  d'ailleurs  il 
eft  ailes  difficile  d'abaifler  des  égalités  compofées.  Voici 
deux  autres  manières  de  refbudre  le  Problème  précèdent 
qui  pourront  iêrvir  A  faire  comprendre  cette  remarque. 

Ayant  fuppofé  le  Problême  refblu  ^  je  mené  E  G  per.  F  >  «•  H^  ] 
penaiculaire  fat  ^E  qui  rencontre  le.côté  y4£  prolon* 
gé  en  G5&  je  prends  pour  inconnues  les  deux  droites 
AFècBQ  que  ie  nomtaçy  &  x^  Cela  fait ,  ks  triangles 
reâangles  fèmblables  ABF^AEGy  donnent  AB{a), 
AJF(j):;AE(y'^à).AG{a'^sçJ.Etpzrtzntyy—^if 
zzzzaa-^as^  Or  comme  j^ai  deux  inconnues  &  que  le 
Problême  eft  déterminé  ^  il  faut  encore  chercher  une 
autre  égalité.  Pour  la  trouver,  je  confidere  que  EG:=zAF 
(/)  y  car  menant  E  H  perpendiculaire  fur  A  G,  le  trian* 
gle  redangle  EH  G  eft  fcmblablc  au  triangle  réûangle 
ABFy  ^  de  plus  'égal,  puifque  les  côtés  homologues 
AByEH^  font  égaux  entr'eux.  j'aurai  donc  (i  cau/e 
du  triangle  reftangle  AE  G  )  cette  autre  égalité  aa-^ias;^    .      ' 

dans  laquelle  mettant  â  la  place  de  ^yy--+ 1^/&  valeur 
%  aa^"^  %at^  wouvéc  par  je  moyen  de  la  première  éga- 
lité, il  vient  ^^•--+^-!ia;;-+jÇ^j^=:i^^--+^ 

fe  réduit  à  cette  égalité  trés-fimple  x^r^iv^aa-^bb^  qui 
fournit  d'abord  la  même  conftniâion  que  ci-deffus. 

Â  u  T  n  B    Manieue* 

La  maniercfuivante  a  cela  de  particulier  qu'elle  réûflit  '  <  ^*  ^41.^ 
également  ibit  que  la  figure  ABCD  foit  un  quarré^ ou 
^u^elle  fbit  un  rhombe.  Ayant  mené  par  le  point  cherché   - 
^>  que  je  regarde  comme  doniïé ,  la  ligne  F  G  qui  fafle  .  , 

BfV€cA  F  l*angle  AFG  égal  à  Sangle  donné  ACEy  &  qui 
rencontre  au  point  C  la  diagonale  ^C  prolongée  autant 
qu'il  eft  neceflàire.}  on  aura  trois  triangles  ACE^  AFO^ 

Aaa 


> 
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ÇC-P>  qui  feront  femblablcs  entr'eux.  Car  ^^  L'angle 
en  A  étant  comomn  aux  deux  triangles  ACE^  AFGj 
&  les  angles  ACEyAFG^  étant  égaux  par  la  fuppo- 
ûtion  ^  ifeft  viik)le  que  ces  deux  triangles  feront  ièm* 
Wables.  2^  Le  triangle  ADC  étant  ifofcelle ,  Vanglc 
I)ÇA  <m  ECO  fera  égal  à  l'angle  BACoviACt.iiL 
ajoutant  de  pajrt  &  d'aMre  le  même  angle  FCE^ Tan. 
î  gle  fCG  fera  égaj  â  l^angle  -i^CJB  ou  AFGi  &  par. 
tant,  puifque  Tangk  en  G  cft  commun ,  les  deux  triangles 
-^6i?^JFGCy  fèrontfemblables.  Celapofç,  foicnt  les 
inconnues  C^=;=«,  AG:=iZ^^  &les  données  DCzzza^ 
:gEz=:Ay  -^ C=:C5  on  awa  (à  caufe  dès  parallèles  ADy 
ÇF,) cette  proportion:  CElx).FE{i^)::C]>{a).AF 

==  — .  Or  à  cairfe  àcs  rriangks  femblables  ACE,AFO^ 
GCF,  on  t^WYÇra  j^Ç{().CEiJc}:'.  ^F  [^h  fG 

Qte  en  mulcipUanc  Iqsesjiirêmes  &  les  moyens  »  régaliti 
)(js^-^rxp=  ^-  Qtti  fournit  cette  conftruâion. 
fia.  Z4|.       Ayant  mené  du  point  A  perpendiculairement  fut 

ACh  Hgne  AH  =  ^ ,  on  tirera  par  le  point  du  miliçu 

Z  de  la  diagonale  ^C  la  ligne  HZ,  &  on  prendra  fiif 
cette  diagonale  prolongée  du  coté  deC  la  partie  IG 
égale  a  Z//.  On  décrira  enfuke  du  centre  G  &dura^oa 
G  jF.igal  i  AH^xm  àrc  de  ceixle  qui  coupera  le  côté 
j5  C  au  point  cherché  F.  Cela  eft  évident  j  puifque  par 


■ci  s 


•^   t 


la  conftrudion  z^Xc-cx,=z  ~^,  &  que  GjP=:  7 

,  :         Ex^«  «LRLB     IIL 


TiQbX44«         4Jï*  JL  ROUYER.  fîïruBÇ  ligne  droite  indéfinie  Dfi 

donnée  de  pofition^  deux  points  D,  £>  defquels  ayant 
mené  à^deux  points  dojinésû,  C,  hors  de  cette  ligne , 
les  droites  i)Q>  ORrDC^.QEï  Vangle  i)0£  fwt droit 


\ 
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>  *       ■ 

&  Tangle  DCE  égal  à  un  angle'  donné  TPS* 

Suppofbns  la  càofè  foite,  je  décris  du  diamètre  D  E 
tin  denii-cerde  qui  pafièra  par  le  point  O ,  puifque  Paft- 
^le  D  O  £  eft  droit  3  &  (ùr  la  corde  D  £  je  décris  un  art 
de  cercle  capable  de  Tangtc  donné ,  lequel  pàflera  par 
confèquent  par  le  point  C.  Du  point  jy^  centre  de  cet 
arc,  &  des  points  donnes  0,C,  je  mené  fur  D  £  les  per- 
pendiculaires HK^  OA^  CB^  &  je  nomme  les  donhces 
OA^ai  CB^by  AByCylQsinconnvLcsAKy  ki  KH^y. 
Cela  pofé ,  il  ell  clair  par  les  Elemens  de  Géométrie , 
i^.  Que  le  point  K  fera  le  milieu  de  la  ligne  DEy&c  par 
confèquent  le  centre  du  demi- cercle  Z)0£.  1^.  Que  fî 
par  le  fbmmet  P  de  Pangle  donné  TPS  on  mené  une 
perpendiculaire PQ^i  l'un  des  côtés  P r, 'l'ande  j2/^5 
qu'elle  fait  avec  l'autre  côté  PSy  fera  égal  à  Tangle/Cf//. 
Or  à  caufe  du  triangle  redangle  KAO  le  quarré  \^^* 
ou  JC£*=^^-+^5^^  &  â  caufè  du  triangle  reéèanglç 
HKEIq  quarré  /f£*=^^— hxx—f^^:  mais  prolon- 
geant HK  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  eniî  une  paral- 
lèle CR  à  DE  y  on  aura  (à  caufè  du  triangle  redangle 

CJtH)  le  quarré  C/f  *=:^^-+ 1^/— +->'/-H-rr^4-if  x 
•--4-^^  X.  Donc  puifque  les  lignes  HE ,  -ff  C ,  font  rayons  du 
même  cercle,  on  formera  par  la  comparaifon  de  leurs  va* 
leurs  analytiques  cette  équation  aa — t'Xx—\'yyc=iS6 
^^iby^^yy—k-cc^-^icx^-^xxy  qui,  en  efïaçant  de 
part  &  d'autre  ^^--+xx,    &  pour  abréger,   faifànc 

=41/ ,  fe  réduit  i  celle-ci  j  y  =  ~2î . 

Si  l'on  confîdere  le  chemin  qu'oii  a  fuivi  pour  arriver 
à  l'équation  précédente,  on  verra  qu*elle  renferme  cette 
condition,  fçavoir  que  les  cercles  décrits  des  centres 
Ky  Hy  &  des  rayons  KO  y  HC^it  rencontrent  fur  la 


'angle  Qp 

Ayant  pris  fur  la  ligne  Pj^^la  partie  P(^ égale  à  CB^ 
èc  tiré  Q  S  parallèle  au  côté  PT^U  terminée  en  S  par 

Âaa  ij 
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raucre  côté  P5>  il  eft  ëvidene  que  le  triangle  reâangle 
E'Kfi  doit  être  fèmWable  au  triangje  reAangle  PQSy 
&  qu'ainfî ,  en  nommant  la  donnée  QS  t/>  o^  ^ura  cette 

d*où  Pon  tire^  =  (^aa—^-xx  =  ^^^j^ .  Qnarrant  cha:- 
que  membre  pour  ôter  les  incommenfûrables  ^  &  met^ 
tant    par   ordre   légalité,   on  trouve    ^^^  ^^z^^^ 

'^-^'^^=10  y  dont  Tune  des  racines  fournira  pour 

j4K{x)  une  valeur  telle  que  décrivant  un  cercle  dif 
cemrt  iC  &  du  rayon  KO  y  il  coupera  la  ligne  D  E  aux 
iieux  points  cherchés  Z>  5  £*. 

On  peut  trouver  les  racines  de  cette  égalité ,  ielon  les 
article»  380^  ou  jSz.  (Liv.préced.)  :  mais  "^^quoique  les 
méthodes  qu*o»  y  explique  £>ient  trés-flmples  eu  égard 
à  leur  généralité  ^  il  arrive  néanmoins  trés-fouvent  qu'en 
condderant  avec  attention  la  nature  d'aune  queflion  par* 
ticulierey  on  trouve  dts  conflrrudrons  plus  faciles.  Par 
exemple,  on  peut  remarquer  ici,  i*.  (J^e  fî  par  le  point 
de  milieu  /^  de  la  ligne  O  C  qui  joint  les  deux  points 
donnés,  on  mené  îa  perpendrcnilaire  /"<?  qui  rencontre 
en  G  la  ligne  D  E^àonnéc  de  pofition ,  on  aura  ^  Gz=i  di 
car  nommant  -^t?,  xj  les  triangles  redanglcs  Gj40, 
GSCy  donneront  GÔ^:=^xj(sr^aa  &  CC*=:5;/^— t-  xcs^ 
— h  c  c  — +•  66^  Se  comparant  enfemble  ces  deux  valeurs 
qui  doiyent  être  égales  entr'elles,  puifque  le  point  G 
eft  dans*  la  perpendiculaire  i^C?  qui  divife  par  le  milieu 

la  ligne  OC,  il  vient  )?;.^'--f^^=i:^?t-*"*^^—*'^^-H^ 
d*où  l'on  tire  ^G  {zj^^^=^==^—d.  i^  Que  légalité 


f\^aa'^xx=.cà—cx  qui  renferme  les  conditions  da 

Problème,  fe  reduir  à  cette  proportion 5  GiC(</-— x), 

KO  (  y^aa^^x  x)::  Q^S{f).  ^£{c):dQ  forte  que  fi  Ton 

^jirt»  J50,  décrit  *  le  lieu  de  tous  les  points  K  tels  qu'ayant  mené 

aux  deux  points  donnés  G,0,  les  droites  KG  y  KO, 

elles  foient  toujours  entr'elles  en  la  raifon  donnée  de 


». 


ché  K. 
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SiABy  ce  lieu  coupera  la  ligne  D£  au  point  chér- 
ie iC.  Ce  qui  donne  la  conftraâion  fuivante  qui  eft 

trés-iimple. 

Par  le  point  de  milieu  F  de  la  ligne  O  C  qui  joint  In 

deux  points  donnés  ayant  mené  la  perpendiculaire  jF  G, 

3ui  rencontre  en  G  la  ligne  D  E  donnée  de  pofition^ ,  on 
ivifera  la  ligne  a  G  au  point  M^  eu  forte  que  G  M. 
MO:  :  QS.  AB.  Et  on  la  prolongera  du  côté  de  G  jud 

3u*au  point  Ny  en  forte  que  GiV.  NOxi  QJ.  AB.  DtL 
iametre  MN  on  décïira  uir  cercle  qui  coupera  la  ligne 
2>  £  en  un"  point  K ,  duquel  point  comme  centre ,  &  dû 
rayon  KO  ayant  décrit  un  cercle j  ce  cercle  rencontre- 
ra la  ligne  Ù  E  aux  denx  points  cherchée  D,  E. 

Comme  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  ligne  M?/y 
coupe  la  droite  D  E  non  feulement  au  point  K  y  mais  en- 
core  en  un  autre  point  Z  s  it  s'enfuît  qu'on  peut  fe  iervit 
du  point  Z  de  même  que  Ton  a  fait  du  point  K  y  pour 
trouver  fiirk  Kgne  DE  deux  autres  points  qui  fiitisfe- 
yont  également,  &  qu'ainfi  cette  queftion  peut  avoir 
deui  différentes  folutions. 

Si  l'angle  DCE  devoit  être  droit  auffî-Bien  que  fan-- 
gïe  D 0^£ ,  il  eft  clair  que  QS  (/)  deviendroit  nulle ,  & 
qu'ainfî  Tcgalité  fv^aa-^+xx^icd-^^cx  fè  chaflgeroiC 
en  celle-ci  cd~cx'=:i.o^  d'où  Ton  tire  xz^dy  c'eflàdir^ 
que  le  centre  K  tomberoir  alors  fur  le  point  G.  Et  fi  le 

point  B  tomboit  fur  le  point  A  y  l'égalité  f^aa-^xx 
zzz,cdr-€x  fecliangeroiten celle- ci f}/a ^-+  xxzm^^  * 


en  ttïettaiit  pour  cd  fit  valeur  ^^—^ —  ,  &  eflfaçant  en- 

iiiite  les  termes  oà  c  (  qui  devient  en  ce  cas  nul  )  fe  ren- 
contre i  d'où  l'on  voit  que  dans  ce  cas ,  fi  du  point  O 

comme  centre,  &  du  rayon  OKt^,  -^7-  on  décrit  un 

ârc  de  cercle,  il  coupera  la  ligne  D£  au  point  cherchéiC. 
Ceci  s'accorde  parfaitement  avec  les  articles  66.  67. 68. 
du  Livre  fécond ,  &  la  conflruâion  générale  peut  Ç^t^ 
Tir  à  trouver  tout  d'un  coup  dan»  une  Eliipfe  dont 

Aaaiij 
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deux  diamètres  conjugués  font  donnés,  deux  autres  dia« 
mètres  conjugués  qui  faflent  entr'euxun  angle  donné  | 
ce  qui  dans  Tart.  éj.  avoit  été  renvoyé  ici. 

ExempleIV. 

Fi  c!i45.       432't  Trois  points  -^,  JB^  Cy  étant  donnés, en  troiu 

ver  un  quatrième  M  ^  duquel  ayant  mené  à  ces  points 
les  droites  M  y/,  M£y  MCi  les  différences  de  Tune 
d'elles  aux  deux  autres  fbient  données. 

Cette  queftion  eft  (ufceptiblc  de  trois  diiïèrens  cas. 
Car  ou  les  trois  lignes  Mjiy  MJB^  MCy  font  toutes 
égales  entr'elles  ^  au  il  y  en  a  jfeulement  deux  qui  foient 
égales  entr'elles^  ou  enfin  toutes  les  trois  font  inégales 
entr*elles. 

Premier  cas.  Lorfque  les  trois  lignes  Mj4  y  MB  y  MC^ 
font  égales  entr'elles  j  ou  ce -qui  eft  la  même  chofe  lorfl 
^ue  les  deux  différences  données  font  nulles.  Il  eft  clair 
que  le  point  cherché  M  fora  le  centre  du  cercle  qui 
paflè  par  les  trois  points  donnés  AyB  yC. 

Fi  G.  i4tf-      Second  cas.  Lorique  deux  des  trois  lignes  MAy  MB, 

M  C ,  comme  MAy  MBy  doivent  être  égales  entr'ellesj 
ou  (  ce  qui  eft  la  même  chofo  )  lorfqu'une  des  diftêren* 
ces  données  eft  nulle. 

Ayant  tiré  du  point  donné  C,  la  perpendiculaire  ÇO 
for  la  ligne  AB  qui  joint  les  deux  autres  points  donnés  A^ 
Byàxx  point  A/ que  Ton  foppofe  être  celui  qu'on  cherche, 
ayant  mené  les  droites  il/JP,iVfi2î  parallèles  à  CO,  OB'y'A 
eft  clair  que  A  P  fera  égale  à  PB^  pirifoue  A  M  doit  être 
égale  à  MB.  Nonrmiant  donc  les  données  AP  ou  PB^  a  i 
OPy  iiOC^ci  AM—MC^fi  &  les  inconnues  AMyX} 
/•Afj/J  les  triangles  redangles  APM,  MQjOy  don- 
neront CCS  deux  égalités  xj^:=aa'^yy^  &  KKr^^fK^ 
I— hjf =:^r  —  X  cy  — Vyy^-^bb  5  d'où  en  retranchant  par 
ordre  chaque  membre  de  la  feconde  de  ceux  de  la  prc^ 
riiiere,  il  vient  ifz^-^ff:=::^aa—cc--\'icy  —  bb^  qui  fe 

réduit  à  cette  proportion  ;^  /  — +  ^Îll-~î3ï  :  ;  cf. 

TH  là  on  tirç  h  conftruftion  fuivante; 


/ 
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Soie  menée  par  le  point  de  milieu  P  de  la  ligne  A  By 

la  perpendiculaire   PD—^^^^^^.   Soit  divifce 

rhypothenufe  AB  prolongée  du  côté  qu'il  fera  neceC 
fiiire  ,  aux  points  JE ,  -F ;  en  forte  que  AE.  EDiic.  f^ii, 
AF.'FDiic.  f.Du  diamètre  EF  loit  décrit  un  cercle  i 
il  coupera  la  ligne  PD  au  point  cherché  M. 

Car  ayant  mené  la  droite  M  A,  il  eft  clair  par  la 
propriété  du  cercle  £ilfP,  *  que  A  M  (O-  ^^  "^  Art.  550, 
/  ^^^  îîr:5h:î£±f  \ .  :c,  fi^  par  la  propriété  de  la  per# 

pendiculaire  PM^  que  xj^^p^aa^-^yy.  Or  comme  ces 
deux  équaitions  renferment  les  conditions  du  Problème^ 
il  s'enfuit  &c. 

Si  par  Tautre  point  JV^,  où  la  ligne  BP  rencontre  la 
circonférence,  on  mené  tes  droites  NA^  NB^NCi 
les  deux  NA^  NB^  feront  égales  entr'elles,  &  la  dif. 
iêrence  de  chacune  de  ces  deux  droites  a  la  troifiéme 
27  C  fera  égale  a  la  donnée /î  de  forte  que  le  point  N 
fâtisfait  au£,  niais  avec  cette  difièrence  que  iV^C  eft  la 
plus  grande  des  trois  droites  NAy  NB^  NCjZu  lieu 
que  MC  eft  la  plus  petite  des  trois  MA^  MB^  MC. 

On  peut  encore  reibudre  ce  fecond  cas  (ans  aucun  Fia.  147, 
calcul.  Je  fùppofe  comme  auparavant  que  M  fbit  le 
point  cherché ,  &  ayant  tiré  les  droites  MA^  MB^  MCj 
je  décris  du  centre  C,  &  du  rayon  CB=z  MA~MC^ 
un  cercle  BRKPH.  Du  point  B où  la  ligne  MC  ren^ 
contre  ce  cercle ,  je  mené  aux  deux  points  donnés  A^  B^ 
les  droites  />^,Di?  qui  rencontrent  le  cercle  aux  points 
E^  Fj  par  où  je  tire  les  rayons  £ C ^  C F^  &  la  corde 
EF.  Cela  feit,pui(que  MC^-^-CB  ou  MB=zMA, 
£c  quelesUgnes  CJ)y  CEy  font  rayons  d'un  même  cer^ 
cle,  les  triangles  DMAyBCEy  feront  ifofcellesj  & 
par  confequent  femblable^  parce  que  l'angle  en  B  eft 
commun  :  c'cft  pourquoi  les  lignes  C£,  MA^  feront  pa- 
rallèles. On  prouvera  de  même  que  les  lignes  C -F,  Jlf-ff^ 
feront  auffi  parallèles  )  ce  qui  donne  BA.BE::  BM. 
DC::  VB.  DF.  £t  de  là  on  voit  que  toute  la  difficulté 
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fc  réduit  à  trouver  fur  la  circonférence  du  cercle 
DEKPH^  le  point  D  tel  qu'ayant  mené  les  droites 
J)yi^  Z)  j9  ,  qui  rçncontrçnt  la  circonférence  aux  points 
JB,  Fi  la  corde  EF  (bit  parallèle  i  la  ligne  AB^  Or 
cela  iè  peut  faire  ainfi. 

Ayant  décrit  du  point  C  un  cercle  qui  ait  pour  rayon 
une  ligne  CD:;;;=.AM^MC^  èctircAC  qui  rencon- 
tre ce  cercle  aux  points  K^  Hi  on  pi::endra  fur  A  M  la 
partie  A  G  quatrième  proportionnelle^  à  A^^  AH^  AKi 
ic  on  mènera  du  point  G  la  tangente  Gf  au  cercle 
JîDHFK'  Ayant  mené  parle  point  touchant  £  la  1I-» 
gne  A  E  oui  rencontre  le  cercle  au  point  D  ^  on  tirera 
D  C,  fur  laquelle  on  prendra  le  point  M  tel  que  DM. 
J)C;;  DA.  D  E.]e  ois  qu'il  fera  celui  qu'on  cherche. 

Car  par  la  propriété  du  cercle  DEKFH  le  reâangle 
fl  A^  A  K=i  D  Ai^A  E  i  Et  par  confèquent -ff  y^.  ADii 
AE.  AG:  c'çft  pourquoi  les  trianelçs  DA^^  GAE^ 
qui  ont  Tg^ngle  en  A  conimun ,  Si  Te$  côtés  autour  d* 
çec  angle  rçciproquetpçnt  proportionnels,  feront  fèm^ 
blables.  V^ngleAEG  kn  donc  égal  à  Tangle  AJSDi 
mm  cet  angle  AEG  étant  fait  par  la  tangente  EGSç 
par  la  corde  D  E  prolongée  du  côté  de  £ ,  a  pour  me* 
furç  J^  moitié  de  l'arc  D  E.  Il  fèr^  donc  égal  (  çn  tirant 
par  le  point  JF  ph  la  ligne  D  ^  rencontre  la  circonferen^ 
ce  y  la  corde  Ef)i  Tangle  DFB  i  &  par  confequent  les 
lignes  FEy  Afi^  fçront  parallèles  entr'elles.  Or  par  la 
conftru4ioi>   DCr  DM  :;  DE.  EA:;  DF,  FS.    Les 
triangles  DMA^  DMJP^  feront  donc  ifbfcelies)  puiC 
quelçs  triangles  DCE^  DC F,  qui  leur  font  femblju 
blés  font  ifo/celle$.  Lçs  lignes^/^  Af ,  MB,  feront  donc 
égales  çhf^cune  à  DM  y  êc  par  confjbquent  entr^elles  j  Se 
déplus  ^Af  ou  D^fûrpaflera  Jl/C  de  la  grandeur 
donnée  CDr  Et  c'eft  ce  qui  étoit  propofé, 
Fia  u*^      Troifième  C4U.  Lorfque  Içs  trois  lignes  MA,  MB^^ 
^  MC,  font  inégaips  entr'elle^-  Du  point  donnié  C^  je 
mené  la  perpendiculaire  CO  fur  la  ligne  AB  qui  joiot 
jes  dçup(  ^utrps  points  hormis  ^  &  du  pioint  M,  que  je 
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liippofè  être  celui  qu*on  demande ,  les  perpendiculaires 
Jlf /^ ,  il/ j^  fur  les  lignes  ^  ^ ,  CO.Je  nomme  les  don- 
nées ^  O,  ^  i  O  ^ ,  ^  i  CO,  r  i--^Af—Jlf^,  ^  i  ^3f  ~Jl/C, /? 
&  les  inconnues  OP y  xy  P M^  y\  AM^  %,:  ce  qui 
^onne  APzzza-^x^B P^^b-^x^  CQz=zc^y^BM 
=^K7^d^y  CM=zi^f.  Par  le  moyen  des  triangles  redan- 
gles  A  PM\  BPMy  C  QM ,  je  trouve  les  trois  équations 
lui  vantes  5  la  première ,  2;^^=  a  a — Vi  a  x—Yxx  --Vyy  y  la 
deuxième,  z^^idz^dd=ibb—ibx'^xx—k'yy  y  la  troifié- 

me ,  z^;r'^fikr^ff=^^'^'^y~^yy'^^^  >  &  retranchant  par 
ordre  les  membres  Aqs  deux  dernières  de  ceux  de  la  pre- 
mière, je  forme  une  quatrième ,  &  une  cinquième  équa- 
tionj  fçavoir  la  quatrième,  xiz^^âdzizaa—bb — V^ax — Yxbx^ 
&  la  cinquième,  rfz^ffzzzaa-^C'^iax-^  ^(^  J^  v^tts  dans 
;  la  première  équation  à  la  place  de  y  y  le  quarrè  de  la  va- 

leur de^  trouvée  par  le  moyen  de  la  cinquième  j  &  enfuite 
à  la  place  de  k  fa  valeur  trouvée  par  le  moyen  de  la  qua- 
trième, &  à  la  place  de  atjc  le  quarrè  de  cette  valeur  : 
ce  qui  donne  enfin  une  égalité  où  il  n*y  a  plus  d'mcon- 
nues  que  la  feule  z^  qui  ne  monte  qu'au  quarrè.  Cefl 
pourquoi  on  la  pourra  toujours  refbudre  en  n'employant 
que  des  lignes  droites  &  des  cercles ,  comme  l'on  a  en- 
leigné  dans  les  articles  380,  ou  581  (  Liv,  prèced.- )  Or 
ayant  la  valeur  de  l'inconnue  z^^  il  efl  facile  de  trouver 
(  le  point  cherché  M  y  car  il  fera  dans  l'interfèdion  de 

\  deux  arcs  de  cercle ,  dont  l'un  aara  pour  centre  le  point 

\  A  y  &  pour  rayon  la  ligne  AM{K)yi>i  l'autre  pour  cen- 

'  tre  le  point  B ,  &  pour  rayon  la  ligne  BM  {x,  —  à). 

^    •  On  voit  ailes  qu'en  achevant  le  calcul ,  on  fèroit  ar- 

rivé à  une  égalité  du  deuxième  degré  qui  auroit  renfer- 
înè  dans  its  termes  des  quantités  trés-compo fées  5  de 
forte  que  pour  les  réunir  fous  des  exprefïîons  fîmplcs  , 
comme  le  demandent  les  articles  380 ,  &  381 ,  on  auràic 
htÇom  d'un  grand  nombre  d'opérations  5  ce  qui  rendroit 
la  conftrudion  très-longue.  C'eft  pourquoi  on  fè  fèrvira 
de  celle-ci  par  le  moyen  de  laquelle  on  réduit  ce  cas  au 
précèdent.  '        .* 

'       .  .  Bbb  '  •   ' 
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Fie.  14J-        Les  deux  droites  AB^  ACj  qui  joignent  les  points 

donnés  étant  divifees  par  le  milieu  aux  deux  points 
Dy  Fyic  ayant  mené  du  point  M  que  je  fuppole  être 
fcelui  qu'on  cherche ,  les  perpendiculaires  MP»  MQf^ 
lùr  ces  deux  lignes  5  on  nommera  les  données  A3j  xai 
BC,  xhy  AM—MBy  ici  AM-^MC^  i^3&lesm- 
connucs  DPj  v;  F  Q^y.  Cela  pofé,  fi  Ton  nomme  itlx 
fomme  inconnue  des  deux  droites  A  M ,  B  M'A^  plus 
grande  A  M  fera  t-^^c  &  la  moindre  B  M  fera  /  — f. 
Or  les  triangles   redangles  APM^  BPM^  donnent 

PM=i  A  M  —ÂP^=iBM^—^'^  c'eft  à  dire  en  ter- 
mes analytiques  // — ^ict^^cc—aa—-  lax — xx=ztt 

—  1^/-+^^— ^^— 1-x^x— xx,  d'où  Ton  tire  /=- j 

&  par  confèquent  A  M  { /— t-  r  )=  —  — f  r.  On  trou- 
vera de  même  par  le  moyen  des  deux  triangles  redan- 
gles-^^;Wf,  CQMy  que  A M=:  ^  --+di  ce  qui  ^  en 
comparant  enfemble  hs  deux  valeurs  de  AAfy  donne 
cette  équation  — -+r=:  tl^^dy  ou  -  z=  -^  --+^— / 

=z  ^  -+/,  en  faifànt  pour  abréger  rf— f  =/  D*où  il  eft 

clair  que  le  point  cherché  M  doit  être  tel  qu'ayant 
mené  les  perpendiculaires  MPy  il/j^,  fiir  les  deux 

droites  ABy  A  Ci  onait  cette  équation  —•=:^^+f^ 

ou    ce    qui  revient    au  même  cette  proportion   x. 

y  — f  -^  \\b.  j .  Or  cela  fufEt  pour  trouver  la  conftruc- 

tion  (ùivante* 

Ayant  joint  les  points  donnés  par  les  deux  droites 
AB^ACy  &  divifê  ces  droites  par  le  milieu  aux  points 
D,  i?  5  on  prendra  iarAC  du  côté  du  point  A  la  partie 

JJÇ:=:j^3&  ayant  tiré  ^\xr  AB^  AC,   les  perpendi- 

culaires  DO^  K  S^  qui  (è  rencontrent  au  point  H^ 
on  mènera  dans  Tangle  OH  S  h  droite  H  M  qui  fbit 
le  lieu  des  points  M^  tels  qu'ayant  ciré  de  cjucu^d'eux 
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les  perpendiculaires  M  0,  Ad  R^  fur  les  côtés  HO,  H  Si 
ia  droite  MO  ioit  toujours  à  la  droite  MR^  en  la  rai- 

Ibn  donnée  de  ^  à  -  .  Enfuite  Ton  tirera  ^£  perpen- 
diculaire fur  HMyic  rayant  prolongée  en  G  en  forte 
que  E  G  {oit  égale  a  ^  £ ,  on  trouvera  par  le  fécond  cas 
le  point  Jl/ ,  tel  qu'ayant  mené  les  droites  Mj4,  AfG, 
MCy  les  deux  MA^  MG^  fbient  égales  entr*elles,  & 
la  dilFerence  àt  MA  i  MC  fbit  la  donnée  id.  Je  dis 
qu'il  fatisfera  à  la  queftion. 

Car  par  la  propriété  de  la  droite  Jf  il/ ,  on  aura  tou- 
jours iVfO  ou  DP[x).  MR  OM  (iK[y-^^)i.b.^^'^ 

&  par  confequent  le  point  M  fè  doit  trouver  dans  cette 
ligne.  Il  fera  donc  également  éloigné  à^s  points  A^Gi 
mais  de  plus  la  diflèrence  de  A  M  i  MC  doit  être  la 
donnée  id.  Donc&c. 

R  £  M  A  K  QJJ  E. 

43  ^  bi  au  lieu  que  dans  cet  exemple ,  les  deux  difle- 
rences  de  Tune  de  ces  trois  droites  MA^MB^  MC^  aux 
deux  autres  font  données  5  on  vouloit  â  prefent  que  ce  fuf^ 
fènt  les  deux  fommes  de  Tune  de  ces  droites  avec  chacune 
des  deux  autres ,  ou  bien  la  fbmme  de  Tune^ïHelles  avec 
une  autre  &  la  différence  de  la  même  avec  la  troifîéme  : 
la  queflion  n'en  devicndroit   pas  plus  difficile ,  &  on 

Sourroit  toujours  la  refbudre  par  les  mêmes  metho- 
es.  Ce  que  je  n'expliquerai  point  en  détail ,  afin  de 
iaiflèr  quelque  chofe  â  l'induflrie  des  Leâeurs. 

Corollaire    L 

4? 4*  J3ê  LA  on  voit  comment  on  peut  décrire  un 
cercle  qui  touche  trois  cercles  donnés. 

Car  loient  les  points  ^ ,  -5 ,  C ,  les  centres  des  cercles    Fi  o.  ij^; 
donnés,  &  le  point  M  celui  du  cercle  qu'on  cherche  , 
lequel  touche  les  cercles  donnés  aux  points  D^  E^  F , 
du  côté  que  l'on  volt  dans  la  figure.  Soient  les  rayons 
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des  cercles  donnés  ADzzza^  SE=ii,  CFz=:ci  &  le 
rayon  du  cercle  qu'on  cherche  MD  on  ME  on  M  F 

z=f{.  Celapofc,  on  aura  wrfilf=:^— f^,il/5=v-+^> 
MCzzzzxc-ci  &  partant  AM—MB=:a—b^MB-'MC 
=:  ^  — t-  r,  y/  M— M  C=^d'-+  c.  D'où  il  eft  évident  que 
la  queftion  fe  réduit  à  trouver  un  point  M^  duquel 
ayant  mené  aux  trois  points  donnés  A^By  C,  lesdroi- 
its  MAy  MB  y  MCy  leurs  différences  foient  données. 

Corollaire     IL 

Fia.  '251.       43 J-  13e  la  on  tire  encore  la  manière  de  décrire 

^51.  une  Sedion  conique  qui  ait  pour  foyer  un  point  donné 

F  y  qui  pafle  par  deux  autres  points  donnés  By  C,  U 
qui  touche  une  ligne  droite  D  E  donnée  de  pofition. 

On  doit  diftinguer  ici  deux diflFerens  cas,  dontle  pre-. 
mier  eft,  lorfque  les  trois  points  donnés  FyByCy  tom- 
bent du  même  côté  de  la  droite  indéfinie  D  if;  Scie  fé- 
cond lorfqu*ils  tombent  de  part  &  d'autre. 

F  i  G.  251.       Premier  cas.   Ayant   mené   F  D  perpendiculaire  fîir 

DE^&c  l'ayant  prolongée  en  A  en  forte  que  DA  fôk 
égale  i  DF>  on  tirera  les  droites  FB ,  F C-  On  trou- 
vera  le  point  M  tel  que  la  différence  àt  AM  ii  BM 
foit  égale  à  FB,  &  celle  dcAMScMC  égale  àFC.Oa 

^Def.uïU  décrira  enfùite*  une  Sedion  conique  qui  ait  pour  /es 

&  1.  III.     deux  foyers  les  points  FyMy&c pour  Taxe  qui  paflfe par 

les  foyers  une  ligne  égale  à,  AM.  JQ  dis  qu'elle  fera  cel- 
le qu'on  cherche. 

Car  1  ^  Le  point  E  où  la  ligne  A  M  rencontre  la 
droite  D  £  eft  a  la  Sedion ,  puifque  FE  étant  égale  a 
A  Ey  on  aura  dans  TEllipfe  la  fbmme  des  droites  FEy 
FM ,  &  dans  THyperboIe  la  différence  égale  a  l'axe  qui 
pafle  par  les  foyers  5  &  par  la  même  raifbn  les  points 
B ,  C,  feront  auflî  dans  la  Seâion.  2°.  Par  la  conftruc- 
tion  les  angles  FE  D^  DE  A,  font  égaux  entr'euxj  & 

*Art.  60    P^^  confèquent  la  ligne  £  D  eft  *  tangente  en  £. 

&  Miy    'Il  faut  remarquer  dans  ce  cas  que  lorfqu'on  cherche 
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le  foyer  M  du  même  coté  du  foyer  donne  F  par  rap^ 

S)ort  d  ligne  iJfi,  la  Sedion  qu'on  trouve  eft  une  Ellip-^ 
è  5  au  lieu  qu'elle  fera  une  Hyperbole  ou  deux  Hyper- 
boles oppofces  y  lorfqu'on  le  cherchera  de  Tautre  côté. 

Second  cas.  Il  eft  évident  que  dans  ce  dernier  cas  il  ne  p ,  ^^  ^^ 
peut  y  avoir  d'Ellipfè  qui  fàtisfafle  >  mais  feulement  deux. 
Hyperboles  oppofëes.  Pour  les  trouver  j  ayant  mené 
comme  dans  le  premier  cas  jF  2)  perpendiculaire  fur 
Z)£,  &  rayant  prolongée  en  -^en  forte  que  DA  foit 
égale  à  Di^  5  on  cherchera  le  point  M  tel  que  la  fomme 
de  A  M  &  BM  foit  égale  â  la  donnée  JPB^  &  la  différen- 
ce de  A  M  &c  MC  foit  égale  à  la  donnée  F  C.  On  décri- 
ra enfin  deux  Hyperboles  oppofées  qui  ayent  pour 
foyers  les  deux  points  F^M^  êc  dont  le  premier  axe 
foit  égal  i  AM.  ]t  dis  qu'elles  ont  les  conditions  re- 
quifès. 

Car  l^  Le  point  £,  ou  la  ligne  A  M  rencontre  la  li- 
gne D  JE,  fera  à  Tune  de  ces  deux  Hyperboles,  puifque 
FE  étant  égale  à  -^  £ ,  la  différence  des  droites  JF/?,  A/£, 
fera  égale  à  A  M  valeur  du  premier  axe  ^  &  par  la  mê- 
me raifon  les  points  £^  C^  ierontà  ces  Hyperbolesi  2^.  . 
La  ligne  D  £  fera  *  tangente  en  £, jpuifque  par  la  con*  *Art.  ny 
ftrudion  ks  angles  AEB^DEF^  font  égaux  entr'eux. 

Si  le  point  C  tomboit  du  même  côté  du  point  £  par 
rapport  à  la  ligne  Z)  £ ,  la  fomme  dts  deux  droites  A  M 
6c  M  C  feroit  égale  à  la  donnée  jFC5  au  lieu  que  c'eft 
la  difïerence  lorique  les  points  -S,  C,  tombent  de  part 
&  d'autre  delà  ligne  J)£,  comme  l'on  a  iuppofc  dans 
cette  figure. 

Si  l'on  propofoit  de  décrire  une  Section  conique  qui 
eût  pour  foyer  un  point  donné ,  pour  tangentes  deux  li;. 
gnes  données  de  pofition ,  &  qui  pafFat  par  un  autre  point 
donné  ^  on  trouveroit  par  le  moyen  de  ces  deux  lignes 
deux  points  comme  l'on  vient  de  faire  le  point  A^  deC 
quels  ayant  mené  deux  droites  qui  aboutiflent  à  l'autre 
foyer  qu'on  cherche ,  elles  doivent  être  égales entr'elles, 
&  leur  différence  ou  leur  fomme  avec  celle  qui  part  du 

'  Bbbiii 
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point  où  doic  pailèr  la  Seâion  &  qui  aboatic  au  même 
foyer,  fera  toujours  donnée  :  de  forte  qu'on  pourra  toû- 
jours  refbudre  la  queftion  par  le  moyen  de  TExempIe 
précèdent ,  &  de  fa  Remarque.  Enfin  s'il  falloit  décrire 
une  Seâion  qui  touchât  trois  lignes  données  depofîtion, 
&  qui  eût  pour  foyer  un  point  donné  5  on  trôuveroit  par 
le  moyen  de  ces  trois  lignes  trois  points  comme  Ton  a 
fait  le  point  A  par  le  moyen  de  la  ligne  D  E  dans  les 
deux  cas  précedens,  &  le  centre  du  cercle  qui  paflèroic 

{)ar  ces  trois  points ,  feroit  Tautre  foyer  de  la  Sedion , 
aquelle  auiroit  pour  premier  axe  une  ligne  égale  au  rayon 
de  ce  cercle. 

On  doit  obferver  dans  tous  ces  difFcrens  cas,  que  file 

f)oittt  cherché  M  étoit  infiniment  éloigné  du  point  Fl 
a  Sedion  deviendroit  alors  une  Parabole  dont  \^^  dia- 
mètres  feroient  parallèles  aux  lignes,  qui,  continuées  à 
l'infini ,  aboutiroieht  au  point  cherché. 

Exemple    V. 

FiG.    15}.  .     436*  Une  Parabole  iV'C^  étant  donnée  avec  un 

de  fes  arcs  M  Ni  trouver  un  autre  arc  iî^  qui  foit  i 
Tare  M  N,cn  raifbn  donnée  de  nombre  à  nombre. 

Ayant  prolongé  Taxe  de  la  Parabole  du  côté  de  fon 
origine  C  jufques  en  A  y  en  forte  que  CA  foit  égal  à  la 
moitié  de  fon  paramètre ,  &  décrit  une  Hyperbole  équi- 
latere  EA  F  qui  ait  pour  centre  le  point  C  &  pour  la 
moitié  de  fon  premier  axe  la  ligne  CAj  on  mènera  pa- 
rallement  à  l'axe  C  A  les  droites  MB,  N  EyRD^SF^ 
qui  rencontrent  le  fccondaxe  aux  points  Hy  Z^KyO, 
&  l'Hyperbole  aux  points  B^EyB^Fy  defquels  on  ti- 
rera fur  \ts  Aiymptotes  les  perpendiculaires  BP^EQ^y 
DO\FJ.  Celaraitjileft vifiblequelereftangle  AC^MN 

*  Art._%^6.  ou  *  le  Trapefe  hyperbolique  H  BEL  eft  égal  au  Seâeur 

hyperbolique  CBE  plus  le  triangle  CLE  moins  le  trian- 
gle CHB'y^àç  même  que  AC>iRS=zCDF-^COF 
^CKD.  Or  fuppoiant  que  la  raiibn  donnée  de  Tare 
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MN  i  l'arc  R S  foit  comme  m  eft  à  » , ks  lettres  m  & 
Il  expriquenc  des  nombres  entiers  quelconques  )  on  aura 
par  la  condition  du  Problême  u4C>iMN  onCBE 
-i-CLE—CHB.ACiiRSonCDF—^-COF—CKDiî 
«.  »,  8c  par  confequent  nCBE^+nCZE^nCHB 
:=imC D F—\-mC O F—mCKD.  Si  donc  l'oa  nomme 
les  données CP, è j  CQ^ c i l'inconùuë COy»'»^ qu'on 

prenne  C/=xV  ^,  il  eft  clair  *  que  le  Sedeur  hyper-  ^Art.  n^. 

bolique  CB  E.  CD  F  ::».»,&  qu'ainfî  nCBE=m  CD  Fi 
d'où  l'on  voit  que  l'égalité  précédente  fe  change  en  cel- 
le-ci nCLE—nCHB^mCOF—mCKD  qui  nç 
renferme  plus  d'efpaces  hyperboliques ,  mais  feulement 
des  triangles  redangles  dont  il  s'agit  maintenant  de 
trouver  les  valeurs  analytiques. 

Les  droites  CP,  HB,  forment  en  s'entrecoupant 
au  point  N  deux  triangles  reâangles  rHC,  VPB ,  qui 
font  femblables}  puifque  les  angles  entêtant  oppofés 
au  foramet  font  égaux  j  ce  qui  donne  HV.  C  V:  :  J^P. 
VBy  &  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens 
HJ^^J^B^=-CV^VP.  De  plus  à  caufè  de  rHyoerbole 
ëquilatere  EAF^  l'angle  VCAowCVH*  eft  demi  *jitf.  «r. 
droit,  &  par  confequent  le  triangle  redangle  CHV  ISL 
cftifofcelle,  auffi-bien  que  fon  femblable  VPB ,  ce  qui 
donne  VP=zPBy  CH=:.HV,  &  CV=CH-^rFlV 
^=:iH~F^.  Donc  le  quadruple  du  triangle  redangle 
CH5 ,  c'eft  â  dire  iCH^H^B^iHV^HV-^-V^^ 
=  X  75F '-+ 1  HVj<  VB=:C  Vj^  xCVj^  VP=iCJ^^ 
—htCf^x  r":?— t-  VPj-  VP'^z=.  CP'^^PB^  puifque  CK* 
^xCVX'VP-^y P*^  eft  le  quarré  de  C V'-\r VP ou 
ile  'Ci'.  Et  par  confequent  le  triangle  CHB=  J  CP' 
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dn  iaurâ  le'  triangle  eHJB  =  ^^^— -^,  le  triangle 

CZ£=^ff-  ~  ,  le  triangle  CKD  =  i  xx~^^,le 
*Art.  loî.  triangle    CO-F=-Vjs:  —  -jj^V^ii  puifque  *  PB 

= -,  iZ^  — -  ,  /F=  -  V?:  &  mettant  ces  valeurs 

à  la  place  des  triangles  qu'elles  expriment  dans  l'égalité 
-      »CXjB—aC/f-S=»»C(9JF—>»C^Z),  on  "en  formera 


'v— xxV-*-  —  <ïui  ^  réduit,  en  opérant  ïèlon  les  règles 
ordinaires  de  '  1" Algèbre  ;  à  cette  égalité  du  deuxième 

degré  jc* : z 5—  xx-^-^*  V  —  =10^  dont 

la  refolution  doit  fournir  pouifCG  (jat  )  une  valeur  telle 

mm        mm 

qu*en  prenant  C/=xV'î?>  &  tirant  les  perpendicu:. 

laires  GD,  IF  y  qui  rencontrent  l'Hyperbole  équilate- 
re  aux  points  B y  F\  l'arc  K S  que  les  parallèles  D R , 
,     ^  .-  .    FSJl  l'axe  coupent  fur  la  Parabole,  fera  à  Tare  MN 
'  W,r   en  la  faifbn  donnée  de  «,4  m- 
'      .     Il  eft  à  propos  de  remarqiier ,  i^,  Que  le  fécond  terme 
de  cette  égalité  eft  toujpurs  négatif,  parce  que  CQJiO 
fùrpafle  CP  (  ^  )  j  &  qu'ainfi  ces  deux  racines  feront  toutes 
^deux  vraies  ou  toutes  deux  îtnaginaires ,  félon  que  la  moi- 
tié de-la  grandeur  connue  au  fécond  terme  eft  plus  gran- 

.de  ou  moindre  que  ^ ^r  V  7*  ^^^î^^  quarrée  du  dernier 
terme  :  ce  qui  eft  une  fuite  de  la  refolution  des  égalités 

^     ■      •  m 

.du  fécond  degré-.  1^  Que  CG  (xx)  étant  une  des  ra- 

cihes  de  cette  çgaHté ,  ïf  en  {en  Tautre.  Car  ouirque 

f  Art.  101.  e/=:x>  J. ,  a  s^çiifuit  *  qi^e  /^=:  J  \  ^-  Or  on  fçait 

que  le  dernier  terme,  d'une  égalité ,  eft  le  pi;oduit  de  ks 


.ricmçs, . Si dpnç m  iïyi^!^, \^  dQi-jttçr.çf fine  a* \  -^  de 

l'cgalité 


k 
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Tégalité  précédente,  par  le  quarrë  CG  (xa:)  que  Ton 
iiippofe  être  Tune  de  ics  deux  racines  j  l'autre  fera 

^  V  ^  qui  eft  le  quarrë  de  FJ.  D*où  Ton  voit  que  fi  Ton    - 

prend  fur  les  deux  Afymptotes  les  parties  CG ,  CT^  éga- 
les aux  deux  racines  de  rëgalité  précédente  ^  &  qu'ayant 
tiré  les  parallèles  GD,  TF^  aux  Afymptotes ,  on  mené 
par  les  points  DyF,  où  elles  rencontrent  Thyperbole 
cquilatere  EAFy  les  parallèles  BR^  i^ 5 ,  à  l'axe  :  elles 
couperont  iùr  la  Parabole  l'arc  cherché  R  S. 

Si  /w=« ,  réquation  générale  fe  changera  en  celle-ci 

x^ jfx-+^ — =zû.  dont  les  deux  racines  four* 

niflent    CG[x)z=:t=:CP,  U  CT{x)=^=zQJi 

d'où  il  fuit  qu'on  trouve  par  leur  moyen  un  arc  R  S , 
iemblablement  pofé  de  l'autre  côté  de  Taxe  y  par  rap* 

J>ort  à  l'arc  MN.  Or  comme  l'on  f^ait  d'ailleurs  *  que  4^^^.  g^^ 
es  deux  arcs  RS^MNy  étant  fèmblablement  pofës  de 
part  &  d'autre  de  l'axe  font  égaux  entr'eux ,  cela  fërt  à 
confirmer  les  raifbnnemens  que  l'on  vient  de  faire.  De 
là  il  efl:  aifë  de  conclure  qu'un  arc  parabolique  M  N 
ëtant  donné ,  on  n'en  peut  trouver  aucun  autre  RS  qui 
ibit  plus  proche  ou  plus  éloigné  de  l'origine  C  de  l'axe 
&  qui  lui  foit  égal  ^  fans  fuppofèr  la  quadrature  de  quel- 
que Seâeur  hyperbolique ,  ou  (  ce  qui  revient  au  même) 
la  reâifîcation  de  quelque  arc  parabolique. 

Si  »f =x  &  «=i,  on  aura  x*—  ^Itt^^^^^  xx—H  ^=z&i 

&  fi  w  =  i&«=:},  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofè,  fi 
l'arc  R  S  doit  être  à  Parc  M  2/  comme  3  eft  à  2 ,  on 


trouvera  x^-       J_^,       xx-H  -^  =^>  &  ^^  ^e- 


folution  de  ces  éealités  fournira  celle  du  Problême,  U 
en  eft  de  même  des  autres  valeurs  de  m  Se  n. 

M.  JBemauUi  célèbre  Profefleur  des  Mathématiques  â 
Groningue ,  a  refblu  le  premier  ce  Problême  d'une  ma* 
niere  différente  de  celle-ci.  On  peut  voir  ce  qu^il  en  dit 

4ans  les  Aâes  de  JLeipfic  de  l'année  1698.  p«  x6i. 

Ccc 
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ExempleVL 

437-  vJn  angle  BAC  étant  donné  avec  un  point  D 
F 16,  1/4.   au  dedans  de  cet  angle  5  décrire  un  cercle  qui  pailë  par 

Je  point  donné  D ,  qui  touche  le  côté  A£  en  quelque 
point  T'y  ic  qui  coupe  fur  l'autre  côté  ^  C  une  partie 
OC  égale  à  une  ligne  donnée  z  a. 

Ayant  fuppofe  le  Problême  reiblu,  on  mènera  du 
point  donne  D ,  la  ligne  2)^  qui  pailè  par  le  ibmmet  A 
de  Tangle  donné ,  U  ligne  D  P  qui  paiïè  par  le  point 
touchant  -P&  rencoatreen  /f  le  côté  AC  prolongé*, 
la  ligne  DE  parallèle  à  ^C,  &  la  perpendiculaire  D3 
ïur  fc  côté  AS:  K  ayant  divifé  la  partie  interceptée 
OC{x^^  parie  milieu  en  Q^  on  nonâmera  les  incon« 
nues  APyXh  AQ^^z^^  DHy  ti  8l  ks  données  A  £  ^  mi 
ABj^g'y  SD^-ii  DE^fi  AD  y  n.  Cela  fait,  on  aura  par 

la  propriété  du  cercle,  v^P  {xx):==^CA^AO  om  A  çr 

i^^~(l:9  i^^h  &  partant 42^,5;^:^ X a:— f^/T.  Déplus 
les  triangles  femblables  FED  y  PAH ^  donnent  AE 

im).APK'^y.-:iiH(t).HP^l.  Et  PBim~x). 
f.D(.f)  •■•.APix).  AH-=-t-.  Donc  HQ=iX 
^&  CHkHO  ou  H^*— ^  =i^^— f -îfe 


—  —  ii/^r=xx-+^--— f  ==:r,  ^  en  mettant 


four  fji  fa  yQ\cwxx^^aM)2zzDHKHP  /— )  par  la 
propriété  du  cercle  j,c'eft  à  dire  qu'en  divifant  par  x^ 
iMi  aura  cette  égalité  at— ^  ^-^  -+  z=r;  =r  iî.  Or 


m 

'PD  ou  DH—HP=^'::^=^'.  &  t  à  caufe  du  trianele 

redangle  I)^:iP)  ùm  quarté  r,'"*^^^!^'^"'"'  =zxx—xg^ 
<-+g;j-+i^i=**— tgv — hj«  en  métrant  pourX^ — hgg 
fa  valeur  «»5  d'où,  l'on  tire  j  =  ^^^^^^=^7^^^  =« 

■   ~~^>    &  muhiplianp   par    m-^x ,  ^ 


•-■  '»ii 
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cranfpoiànt  le  tenne  -==-,  >  il  vient  w  x  ~  x  x  -+ 1/;^ 


caufe  du  triangle  reâaogle  2J^JÎontrouve^=A^— h^ 
'^i.zm — \rmni=znn — zgm-^mm:  c*eftà  dire,  parce 
queiadivifîonfe  faicaujufte,  mx—xx^-\'ifz,=:~mx 
•-+»«  ou  ifx^zrzxx — 2»x— +«»•  Quarrant  enfin  cha- 
que membre ,  &  mettant  pour  xjjzyût\xt:  xx-^^a^t, 
on  aura  cette  égalité 

x*— 4wx' — h4»«»xx— 4w»!wc-+«*        =# 

-4/  -4^f 


mn 


qui  eft  du  quatrième  degré ,  &  dont  les  racines  que  Foa 
trouvera  par  le  moyen  d'un  cercle  &  d'une  Parabole 
donnée  ou  de  telle  autre  S^dion  conique  qu'on  voudra 
doivent  fournir  pour  AP  {x)  des  valeurs  telles  que  me- 
nant i' JlTperpendiculaire  fur  AP^  tirant  i^D,  &  fai- 
fant  Tangle  i^DAf  égal  àTangk  DP  M  y  le  point  M  y  où 
fe  rencontrent  les  côtés  D  Af  >  PM  dn  trianele  ifofcel- 
le  DPMx  foit  le  centre  du  cercle  cherché ,  qui  aura  pour 
rayon  la  droite  MP  ou  M  D.  Ou  bien  fi  Ton  prend  fur 
le  côté  AB  la  partie  AP'=^x^  Se  fur  l'autre  côté  AC 

la  partie  A Q^^^xx-Hraay  Se  qu'on  mené  fur  ces  cô- 
tés les  perpendiculaires  PM^  QJ^'^  ^  point  .M  où  elles 
£c  rencontrent  ^  fera  le  centre  du  cercle  qu'on  demande. 

Comme  rien  n'eft  plus  propre  a  donner  de  Touver- 
turè  à  Tefpdt,  que  de  faire  voir  les  diâferem  chemins 
qu'on  peut  fuivre  pour  arriver  à  la  conooiâance  de  la 
même  vérité  j  je  vais  donner  une  autre  manière  de  re^ 
foudre  cette  queftion,  qui  me  parok  encore  plus  natu. 
relie  que,  la  précédente. 

Ayant  fuppofé  que  le  point  JM  foit  le  centre 
du  cercle  cherché ,  on  mènera  les  perpendiculaires  ' 
MPy  MQ^y  fur  \ts  côtés  de  l'anele  donné  BAC  y  &  les 
parallèles  Afi7j  MG^  à  ces  côtes 5  &  du  point  donné 
D,  on  tirera  Us  parallèles  BB^  DE^BK^  i  M P^ 
MFi  AB.  On  nommera  eniiiite  les  données  DB^ii         .  ^    ^ 

Cccij         ^        •    •    ^ 


Ii^^rt.  u 
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£E,  ciBB.fi  ABygi  AE.mi  AD.ni  &  les  m^ 
connues  AP^xî  PM  ou  MD^yi^ on  aura  PB  ou 
JD^=g— •«,  MK=.y—b:  ce  qui  donne  (  à  caufè  da 
triangle  reûangle  MKD  )  Tcquarion  />'=gg— ig* 

^xx~+yy~xhy~^bh,  d'oùl'on  tirc/=îî=^î±±t» 

= j| en  mettant  pour  bb^-^-gg  Ci  valeur  ««. 

Or  à  caufe  des  triangles  femblables  DPE^  MPFy  on 
a  cette  proportion  D^  (^).  ^£  (<•)  ::  PMiy).  Pif 

=  ^,  &  partant  ^J?  ou  MG=  ^^'5  &  à  caufe  des 

triangles  femblables  DBE,  MQG^  DE{f).DB{b) 

::MG  (^).  M 0^^ -^  Donc  puifque  par  Us 

conditions  du  Problême ,  il  faut  que  QC  moitié 
de  la  partie  intef  cèptée  O  C  foit  égale  à  laîigne  don- 
née a,  .&  que  les  droites  MC  Se  MP  foient  rayons 

d'un  même  cercle  cherché  :  il  vient  MC-=i  *^**"****^'*"*^ 

-^aa:=zMP  (yy)ySc  multipliant  par  ^ on  aura  ^^xx 
^ibcxy  ~-+ccyy  --^  aaff=zffyy  =  bbyy  .-^  ccyy  ^ 
en  mettant  pour  ff  fa  valeur  H-^^cc,  c'eft  i  dire 
'ffxx-\-aaf=iccxX'-\-ibcxy—{-bbyy^  en  eflà- 
çant  de  part  &  d*autre  ccyy^  &  mettant  pour  bbxK 
ia  valeur /jg  x—ccxx'yceqxxi  donne  par  Textraclion  de 
la  racine  quarréCj/Vxx— hrf^* = cx~^h=.  ^*-*i*4"«»4-»» 

en  mettant  pour/  fà  valeur  ^*~y^~  ^  &  enfin  fi  l'on 
met  pour  g — tf  fa  valeur?»,  on  trouvera  la  même  éga- 
lité que  ci-deflùs  ift^xx'-^aa=::xx  —  imx-+ttn. 

Voici  encore  une  nouvelle  manière  de  refoudre  cette 
queftion,  qui  donne  d'abord  une  conftrudion  fort  aifée  • 
mais  qui  demande  la  defcription  de  deux  Paraboles.  i^.Je 
cherche  lé  lieu  des  points  M ,  tels  qu'ayant  mené  dé  cha- 
cun de  ces  points  au  point  donné  D  une  ligne  droite  MD, 
&  fur  la  ligne  AB  donnée  de  pofition  la  perpendiculai! 
re  MPi  ces  deux  lignes  MD,  MP,  foient  toujours 
égales  entr'elles:  &  je  vois  fans  aucun  calcul  que  c*cft  • 
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la  Parabole  qui  a  pour  foyer  le  point  D ,  &  pour  direc- 
trice la  ligne  AB*  i^.Je  cherche  le  lieu  des  points  ^^ 
tels  qu'ayant  décrit  de  chacun  de  ces  points  un  cercle 
qui  paiTe  par  le  point  donné  D  3  ce  «cercle  coupe  fur  la 
ligne  A  L  donnée  de  poHtion ,  la  Partie  O  C  égale  à  une 
ligne  donnée  2  a  Je  mené  à  cet  tSèt  du  point  donné  D 
la  perpendiculaire  DZ  fur  ^Z,  &  d'un  ces  points  cher, 
ches  A/que  je  regarde  comme  donné,  les  perpendiculai. 
TQs  MRy  MQ^  {xxT  DLy  AL:  &  ayant  nommé  les  in* 
connues  &  indéterminées  DR^xy  RM^yj  qui  font 
entr'elles  un  angle  droit  DRM^^lz  connue  D  L^  tî^ 

j'ai  à  c^ufe  du  triangle  redangle  Af  JlEDtequarré  MD 
=  xx— f  y>',  &  à  caufe  du  triangle  reâangle  MQC  le 

quarré  Jl/C  =zMQJJbb  —  ibx'-+xx)'--^QC  {aa).Ot 
les  lignes  MDy  MC^  étant  rayons  du  même  cercle 
font  égales  entr'elles,  &  par  coniequent  xx — yyy:=Lbh 
— xbx — hxx— +^^,  OM yy=zbb — Yaa — xbx.  M  donc 
l'on  conftruit  la  Parabole  qui  eft  le  lieu  de  cette  équa- 
tion ,  il  eft  vifible  qu'elle  paflera  par  le  centre  M  du 
cercle  qu'on  demande  :  mais  la  Parabole  qui  a  pour 
foyer  le  point  D  &  pour  direûricc  la  ligne  ^^  devant 
auilî  pafïer  par  ce  centre,  il  s'enfuit  que  le  centre  du  cer- 
cle cherche  fe  trouvera  dans  i'interfedion  de  ces  deux 
Paraboles. 

Exemple    VU. 

4j8.Un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  Abc 
pour  rayon  la  droite  AM^  étant  donné,  avec  deux 
points  £,  i^',  fur  le  même  pian  5  trouver  fur  la  circon- 
ference  au  dedans  de  l'angle  EAF^  le  point  M  tel 
qu'ayant  mené  \ts  droites  AM^  EMyFMi  les  deux 
angles  AME^AMFy  foient  égaux  entr^eux. 

Si  les  lignes  A  E^  AF^  étoient  égales entr'clles ,  il  eft 
vifîble  que  la  ligne  qui  diviferoit  par  le  milieu  Tangle 
JS-#^JF,couperoit  la  circonférence  dans  le  point  qu'on 
demande.  Cefl  pourquoi  on  fuppofèra  que  ces  deux  li- 
gnes font  inégales^  &  même  pour  éviter  la  confufion 

Ccc  iij 
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que  c'eft  la  ligne  -^  £  qui  eft  moindre  que  la  ligue  j4F. 
Or  cela  pofë,  je  refonds  ce  Problême  en  deux  dij9erexu 
tes  manières. 

Première   Manière. 

Âyaivt  fuppofë  que  le  peine  M  foit  celui  qu'on  cher- 
<:be,  on  mènera  hs  droites  M£^  MD\  qui  fàilènt  fur 
^Fj  AEy  dts  angles  MBA^  MDj4^  égaux  aux  angles 
A  MF  ^  AME^èc  par  confequcnt  entr^eux  j  &  à  caiifè 
des  triangles  femblables  AFM^  AMS^  &  AEM^ 
•AMD ,  on  ^ura  ces  deux^  proportions  AE.AMii  A  M. 
AB.  Ec  A  E^  AMx\  A  M.  AD.  Dc»ic  puifque  les  li- 
gnes AF yAE^  font  données  avec  le  rayon  AM^i^s 
parties  AJ3y  AD^  des  droites  AF^  AE,  le  feront 
auflî.  Maintenant,  fî  Ton  mené  les  droites  MP ^  MCLy 
parallèles  z  AEy  AF'Acs  triangles  BPM^  DQM  fè- 
ront  femblables,  puifque  les  angles  AP M^  A Q^ ^ 
font  égaux ,  comme  auflî  les  angles  PjBAf,  QDM ,  com- 
plemens  à  deux  droits  des  angles  égaux,  MJBA^  MDA; 
&  partant  filon  nomme  les  données  AB  ^  ai  AD^Bi 
-  &  les  inconnues  /tP  on  QMy  x  i  PM  ou  AQ^  $  on  aura 
,.BP  [x—a).  PM  (/  )  :  :  DQJijf-'i  ).  QM  (x)  :  :  ce  qui  donne 

(en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens)  cette  équation 
fArP.  il6.  XX — axz=zyy~by ^OM  yy-^by --^ XX— ^r a x:z=io^  dont  le 

lieuefl  *  une  Hyperbole  équilatere  quife  conftruit  ainfî. 
.- .  :  Soient  prifès  fur  les  lignes  AF ^  AEyl^s  parties  AB^ 
;/^JD,troilîémes proportionnelles  à  AF^AM^  &  à  AE^ 
À  M  :  fbit  tirée  par  le  point  C  milieu  àc  BD  une  liene 
droite  indéfinie  CH  parallèle  à  AB^  fvtr  laquelle  loic 

prife  la  partie  CiÎL=i/î^^—^^//(la ligne  AD{è)  fera 
plus  grande  ciuc  BA{a)^  puilqu'on  a  luppofc  que  A£ 
cfl  moindre  que  A  F):  (oit  décrite  une  Hyperbole  équi- 
latere qui  ait  pour  centre  le  point  Cy  Se  pour  la  moitié 
d*un  fécond  diamètre  la  droite  ClC,dont  les  ordonnées 
a  M  foient  parallèles  à  AD.Jq  dis  qu'elle  rencontrera 
la  circonférence  du  cercle  donné ,  au  point  cherché  Af. 
Car  menant  CX  parallèle  à  -/^ /)  ^  ii  efl:  clair  que  les 
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lignes  CH^  CL 9  diviicroflt  par  le  miiieu  les  droites 
ADyAB»  aux  points  OyLi  puifqoe  le  point  C  coirpe 
en  deux  parties  égales  la  ligne  £  Dj&c  qu'ainfi  C  H  ovl 
AP--AL=:JC~\a^  HM  ou  PM—AO=zy-  Ib.  Or 

par  laproprietc  derHyperbalc  âéquilatere,  /f  M*=;=:  CJti^ 


CK\  c*eft  à  dire  en  termes  analytiques  yy  —  ^y 

^^^=;xxr  — <ix--+ii!i^-H-î^^— ;*^id*oùron  tire 
réquation  yy  —  byz=zxx — ax^  qui  étant  réduite  en  pro^ 
portion ,  donne  BP  {x—a).  PM  {y  )  ;  :  Z)  QSy—f^  )•  Q^ 
{x).  Donc  puifqcie  les  angles  BVM^  DQM^  font 
égaux,  6c que  1rs  côtés  autour  de  ces  angles  font  pro- 
portionnels 5  \qs  triangles  BPMy  DQM^  feront  lièm- 
blables, &  par  confequent  Tangle  MBP  lèra  égal  à  Tàn- 
gle  MD  d^  &  leurs  complemens  à  deux  droits  ABM^ 
AuM  ^  feront  égaux.  Mais  puifque  AB.  A  M::  A  M. 
AF^  bc  AT).  A  M:-.  A  M.  AE^  les  triangles  ^^;i/, 
AMF  y^  AD  M  y  y^Af  E,  feront  femblables.  L'angle 
AB  S4  fera  donc  égal  à  l'angle  AM  F^Sc  l'angle  A  DM  ' 
à  Tangle  A  M  El  ^  par  confequent  les  angles  A  MF  ^ 
AME^  feront  égaux  entr^eux  ,  puilqu'on  vient  de  prou- 
ver que  les  angles  AB  M  y  AD,  M ,  le  font. 

On  prouvera  de  même  que  l*HyperboIe  oppôfee  à 
iccHe-ci  coupera  la  circonférence  au  dedans  de  l'angle 
oppofé  au  fommet  à  Tangle  eA  F  ^tn  un  point  M  tel 
qu'ayant  ntené  les  droites  A  M^  M  f  jMFi  les  angles 
AMEy  A  M  F ^  feront  égaux  entr*eux:  comme  aufE 
que  ces  deux  H)'pcrboles  équilateres  oppofëes  coupe- 
ront ia  circonference  au  dedans  des  angles  qui  font  à 
côté  de  ces  deux-ci,  chacune  en  un  point  M  tel  qu'ayant 
mené  les  droites  M  A^  ME^  ^ F i  Tangle  AME  fera 
égal  au  complément  â  deux  droits  de  Tangle  A  MF. 

Si  Ton  prend  fur  CZ  la  partie  CG  égal  à  CK^  il  el^ 
clair  *  que  C-G  fera  la  moitié  du  premier  diamètre  con-  *  f^^-^  '^* 
jugué  à  C2C,  &  qu'ainfi  *  l'une  d^s  Afymptotes  de  ces 
deux  Hyperboles  fera  parallèle  i  KG.Ov  dansletrian-  ^Art.  114; 
gle  ifofcelle  QCK,  Tangle  externe  GCO  ou  fon  égal 
^AD  vaut  les  deux  internes  oppoics ,  c'eft  â  dire  le  dou- 
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ble  de  Tangle  CGK.  Donc  puifque  les  lignes  CG^AB, 
font  parallèles ,  il  s'enfuit  que  la  ligne  KG  Se  par  con- 
fcquent  Tune  des  Afymptotes  fera  parallèle  à  la  ligne 
qui  divife  par  le  milieu  rangle  DAB.  Devins  il  eft  cvi- 
^  dpnt  que  la  ligne  AD  çSk  une  double  ordonnée  au  fè- 

I  cond  diamètre  C K ,  puifque  oTJ*  ou  OÂt  ( î * ^ )  =; CO^' 

(;  ^^) -4- CÎC*  (  j* *— ^^^)  5  &quainfiPune  des  Hyper- 

bolçs  çquilaterçs  oppofëes  paflè  par  le  point  D ,  &  Taiu 
tre  par  le  point  A.  Ces  deux  remarques  donnent 4ieu  à 
une  nouvelle  conftru(îion  qui  çft  plus  fimple  que  la  prç* 
cedente:  U  voici. 
F I  ••  xs6.      Ayant  pris  fur  les  lignes  AF^  AE^lcs  parties  A^^ 

AD  I  troifîémes  proportionnelles  iAF^AM^Sc  iAE^ 
A  Mi  on  mènera  par  le  point  de  milieu  C  de  la  liene 
^D  deux  droites  indéfinies  C/f ,  CKy  Tunç  parallèle 
&  l'autre  perpendiculaire  â  la  ligne  AP^  qui  divife  par' 
Je  milieu  Tangle  donné  EA  F.  On  décrira  enfuite  entre 
ces  deux  lignes  comme  Afymptotes ,  par  les  points  D^ 
A  y  deux  Hyperboles  oppofées ,  qui  couperont  la  circon- 
férence du  cerclç  donne  en  des  points  M  tels  qu'ayant 
mçné  les  droites  MA^  ME^  MFi  les  deux  angles 
AME^  A  MF  y  feront  égaux  entr'eujc  lorfque  le  poinç 
id'interfèdion  M  tombe  dans  l'angle  EAF  ou  dans  fou 
pppofë  aïkfomm^t  ^  ^  l*angle  AME  fera  égal  au  coni* 
jplemçnc  à  dcusf  dltoits  de  Papgle  AMF  lorfqu'il  rom- 
pe d^ns  l'un  àvf,  dans  Tautre  des  angles  à  côté. 

On  n'çfl  arrivé  à  cçtte  dernière  conftrudion  qu'en 
fuppofànt  1^  première  qui  çfl  fondée  fur  le  calcul,  &eii 
faifant  enfuite  de/ remarques  qui  font  afïcs  recherchées. 
Il  efl  cependam  facile  de  la  démontrer  tout  d'un  coup, 
il  lîofr^it  attention  à  une  propriété  de  l'Hyperbole 
(équilatere  qui  fe  trouve  dans  l'article  361.  (  Liv.  VIII.) 
^  qui  d'ailleurs  fe  peut  aifément  prouver.  Car  fî  l'on 
inene  du  point  M  ou  l'Hyperbole  équilatere  D  M  ren- 
frontre  la  circonférence  du  cercle  donné ,  aux  deux  ex* 

f  remités  ^,  D>  4u  premier  djiamçtre  ^-P,  Ips  droites 

^  3M,DM^ 


t 
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S 'M  y  DM  y  qui  rencontrent  rAfymptote  CH  aux 
points  0>  Z>&  la  ligne  ^P  qui  lui  eft  parallèle  aux 
points  «S ,  X  i  il  eft  clair  félon  cet  article  ^  que  A/  O  eft 
égal  a  AfZ,  &  qu'ainfi  Tangle  MOL  on  MSR  ou 
£Sj4  eft  égal  à  Tangle  MLO  ou  DR  A.  Mais  par  la 
conftruâion  Tangle SAS  eft  égal  à Tangle  DAR^  puif. 
que  la  ligne  y/Pdivifè  par  le  milieu  Tanglc  £AF.  Par- 
tant les  angles  reftansy4f^Af 3  AD  M^  dans  les  deux 
triangles  ASS,  ADR,  feront  égauxL entr'eux  5  d'où  il 
iuitqueles  angles  AMF^  AME  y  le  font  auflî.  £c 
c*eft  ce  qui  ëtoit  propofe. 

On  peut  trouver  facilement  par  le  moyen  de  cette 
dernière  conftruâion ,  une  égalité  trés-fîmple  qui  ne 
renferme  qu'une  fëuIe  inconnue  ,-&  dont  la  conftrudion 

3ui  fè  pourra  faire  par  telle  Seâion  conique  qu'on  vou- 
ra  fînvant  les  règles  prefcrites  dans  le  Livre  précèdent^ 
fournira  la  refolution  du  Problême.  Soit  menée  à  cet 
cflet  du  point  M  la  ligne  MP  parallèle  à  rAfymptote 
CKy&L  qui  rencontre  l'autre  Afymptote  CH  a\x  point 
m  6c  fbient  nommées  les  données  AM^ai  AKy  bi 
CiCj  ^;&  les  inconnues  AP^xi  PM^y.  Cela  pofé^ 
on  aura  par  la  propriété  du  cercle  l'équation  x  x  — Vyy  • 
z=aa^ic  par  la  propriçté  des  Hyperboles  oppofées  *  Tau-  *  Ari.  1 00. 
tre  équation  CHx HM  {xy  —  çx  —  by-^bc)=z CK^KA 
{^^)j  ce  qui  donne  xjf— rx— ^^=^,  d'où  l'on  tire 

.  Mettant  le  quatre  de  cette  valeur  à  la  place 


^^yy  dans  la  première  équation  xx^-^ryy^^^a^iL  opé- 
rant à  l'ordinaire  on  formera  cette  égalité  du  quatrié^*^ 
me  degré  x^^ibx^'-^bbxx-^x4abx'^aabt^^z:k 

—  aa 
Or  fî  l'on  mené  du  centre  C  des  Hyperboles  perpendir 
culairement  d  ^C  la  ligne  CO  qui  rencontre  la  circoq- 
jference  au  point  Gî  les  triangles  redanglçs  ACGy  AKÇ^ 

donneront  CG*=:ÂG*^AC  zrzAM  {aa)—Âk^  (bb) 

^CK^i^c).  C'eft  pourquoi nonunant  la  donnée CG^mi 

Ddd 
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on  changera  Tcgalité  précédente  en  celle-ci  x*— i^j^? 
-^mmxx — k-iaaix — ^ ^ ^ ^  zn; ^ ,  dans  laquelle  les  don<- 
nées  font  le  rayon  ^  A/ (  ^  ),  les  lignes  AK{b)^CK  (r), 
CG  [m)^  &  l'inconnue  x  exprime  des  valeurs  àt  AP 
telles  que  menant  les  perpendiculaires  PM^  elles  ren* 
contreront  la  circonférence  aux  points  cherchés. 
Pour  diftinguer  entre  les  deux  points  ou  chaque  per- 

{>endiculaire  P  M  coupe  la  circonférence  du  cercle ,  ce- 
ui*  qui  fert  à  la  queftion  prefente  j  il  faut  obferver  de 
mener  PM  du  coté  où  Ton  a  fuppofê  que  tomboit  le 
point  M  par  rapport  à  la  ligne  AP  en  faifant  le  calcul^ 

lorfque  fà  valeur  -^  qu*on  a  trouvée  cidefluseft  pbfî- 

tive,  c'eftâ  dire,  lorfque  x  eft  en  même  temps  vraie 
&  plus  grande  que  é ,  ou  bien  lorfqu'elle  eft  fauflë  -,  &c 
au  contraire  il  la  faut  mener  du  côté  oppofé,  lorfque 
ia  valeur  eft  négative  ^  c'eft  à.  dire ,  lorique  x  eft  en 
m^e  temps  vraie  &  moindre  que  i. 

Seconde    Manie'^re* 

Fi©,  xjj.  Ayant  çniené  par  le  point  cherche  M  que  Ton  regar- 
.  V  V  4e  ^^^^^  donné  la  droite  MD  perpendiculaire  au 
rayon  AM^&c  par  le  point  D  où  elle  rencontre  AFlz 
droite  G  H  parallèle  iAM^  laquelle  rencontre  en  H 
la  ligne  MF^  &  en  G  la  ligne  EM  prolongée  qui  cou- 
pe en  C  la  droite  ^i^s  on  aura  à  caufe  des  triangles 
femblables  FAMyFDH^  cette  proportion  :  AM.  DHii 
yrfjp.  FD.  EtdcinJfedes  triangles  femblables  GAM y 
•C^.  G ,  cette  autre ,  A  M.  DGiiAC.CD.  Or  la  ligne 
J)G  eii  égale  à  DHy  puifque  par  la  condition  du  Pro- 
blême  les  angles  AME^AMF^  devant  être  égaux ^ 
léî^angleiî  ÉMHCi>^<^\  1«  feront  auffi^  Donc^A 

FDii  ÀC.CD^Hl  AF^^FDé  ÀF:\AC'-^CD€}Vi 

AB.  AC.  Celapofô,  foient  menées  ES\MP^  fet^ 
pendiculaires  fur  AF\  ^ifcf^ perpendiculaire  fur  EB.: 
;&  foient  nommées  Jlçs4pwées,^,J\/ j  ^i^ 
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AFydiic  les  inconnues  -^ 7^,  xi  PM^y.  Les  triangles 
redangles  fembkbles  APM^  A  MB  ^  donneront ^j? 

(x).  AM{a)\iAM{a).ADz=^.Yx^zxtzxitPB'=:zà 

~  ^5  &  les  triangles  fembkbles  EQJd^  MPC^  don^ 
neront  Ed  ou  EB  —  MP  (c-^yY.  QJd  ou  AP~AB 
(;c  — *)::  M  P  [y).  P  C  z=i'2-^ .  Donc  ^C  ou  ^P 


PC=i  ^^^^^ ,  &  mettant  dans  la  proportion  précé- 
dente ^i?—+- JF  2).  AFm  ad.  ACi  la  place  de  ces 
lignes  leurs  valeurs  analytiques ,  on  formera  (  en  multi- 
pliant les  moyens  &  les  extrêmes  )  cette  équation  icdxx 
— aacx  —  ibdxy'^aaby'--\raadyz=zaadc ^  qui  fa 
réduit  en  divifànt  par  2^/,  &  en  faifànt  (pour  abréger) 

b'^dz=f^  i  cette  autre  xx—  -^yx~  ~  ^— *-j3/— t^ 

=z  0 ,  dont  le  lieu  qui  eft  une  Hyperbole  entre  ks  Afymp- 
totes  étant  conftruit  félon  l'article  339.  (  Liv.  VIL  )  cou^ 
pera  la  circonférence  du  cercle  au  point  cherché  M. 

Si  Ton  veut  avoir  une  égalité  qui  ne  renferme  que 
Tinconnûë  x^  on  fe  Icrvira  de  Inéquation  au  cercle  xx 
^^yy=zaa^  dans  laquelle  mettant  à  la  place  dey^  le 

3uarré  dey  trouvée  par  le  moyen  de  Téquation  préce- 
ente  ^  on  arrivera  à  une  égalité  du  quatrième  degré 
qui  ne  renfermera  que  l'inconnue  x,  &  dont  Pune  des 
racines  exprimera  la  valeur  de  la  cherchée  AP. 

Exemple    VI  IL 

439*  VJN  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  A  étant  F i  o*  zjï- 
donné  avec  deux  autres  points  £,  /^i  trouver  fur  la  cir- 


m  z  n. 


Je  refouds  cette  quefHon  en  trois  diâfërentes  manie^ 

tes. 

.Dddif 
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PnEMIEitLE     MaKIEHE. 

Ayant  pris  fîir  les  droites  données  AF ^  AU^  les  par- 
ties  A£ yADy  troificmes proportionnelles â  j4Fy  AMy 
^i  A  E^  A  Mi  on  mènera  dii  point  cherclié  M  que 
l'on  regarde  comme  donné  les  droites  MJS^  MDyks 
perpendiculaires  JVf  G,  MHyfur  AFy  AE^&clcs  pa- 
rallèles MPyMQ^à  AEy  A  F.  Ayant  pris  fur  JBM 
la  partie  SK  égale  à  DMj  on  tirera  du  point  K  les 
droites  KO  y  KL  y  parallèles  i  MG^  M  P  yicàu  point 
donné  D  la  perpendiculaire  D  C  far  A  F.  Cela  fait ,  les 
triangles  femblaoles  jBMO^BKO^  donnent  ÉM.  SK 
ou  DM  II  M  G.  KO.  Or  par  la  condition  du  Problê- 
me m.  m:  KO.  MHy   puifque  prenant  DM   pour 
rayon  ou  fînus  total,  Iqs  droites  jKO,  Mfîy  feront  les 
iinus  droits  des  angles  MBF^MDEy  ou  de  leurs  com^ 
plemens  a  deux  droits  MB  A^  MDAyépLux  par  la 
conftrudion  aux  angles  A  MF  y  AME.  Donc  en  mul- 
tipliant par  ordre  les  ancecedens  &  \ts  confequens  de 
ces  deux    proportions,  on  aura    mxBM.  nxMDi: 
MGxKO.  KO^MH::  MG.MHw   M  P.  MQ^i 
caufe  des  triangles  femblables  MPG^  MQH.   Cela 
pofë. 

On  nommera  les  données  AD  ^  ai  AC  y  bi 
CDy  Ci  ABydi  AM,xi  &  les  inconnues  AP  ou 
MQ^y  xi  PM  ou  Ad^yi  &  les  triangles  femblables 

ADCy  PMGy   QMH   donneront  PG=:^yMG 
J^G=:2^QH=:^^HM=^yAG=zx^^,GB 

--^AD=:y^^ ^;  &  a  caufe  des  triangles  reâaa- 

gles  SGMy  DHMy  on  aura  £M   ou  i?G*-+GÎÛr' 

-  xy-^yy^xdit-'^ y~{-dd  en  mettant  pour 


ou 
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H-^cc  fa  valeur  aa  z  caufe  du  triangle  reétaiigle 
jéCDiècde  même  DJVf*=/jr-+  ^^ xy—^-xx—iay 
^ibx-^aa.  Or  par  la  propriété  du  cercle ,  le  quarré 
ZÏm'  (  rr)=Â-d  (^x-t^  v-t-  *'-+âM"  (f  ) 
2::rxx-+  ^  ^y-^yy  ^^  mettant  pour  i^^+r^fe  va- 
leur ^^.  Si  donc  Ton  fubftituc  dans  les  valeurs  de.5Af* 
&  de  £)Af  *  à  la  place  de//-+  \  ny^^+xx  cette  va- 
Jeur  rfy  &  que  pour  abréger  on  fafle  rr^^dd:^f  Se 
rr^-{'aa=zgg^  on  trouvera  BM'=yff'-xàx—  — j^, 

&  VM  —  ^/q^^  —  ra^y-^^kx.  Subftituant  enfin  ces  va- 
leurs à  la  place  àt  BM  &  de  BM  dans  la  proportion 

mxBM.  n^DMi:  MP  (y).  3f (2 ( •* ) ^"^ l'<>°  ^ ^^<^«- 
vce  ci-defliis  j  flc  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens^ 

on    formera     cette    équation    mxVff—idx-^^ y 

z=:ny^^~iay—iix  de  laquelle  quarrant  chaque  mem. 
bre ,  &  faifànt  évanouir  l'inconnue  y  par  le  moyen  de 

réquation  au  cercle  x x— t-  ^  xy^^yyzmrr^  on  arrive- 

ra  d  une  égalité  du  fîxiéme  degré  qui  ne  renfermera 
plus  que  Tinconnue  x ,  &  qui  étant  refbluc  félon  les  rè- 
gles du  Livre  précèdent,  donnera  pour  j4P (y)  une 
valeur  telle  que  menant  PM  parallèle  à  -^  £ ,  le  point 
M  où  cette  ligne  rencontrera  la  circonférence,  fera 
celui  qu'on  cherche. 

Si  Ton  fuppofe  que  w =»,  il  eft  évident  que  les  angles 
MSF ^  M  D  Ey  feront  égaux 3  &  qu'aine  les  angles 
jiBM^  ADMy  ou  AMF^  j4M E^  le  feront  aufS. 
D*où  l'on  voit  que  le  Problême  précèdent  n'efl  qu'un 
cas  particulier  de  celui-ci* 

Ayant  joint  les  deux  points  donnés  EyP^  par  une  Fi  a,  %tm^ 

Dddiij 
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ligne  droite,  on  tirera  du  centre  donné.  A  les  droites 
AD^  AP ^  l'une  perpendiculaire  &  l'autre  parallèle  â 
cette  ligne ,  &  par  le  point  cherché  M  que  Ton  regarde 
comme  donné  la  parallèle  PQ^ iAD^on  mènera  auffi 
du  même  point  M  y  le  rayon  A  M  qui  rencontre  EP 
en  O ,  &  les  droites  £M^  F  M^  fîir  lefouelles  on  abaifl 
ièra  des  points  O ,  f" ,  fi,  les  perpendiculaires  O  G^  OHy 
ii.  FCy  EP.  Cela  fait,  les  triangles  femblables£0 G j 
EFC&C  FEPjFOHy  donneront  EO.  EF  ::  OG. 
PC.  Et  EP.  FOiiEP.  0H\  &  partant  EO^EP. 
BF^FO  ou  EO.  FO.i  OGxSE.  CF^OH^  c'eft  i 
dire  en  raifon  compofce  de  OG  i  OH^  ou  de  m  â  il 
(  puifqu'en  prenant  M  O  pour  le  rayon  ou  ilnus  total , 
les  droites  OG^O Hy  font  les  finus  droits  des  angles 
EMOj  F  MO  y  complemens  à  deux  droits  des  angles 
AME,  A  M  F), 6c  de  PEi  CFoude  EM  à  MF  i 
caufè  des  triangles  redangles  fcmblables  PME,  CM  P. 
On  aura  donc  EO.  PO:;  m^EM.  n^MF.  Cela 
pofë. 

On  nommera  les  données  -^ D  ou  PQ^  ai  EDy  ti 
DFj  Ci  AM^ridclesinconnuës  APyXy  PMyyi6con 
aura  àcaufe  des  triangles  femblables  APM,  ADO , 
cette  proportion ,  MP{y)^  AP  (x)  :;  AD  {a).  DO 

ç=^.  Et  partant  £0  =  ^^=^,  i?o=:5±^.  Or  les 
triangles  redangles  EMQjFMQ^doQnçncBM  :=£/^* 


1 


—  lay  (en  mettant  pour  xx^^yy  /a  valeur  rr  à  caufè 
du  triangle  redangle  AP  M,  U  faifànt  pour  abréger 

^^-+^^-+ir=:jf)  &  de  même  FM  *  r=:  FQ^  (cc—icx 

'^^xx)'^MQ^{aa—'iay'-i'yy)=::gg'^icx*^iayeïï 
mettant  pour  xx^-^yy  fa  valeur  rr,  &  faifànt  pour 
abréger  aa^^-^cc^^rr=zgg.  Si  dans  la  proportion 
précédente  EO.  PO  ::  m'KEM.  n^MFy  on  met  â  la 
place  de  ces  lignes  les  valeurs  analytiques  que  Ton  vient 
de  trouver ,  &  qu'on  multiplie  les  extrêmes  éc  les  moyens. 


I 
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on  formera  cette  équation  bny  — y anx  v^gg —  zcx  —  lay 
z=zmcy—maxv^ff'-^xbx~iay^  de  laquelle  quarranc 
chaque  membre  &  faifànt  évanouir  TinconnuS  y  par  le 
moyen  de  l'équation  au  cercle  xx'^yyz=zrr^  on  arri. 
vera  encore  à  une  égalité  du  iîxiéme  aegré ,  dont  la  re« 
fblution  fournira  pour  j4P[x)  une  valeur  telle  que  me- 
nant la  perpendiculaire  PM ,  elle  ira  couper  la  circon- 
férence au  point  cherché  M. 

Ceft  à  peu  prés  de  cette  façon  que  M.  Dtk^rtts  re-r 
fbud  cette  queftion  dans  la  ioixante- cinquième  de  /ê$ 
Lettres  Tom.  3.  Elle  lui  a  voit  été  propofce  par  M.  de 
Roberval ,  d'une  manière  qui  paroît  différente  de  celle, 
ci^  mais  qui  dans  le  fond  revient  d  la  même  chofè. 

TaoïsiE^ME    Manier  |. 

Soient  décrits  des  diamètres  AEy  -^ F, -^deux  cercles  Fie  itfo* 
j4RTy  j4ST,far  lelquels  foient  portées  depuis  lé  point 
u4  deux  cordes  quelconques  j4Ry  AS,  qui  foient  toû- 
jours  entr'elles  en  la  raifon  donnée  de  m  i  m  &  foient 
tirées  les  droites  ER,  FSy  qui  s'entrecoupent  au  point 
M.  Je  dis  que  la  ligne  courbe  j4M^  quieft  le  lieu  de 
tous  les  points  M  ainfî  trouvés,  coupera  le  cercle  don- 
né (  dont  le  centre  eft  en  ^  )  au  point  cherché  M. 

Car  tirant  A  M  de  le  prenant  pour  rayon  ou  fînus 
total  y  il  eft  clair  que  la  corde  ylR  eft  le  hnus  droit  de 
Tangle  AME^  &  la  corde  ^5  le  finus  droit  de  Tan- 
gle  AU  t. 

Il  eft  à  propos  de  remarquer  i®.  Que  cette  conftruc 
tion  a  cela  de  particulier ,  qu'elle  ne  réùilît  pas  feule* 
ment  lorfqu'il  s'agir  de  trouver  le  point  M  for  la  circon- 
férence d'un  cercle  dont  le  centre  eft  en  ^,  mais  enco- 
re fur  telle  ligne  courbe  qu'on  voudra,  i*.  Qu'ayant 
trouvé  deux  points  de  ce  lieu  de  la  manière  que  l'on 
vient  d'enfeiener,  les  plus  proches  que  l'on  pourra  de 
la  ligne  courbe  donnée,  il  foffit  d'en  tracer  la  portion 
qui  joint  ces  deux  points }  ce  qui  rend  la  pratique  de 
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cette  conftniébion  fort  aifëe.  3^  Que  le  lieu  de  tous  les 
points  M  aiofî  trouvés  eft  du  quatrième  degré ,  comme 
il  eft  fecile  de  voir  par  le  calcul  de  la  feconde  manière, 
en  obièrvant  de  ne  point  fubftituer  dans  les  valeurs  de 
EM  6cFM  ih  place  de  xx^-+yy  le  quatre  rr  que 
Ton  trouve  parle  lieu  au  cercle  ce^qui  donnera  pourrez 

quation  de  ce  lieu  niy  — +  naxVc—  x  — ba—y  ;=  mcy~mak 

Vb—k'x''-^a—y  y  dont  les  inconnues  x  &/  montent  au 
quatrième  degré,  lorfqu'elle  eft  délivrée  d'incommeo. 
mrables,.  4"^.  Que  ce  n'eft  pas  une  faute  légère  en  Geo. 
metrie,  félon  Mp  Deicartes,  d'employer  une  ligne  cour^ 
be  trop  compofée  pour  refbudre  un  Problême  j  de  for-- 
te  que  lèlon  lui ,  on  doit  .préférer  d  cette  dernière  folu- 
tion  les  deu^  précédentes ,  où  les  deux  lieux  qu'on  a 
trouvés,  &  qui  détermineroient  par  leur  interieôion 
avec  la  circonférence  donnée,  le  point  cherché,  ne 
font  que  du  troifiçme  degré.  Il  me  paroît  néanmoins 
que  IjL  facilité  d'une  conitruâion  £(  la  {implicite  peu- 
vent  récompenfer  en  quelque  forte  ce  dcffaut ,  &  c'eft 
ce  cju'on  verra  çnçorç  daqs  l'exemple  qui  fuit. 

Exemple    IX» 

Fi  9»  xfi^       44®*  D^  V I  s E  R  un  triangle  fcalene  donné  A£C 

en  quatre  partiçs  égales .  par  deux  lignes  droites  DE^ 
PG^  qui  s'entrecoupent  a  angles  droits  au  point  H. 

Si  Ton  fait  attention  fur  la  nature  de  ce  Problême , 
on  verra  i%  Que  deux  des  extrçmités  7),  -F,  dts  deux 
droites  DE,EQ3  fè  trouvent  nçceflairement  fur  Tun 
des  côtés  -^C  du  triangle  donné  -^JffC,  &  que  leurs 
deux  autres  extrémités  £^  G,  fe  trouvent  chacune  fur 
chacun  des  deux  autres  côtés  ^C,  J?-^.  a^.  Que  les 
deux  points  cherchés  -D,  JF,  doivent  avoir  deiix  con- 
ditions, dont  la  première  eft  que  les  lignes  Dfi,  ÉG^ 
qui  di vifent  chacune  le  triangle  ABC  tVL  deux  par- 
ties égales  ^  s'entrecoupent  à  angles  droits  en  un  point 


Des  P«.oBLÉSMi$  de'teumine's.       401 

JiiSch  féconde  qu'elles  forment  avec  les  deux  autrek 
<ôtés  du  triangle  donné ,  un  quadrilatère  BGHE  oui 
foit  la  quatrième  partie  du  triangle  ASC.  Cela  pofô. 

Soient  menées  lùr  le  côté  j4  C  les  perpendiculaires 
GI,  J3K»  EZyèc  fbient  nommées  les  données  AC^xai 
BK^  h'i  AKyCi  KCydi  &  les  inconnues  AF^  xiCD^y. 
Puilque  le  triangle  AGFy  oa  GI^ïAF  doit  être  la 

moitié  du  triangle  ^  j9  C  (  ^^  ) ,  il  s'enfoit  que  G  /=ac — j 

&  par  la  même  raifon  E  L  =  - .  Or  les  triangles  fera, 
blables  CBK ,  CEL  ,6cASK,AGl»  donnent  BKih), 

AI=^^  .Et  partant  DZ  àa  CD^CZ^y—^^Fi 
o\iAF—AI=x—^'  Mais  les  triangles  reûangles  DEZ, 

FGJy  font  femblables  cntr'eux  j  puifque  chacun  d'eux 
^ft  femblable  au  même  triangle  FDH^  qui  eft  reétan- 
gle  en  H  félon  la  condition  du  Problême  qui  demande 
que  les  deux  lignes  D£,  FG»  s'entrecoupent  i  angles 

droits.  On  aura  donc  £Z  (j).  ZD  (^^)::-F/ 
/«»-^\  ^ç  /-*\  ^  ^  quf  donne,  en  multipliant  les  ex- 
trêmes &  les  moyens,  cette  équation  xxyy—acyp 
^adxx^i-aacd=:aaiiy  ou  xx~-acnyy—ad=:aah6, 
qui  renferme  la  première  condition  du  Problême  j  de 
forte  qu*il  ne  rçite  plus  qu'à  accomplir  la  féconde  -,  f^ù 
voir  que  le  trapefe  BGHE  foit  le  quart  du  triangle  don. 

né  ABC.  , 

Pour  en  venir  i  bout.  Du  point  d'interfcûion  H  des 
deux  droites  BE^FG^  foient  menées  aux  trois  angles 
du  triangle  >^  5  C,  les  lignes  HA,  HC,  HBi  ècoti 
aura  i«.  FD  { x^+y — ta  ).  AF  {x]  :  :  PHD  {^a b  )  FHA 
5:;s       **         Et  partant  le  triangle  AHGwXt  trian- 

de  FGA  moins  le  triangle  FHA=:.\Ab— 


Eee 


»• 
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GHS  =  ^**-f^*-^^»*J-^^-H'^  .  On  trouvera  par  un 

raifônnement   (êmblable    que   le  triangle    HE^=z 
*^,^H-***^-*iH:W   Maintenant  fi  Ton  ajoute 


enfcmble  les  triangles  HGS ,  HEJ3 ,  on  formera  le 
quadrilatère  HGBE  qui  doit  être  égal  â  la  quantité  \ah 
quatrième  partie  du  triangle  ABC:  c^  qui  donne  pour 
la  féconde    équation     xx—^ryy—^^xy—^ax-^iaf 

Si  Ton  fait  évanouir  par  te  moyen  de  ces  deux  équa- 
tions Tinconnug  jr^  on  arrivera  â  une  égalité  du  huitiè- 
me degré  qui  renfermera  toutes  les  conditions  du  Pro- 
blême ,  &  dans  laquelle  il  n^y  aura  plus  qu'une  feule  io- 
connue  xy  de  forte  que  toute  la  difficulté  efl:  réduite  â 
trouver  les  racines  de  cette  égalité.  Etc'efl  ce  qu'on 
peut  faire  par  le  moyen  de  deux  lieux  du  troifîéme  de- 
gré,  comme  Ton  a  enfeigné  dans  les  articles  417,  &  41S 
(  Liv.  préced.  )  Maifs  comme  la  conftruâion  de  ces  lieux 
devient  fort  embarraflce^c  d'une  longueur  infuportable 
dans  là  pratique ,  â  caufê  de  la  multitude  des  termes  de 
leurs  équations,  il  efl  beaucoup  plus  naturel  de  conftruire 
féparément  les  lieux  des  deux  équations  que  Ton  vient  de 
former, quoique  Tun  d'eux  foit  du  quatrième  degré  &  par- 
Confèquent  plus  compofé ,  car  l'autre  n'étant  que  du  fé- 
cond récompenfè  ce  defFaut ,  &  d'ailleurs  la  facilité  de 
laconftrudion  doit  déterminer  en  fa  faveur  ;  voici  com- 
ment elle  fe  fait. 
Fie.  i€u        Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  j4B^  ACy 

qui  font  entr'elles  un  angle  droit  B  ACy  on  prolongera 
BA  en  JS,  en  forte  que  AEz=iVaCy  &  CA  en  t\  en 
JTorte  qjie  AF=z\^ad.  Ayant  pris  Cwt  AC  une  partie 
quelconque  A  P^  on  décrira  du  centre  E  de  l'intervalle 
AP  un  arc  de  cercle  qui  coupe  y^C  en  G>&  ayant 
pris  AH^tn  forte  que  le  redangle  HA^AG  foit  égal 
au  triangle  donné  BAC  y  on  prendra  fur  ABh  partie 


% 
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AQd=.IH.  On  mènera  enfuiteles  droites  PM^  QM% 
parallèles  ^AB^AC^  lefquelles  s'entrecoupent  en  un 
point  iVf  5  &:  ayant  trouvé  en  la  même  forte  une  infini, 
té  d'autres  points  tels  que  M  »  on  fera  paâèr  par  tous 
ces  points  une  ligne  courbe  KML.  Cela  fait,  on  prea^ 
dra  fur  la  diagonale  ^^15  du  quarré  ASDC^  qui  a 
pour  côté  la  ligne  A  C  égal  au  côté  AC  du  triangle 
donné  ASC  y  les  parties^7'=:^  AD,6cDS=:  \AÛ  ^ 
&  on  décrira  du  premier  axe  TS  oui  foitdfbn  paramè- 
tre comme  I  eft  à  3 ,  une  Hyperbole  OSR.]c  ais  à  pré- 
sent que  fi  l'on  mené  du  point  M  où  je  fùppofè  qu'elle 
rencontre  la  ligne  courbe  KM  Z^u  dedans  du  quarré 
ABDCy  la  perpendiculaire  MP  fur  ACy  &  qu'on 
prenne  fur  le  côté  AC  du,  triangle  ABC^lcs  parties 
AF=:APy6cCD=PM'^  les  points  -F,  D,  feront 
tels  qu'ayant  mené  (  ce  qui  efl:  facile  )  les  deux  droites 
FGj  DEy  qui  divifè  chacune  le  triangle  ABC  en  deux 
parties  égales  ^  elles  s'entrecouperont  â  angles  droits , 
&  le  partageront  en  quatre  parties  égales. 

Car  nommant  APyXy  PM^yl  on  aura  à  caufe  des 
triangles  EAG,  FAM^  reâangles  en  -^,  le  quarré 

3?G*=:jBG*(xx)— I7fi*(^f),&le  quarré ^fH^^Jn"^ 

{jy  )—-AF  [ad).  Or  puifqve  par  la  conftruâion  le  rec- 
tangle HA^AGqû,  égal  au  triangle  donné  BAC(at)^ 

il  s'enfuit  que /f-^  ^AG  (yy—ad^xx—ac)z=:zaabB. 
La  ligne  courbe  KML  fera  donc  le  lieu  de  cette  équa- 
tion qui  eft  la  première  des  deux  que  l'on  vient  de  trou- 
ver j  &  par  conséquent  fà  propriété  fera  telle  que  fi  l*on 
mené  d'un  de  fès  points  quelconques  M  pris  au  dedans 
du  quarré -/4f^Z)C,  une  perpendiculaire  MP  fur  AC^ 
&  qu'on  prenne  fiir  le  côté  ^  C  du  triangle  donné  ABC^ 
les  parties  AF=zAPy  &  CD=iP  Ml  les  àroites  FG, 
DE  qui  divifè  chacune  par  le  milieu  le  triangle  ABC^ 
s'entrecouperont  â  angles  droits  au  point  H. 

De  plus  fi  d'un  point  quelconque  M  de  l'Hyperbole 
O  5  i^ ,  on  mené  la  perpendiculaire  M  V  fur  fbn  premier 

Eee  ij 


'404  LiyjiE   DiJciE^MB. 

axe  TSyic  qu'on  prolonge  PM  julqu*i  ce  qu'elle  ren- 
contre la  diagonale  j4D  au  point  JTi  les  triangles  rec^ 
tangles  &  ifbfcelles  APJT^  MVXy  donneront  i.  \^x  :  : 
^/>ou  PJC{x).  j4Arz=x^i,  U^t.  ix:MAr{x^y). 

Mrou  rAr=^i  &  partant  Aron  AJT—XV 

s=î^.  Or  par  la  conftniûion  AB^zxav^x  puifque 
^  C=  1  ^ ,  &  par  confequent  r 5  ou  2)  r— i)  S  =:  7  i^ »^ir 
On  aura  donc  r^  ou  AV—AT^''^^^^hL  V& 

on  rf^~r5=^''^^;~'^%  &  par  la  propriété  de  r  Hy- 
perbole TVy^rs  [ B^^>+^^r-t-yy"y^^*-^-y-+^^ \ ,  mP^ 

hcx^xjx-^jK  ^ .  ^^  ^  ç,^£^  ^  j.^  ^  connne  le  premier  axe 

7*5  eu  i  fbn  paramètre:  ce  qui  donne  en  multipliant  les 
extrêmes  &  les  moyens  cette  équation  xx  ^^jy-^^yy 
^%ax—%ay—\'ioaaz=zo.  L*Hyperbole  OSR  en  fera 
donc  le  lieu ,  &  jouira  par  confequent  de  cette  proprie<* 
té  3  f^ivoir  que  fi  Ton  mené  d'un  de  lès  points  quelcon- 
ques M  pris  au  dedans  du  quarré  ABDC^  une  per- 
pendiculaire  MP  fxxr  AC^ic  qu'on  prenne  iurlecôtc 
AC  du  triangle  donné  ABC  y  les  parties  Apz=zAPy 
(iCCD  =  PMiks droites  #" G ,  D £ ,  qui divife  chacune 
par  le  milieu  le  triangle  ABC  y  le  couperont  en  quatre 
parties  égales. 

Maintenant  puifque  le  point  M  te  trouve  en  ne- 
me  temps  fîir  la  ligne  courbe  KAfZ,  ôcfur  l'Hyper- 
bole OS  Ri  il  s'enluit  que  les  points  D^  F^  pris  fur  le 
côté  AC  du  triangle  donné ,  auront  auffi  en  même 
temps  les  deux  concutions  requifes.  Et  c'eft  ce  qui  étoit 
propoie. 

S'il  arri voit  que  les  deux  courbes  OSR,  KMLy  ne 
fe  rencontraflènt  point  au  dedans  du  quarré  AB  DCy 
ce  fèroit  une  marque  infaillible  qu'on  auroit  fait  une 
iîippofition  faufle,  fcavoir  que  les  deux  extrémités  D,  F  y 
le  rencontrent  fur  le  côté  A  C.  C'efl  pourquoi  il  fau- 
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droit  les  fuppofer  fur  l'un  des  deux  autres  côtés,  &  re- 
commencer  le  calcul ,  en  faifant  des  raifonnemens  fem- 
blablcs  aux  prccedens ,  pour  avoir  une  conftruaion  par 
rapport  à  ce  nouveau  coté.  Mais  fi  l'on  fait  les  trois  re- 
marques fuivantes ,  il  fera  aifc  de  prévoir  lequel  des  trois 
côtés  on  doit  prendre  pour  celui  fur  lequel  tombent  les 
deux  extrémité*  D,!?,  afin  d'avoir  lûrement  une  folu- 
tion  &  de  n'être  pas  obligé  de  recommencer. 
La  première  eftque  CL  zzz-^^^^^-^aa^  Sc  £K 

—  *^   -+rff  j  ce  qui  fe  voit  en  mettant  dans  y  y 

****   — f  rfrf  à  la  place dej4I>{x)ùi  valeur  jiC{  ui). 


&  dans  xx=Zy^  -+rf^  à  la  place  de  uiQjy)  fa  va- 
leur  j4£(ia).  La  féconde  confîfte en  ce  que  CR=*^iaM 
=^Ct>  ce  qui  fe  trouve  en  mettant  dans  l'autre  équa- 
tion ;tjf-+/f— »-4*i'— 8rfx— 8^— HOrfrfrr:*  dont 
le  lieu  eft  l'Hyperbole  OSE^  d'abord  à  la  place  de 
AP{x)  fà  valeur  y^C(z^),  «cenfuiteàla  place  de 
^  Qiy)  (à  valeur  A  S  {ta).  La  troifiéme  fe  tire  de  ce 
qu'en  fuppofant  AK{c)  moindre  q^tCK{d)  comme 

on  le  fait  ici,  il  s'enfuit  que  3^* (^;^-*--«f}  eft 
moindre  que  cl*  (^0-^^^ad).  Or  cela  pofé,  fil'on 

veut  que  JÏC*(^^j-+^^}  foie  moindre  que  10* 

ixaa)^  on  trouvera  en  mettant  pour  d fà  valeur  xa—c 
&  opérant  à  l'ordinaire  que  hh  —4-  ce  doit  être  moindre 
que  4^^,  c'efl  à  dire ,  que  lecôté^jff  du  triangle  don- 
né .*rf.BC  doit  être  moindre  que  le  côté  ^C;  &  fi  l'on 

Tcut  que  le  quarré  c2'  [j^  -^dd^  foit  plus  grand 

<K»  Cic{iaa),  on  trouvera  en  mettant  pourr  ^va- 
ku&  xa — d  ^  opérant  i  l'ordinaire  que  le  côté  £C 
t^hb-^^dd)  doit  furpafièr  le  côté  AC{ia).  Mais  il 
€ft  vifible  que  £K  étant  moindre  que  BO  &  CL  plu* 
crande  que  CiC>  les  deux  lignes  courbes  iCil^Z ,  OMRy 
^         ^  Eeeiij 
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fè  coupent  ncceflaircmenc  au  dedans  du  quarré  ABBd 
D'où  il  fuit  que  fi  le  triangle  donné  ASC^  tous  les  an- 
gles aigus ,  &  qu'on  prenne  pour  le  côté  AC  fur  lequel 
on  fùppofè  que  l^s  deux  points  F,  D^fe  rencontrent , 
celui  des  trois  dont  la  grandeur  eiî  moyenne  entre  les 
deux  autres  &  pour  le  côté  AJS  le  plus  petit,  le  Pro. 
blême  aura  toujours  necellàirement  une  Solution ,  puid 
qu'alors  {Jfg.  i6u)lc  point  K  fe  trouvera  entre  les  points 
A^  Cy  &  que  AK  eft  moindre  que  AC^  comme  Ton  a 
fùppofé  en  faifànt  le  calcul  fur  lequel  tout  ce  raifbnne* 
ment  efl  fondé.  On  trouvera  en  la  même  forte  que  fi 
le  triangle  donné  eft  reâangle  ou  obtus-angle,  &  qu'on 
prenne  pour  le  côté  ACfnr  lequel  doivent  tomber  Içs 
deux  extrémités  D ,  i^^  le  côté  moyen ,  on  aura  toujours 
une  fblution  3  de  forte  que  cette  remarque  eft  générale 
pour  toutes  fortes  de  triangles. 

On  voit  dans  la  figure  162.  que  THyperboIe  ÔSRSc 

la  courbe  KMZ  ft  coupent  non  feulement  dans  un 

point  M^  au  dedans  du  quarré  ABDC^  comme  le 

demande  le  Problê;ne  5  mais  encore  en  un  autre  point 

M  au  dehors  de  ce  quarré.  Or  fî  l'on  veut  fçavoir  quelle 

peut  être  l'utilité  de  cet  autre  point ,  on  trouvera  qu'il 

donne  une  des  refblutions  du  Problême  fùivant^  dont 

celui-ci  n'eft  qu'un  cas  particulier. 

Fie    i€i.      Trouver  fur  le  côté  ^C  du  triangle  donné  ASC  y 

•  deux  point?  F,  2?,  tels  qu'ayant  mené  les  droites  jPO^ 

D  £3  qui  font  avec  les  deux  autres  côtés  AB^SCyitê 

triangles  FGA^  D EC^  égaux  chacune  la  moitié  du 

triangle  ABC:  les  lignes  FG^  DE^  s'entrecoupent  â 

angles  droits  au  point  Jf ,  &  le  quadrilatère  BG  HE 

foit  égal  au  quart  du  triangle  AB  C. 

Fi«.  itfj.  6c      Car  lorfque  le  point  d'interfedion  M  tombe  au  de- 

ifi.  dans  du  quarré  ABDC^'il  eft  clair  que  les  lignes  AP^ 

/^Af  feront  chacune  moindre  que  le  côté  ACySc  qu'ain^ 
fi  les  points  -F,  D,  qu'elles  déterminent  tomberont  tous 
deux  entre  les  points  A^Cice  qui  refbud  le  Problême 
énoncé  comme  Ton  a  iait  au  commencement.  Mais 
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lorfque  le  point  M  tombe  au  dehors  du  quârré ,  corn-  ^^^^  *î*  * 
me  alors  Tune  des  lignes  A  P^  PM  eft  moindre  que  fbn  H* 
côté  y4C,  &c  l'autre  plus  grande }  il  s'enfîiit  que  Tun  des 
points  jF,Dy  tombe  fur  le  côté  j4C  d\i  triangle  donné, 
&  l'autre  (iir  ce  même  côté  prolongé  j  ce  qui  donne  une 
autre  fblution  du  Problême  énoncé  comme  Ton  vient    ^ 
de  faire  en  dernier  lieu. 

Exemple    X. 

44'*XJnb  Seftion  conique  Mj4N  étant  donnée, 
avec  un  point  S  hors  de  fbn  plan  pour  le  fommet  du 
cône  dont  elle  eft  la  Seâion  3  ori  demande  la  pofitioit 
du  cercle  MaN  qui  en  eft  la  bafè. 

Je  diftingue  cette  queftion  en  deux  difterens  cas,  dont 
le  premier  eft  lorfque  la  Section  donnée  eft  une  Parabo^ 
le ,  &  le  fécond  lorfque  c'eft  une  Ellipfe  ou  une  Hyper- 
bolé. 

Premier  cas.  La  quefhon  fê  réduit  à  trouver  fur  la  F  i  g.  %i\^ 
Parabole ,  le  point  A  tel  qu'ayant  mené  de  ce  point  le 
diamètre  AP  avec  la  ligne  ^55  du  point  5  la  ligne  SD 
parallèle  ^j^Pi  &  d'un  point  quelconque  P  du  diame- 
tre  A Py  une  ordonnée  PM  à  ce  diamètre  dans  le  plan 
dt  la  Parabole ,  &  une  perpendiculaire  aD  à  cette  or- 
donnée dans  le  plan  du  triangle  DS^,  qui  rencontre 
les  côtés  SA^SD^  aux  points  ^ ,  D  :  le  quarré  de  PM 
/bit  égal  au  reâangle  apxpD.  Car  décrivant <lans  le 
plan  ^i'^  un  cercle  qui  ait  pour  diamètre  aD^  il  eft 
clair  qu'il  paâera  par  le  point  iVf  ^puifque  l'angle  APM 

èft  droit,  &  que  PM=iaPi^PI)^  qui  eft  la  propriété 
eflèntielle  du  cercle }  c'cft  pourquoi  menant  le  diamètre 
PAy  &  tirant  de  l'extrémité  D,  du  diamètre  Dadn 
cercle  une  parallèle  D  5  à  PA^  qui  rencontré  ^>^  me- 
née de  fbn  autre  extrémité  a  par  rorigincy^du  diamè- 
tre APj  en  un  point  5 ,  le  cône  qui  a  pour  fommet  ce 
point /&  pour  bafe  le  cercle  M  A  N  ^  formerai  *  par  *Art.  x6y 
la  rencontre  avec  le  plan  ApM  la  Parabole  même 
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donnée  MAlf.  Voici  comment  on  peut  crouiner  le 
point  A. 
Soit  V  le  paramètre  inconnu  du  diamètre  j4P  ,  &  Ton 

aura  par  la  propriété  de  la  Parabole,  PAf  :=^AP  x v: 

mais  pour  dtisfaire  au  Problême ,  il  faut  que  FK!t 
z=zaPKpD.  Donc  aP^PD=zAP^vi  ce  qui  donne 
cette  proportion  -i^/^.  Paix  PB.  v^  qui  fe  change  on 
menant  AQ  parallèle  iDatn  cette  autre  SO.  A  On 

PB  oxxAO.v^  &  partant  SO^v^zÂb^. 

Maintenant  pour  trouvc^r  les  valeurs  analytiques  de 
ces  lignes,  je  mené  du  point  donné  5  iùr  le  plan  de  la 
Parabole  la  perpendiculaire  SF^  &  du  point  F  où  elle 
rencontre  ce  plan  ^  (îir  Taxe  BGIsl  peipendiculaire  F  G, 
qui  rencontre  le  diamètre  AP  tnH.  Je  tire\^u  point  ^ 
l'ordonnée  AK^  l'axe ,  U  la  perpendiculaire  AOi  la 
tangente  AL^  lefquelles  rencontrent  en  E  &|^  la  li*. 
ene  i^j^  menée  par  le  point  F  parallèlement  à  Taxe. 
Jëleve  epfin  du  point  /2^une  perpendiculaire  dp  fiir  le 
plan  de  la  Parabole ,  qui  rencontrera  S  B  dans  le  même 
point  O^  où  la  ligne  AO  parallèle  â^  D  la  rencontre. 
Car  la  tangente  A  L  étant  parallèle  i  l'ordapnée  PM 
qui  eft  perpendiculaire  fur  ^  i) ,  Tanele  L  AOiçrsL  droit 
auflî*bien  que  Tangle  ZAQ^U  ainu  le  plan  Q^A  O  kfk 
perpendiculaire  fur  AZ^ScCnt  le  plan  de  la  Parabole 
qui  paile  par  cette  ligne;  c^QÎk  pourouoi  la  ligne  dO 
perpendiculaire  i  ce  plan  &  trouvera  dans  le  plan  QAO^ 
fi  rencontrera  par  confequent  la  ligne  SB  oans  le  mê» 
me  poiQt  O ,  où  le  plan  Q^  0 ,  c'eft  à  dire ,  la  Ugoe 
AO  parallèle  iaBl^  rencontre,.  Il  eft  i  remarquer  que 
routes  cçs  lignes  excepté  les  deux  F  S,  (2jp>  ^^^  ^^ 
le  plan  de  la  Parabole.  Cela  pofé. 

Jp  nomme  Iw  données  S  F  on  J^,  ai  FG^ovl  KB^ 
bi  Gffyti  le  paramètre  de  Taxe»  pi  &  les  incopiiaës 
SK^xi  KA  ou  GH ^yy  &  j*aiâ  caufè  des  triangles fem- 
blables  AKT^AEûtj  cette  proportion  y/ i:(j^),JCr 

(ip)itAE(i'^jh£Q  =  ^^^ipi  ce  qui  donne  à 

caufc 
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caufe  des  triangles  AEq^  A dO^ rcdangles  en  J5  &,5^ 
le  quarré  Ao"  om  AE^E(l^QJD=^^^--¥^ 
-+;^^-+^^— 1-»^/— +7/-H"^*^*  Or  le  paramètre  du 
diamètre  AP  f^ivoîr  v=*^-+4x=^-H-  ^ ,  en  met-  *Art.  17; 

tant  pour  x  fâ  valeur  ?*j  &  5*0  ou  FCi  ou  Gjff  M-J?iC 

Mettant  donc  ces  valeurs  analytiques  à  la  place  des  U- 
gnes  qu'elles  expriment  dans  rëgalkc  ÂO  z:::i$0^v^ 
on  trouvera  ^  -+•  ^— h5:/>/*-rf^^''^-*-x^/»^;7M-^a 

c*eft  à  dire  en  effaçant  de  part  &  d'autre  les  quantités 
qui  k  trouvent  les  mêmes ,  fubftituanfc  pour  yy  la  V4^ 
leur   fx^  éc   opérant  enfuité  i  l'ordinaire ^ 


ilont  la  vraie  racine  que  Ton  peut  trouver  par  leinoyeiv^  «  Art.  $87» 
de  la  Parabole  même  donnée  ^  exprimera  la  valeur  de 
Tinconnuë  BK^  qui  ^rt  k  déterminer  le  point  A  tel 
qu'on  le  demande» 

Second  CM.  Toute  la  difficulté  confifte  i  trouver  fiir  Fia.  t^n 
THyperbole  donnée  MAN^  le  point  A  tel  qu'avaiit 
mené  Iç  diamètre  ^i?  avec  les  lignes:  SAa^  ssli  Se 
par  un  de  (es  points  quelconques  P^du  diamètre  AB 
unç  ordonnée  P^  dans  le  plan  de  l'Hyperbole  ^  &  une 
perpendiculaire  aii  cette  ordonnée,  dans  le  plan  du 

triangle  ^5 ^  :  on  ait  le  ouarré  i?Af'\égal  au  reéUode 
aPxPà.  Cela  fe  prouve  de  même  que  oans  la  Parabole^ 
&  voici  ce  qu'il  radt  fitire  pour  trouver  le  point  A. 

Soit  V  le  diamètre  conjugué  au  diamètre  AP^  6c  ^  .  k  . 
ibient  menées  dans  le  plan  du  triangle  ^5^,  les  lignes 
AO  parallèle  à  st^  at  0^  |iac»Uel«4  Afiq^i  reocom 


«n    çetc«    aacre    éèm*x*-^mmnnd*xx-~i-ccmmd* 


i=:mmxx^ddrr^  -n  x^^ml^xx^  qui  fe  réduit  enfin  en 
fiiiiânc  -x  x=;  ^^  â  cette  égalité  du  troiiiéme  degré 


*     dfr 


>     \         \     A 


•i       «T     »  T 


^  -^^^  **" 


4o»H'ufie  des  r^ipes  j  fçayoir  celle  qui  eft  plus  grande 
que  d^  eft  telle  que  prenant  une  moyenne  proportion- 
nelle entre:  cette  racine  /&  d  moicic  du  premier  axe  • 
cette  moyenne  pfèf)ordonnelle^'^^^  la  valeur  de 
Ç  K  mni  lètt  à  dét«raiAer  ic  point  cherche  A.  On 
pourra  fe  fervir  de  THyperbole  même  donnée  pour 
^  trouver  les  racines  de  cette  égalité,  par  le  moyen  de$ 
articles  396 ,  &  359.  du  Livre  précèdent. 
.  Lorfquç.  CG  (c)z^o,  c'eft  à  dire .  lorfque  le  .  point 
f  tombe  furie  Jécoûd  aie' j  il  eïï  vifibfe  que  cette  éga- 
lité fe  cHahge  éh  ùpe  autre  dti  fécond  degré,  puifqué 
le  dernier  terme  étant  nul ,  elle  fè  divife  par  s^  Mais 
lorfque  I^G{ù)=zoy^  ce  qui  arrive  lorfque  le  poinc  F 

jombfi'  fur  le  priemiér  axe  5  le  terrtte  £^  fs'cfîace  dans 

légalkëprécecï.erice,&un  <}«i-€ft^^-+ff' devient  «5  ce 
<^i  fait  qtfèllèr©  peut  divifer  par  <—^,&  qu'elle  fcjreduit 

par  confequent  à  cèlk-d  as.-^  ^,^^  ^  =  ^ ^  quî 
n'eft.  encore  ^ue  du  fécond  degré.  Enfin  fi  l'on  fakdans 
cette  defniçf e  éplîté  ûiXT^tida  qui  dioiç  arriver  iorfauç 
le  point  ^, tombe  fur- le  centre  C,  puifqù'alors  les  lu 
gncy  ^  &<  devienne!] 

&  partant  d^oa  xx==.  ^',  &  jï  =-  =iV 


\  d!aYerti£;g«folciPîrpblline  iTr^^^ 

i 


*■»■ 
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la  même  voie  dans  PEilipiè  ^  n'y  ayanc  de  changemenc 
^ue  dans  quelques  Cignes.  Mais  on  peut  toujours  rap^ 
porter ,  û  Ton  veut ,  ce  fecond  cas  au  ptemier ,  de  la 
manière  qui  fuit. 

Ayant  mené  par  uû  point  quelconque  S  de  l'une  dei  f  1  g,  Jl. 
Hyperboles  données ,  une  tangente  JBGiSc  ayant  feit 
paf^r  par  cette  tangente  ^  &  par  le  fbmmet  donné  3^ 
un  plan  OJBS  :  fbit  mené  par  tout  où  Ton  voudra ,  un 
autre  plan  H  KL  parallèle  à  celui-ci.  Je  dis  qu'il  îou 
mera  dans  la  furface  conique,  décrite  par  une  ligne 
droite  indéfinie  attachée  en  5^  &  mû6  autour  de  lHy-^ 
perbole  oppofée  MAN ^  une  ligne  courbe  HKl  i^i 
ièra  une  Parabole  ^  de  forte  que  toute  la  difficulté  eflr 
réduite  au  cis  précèdent.  Car  fuppofant  que  le  cercle 
BHMNL  fbit  la  bafè  du  cône ,  qui  a  pour  fommec  le! 
point  5,  &  pour  Seélion  THy  perbole  M  AN  av^c  font 
oppofée)  il  efl  clair  que  le  plan  O  ^5  touchant  les  deuic 
fîirfaces  coniques  oppofces  qui  ont  pour  bafè  ce  cercle  ^ 
dans  le  côté  S^D^  formera  dans  le  plan  de  la  bafè^ 
une  ligne  droite  D  E  qui  touchera  cette  bafe  en  un  pofnt 
D.  Or  comme  cette  ligne  efl  la  diredrice  par  rapport 
a  la  Sedion  HKL^W  s'enfuit  fHon  la  définition  di\\é^ 
me  du  Livre  V  l.  Que  cette  Sedaon  fera  une  Pàraboler 

Ce  Problême  a  cté  trés-celebrc  du  temps  de  M.  Deù 
cartes  y  &  Ton  en  a  trouvé  une  fblutioa  parmi  fès  Ma* 
nufcrits,' qui  efl  imprimée  â  la  fïri  de  la  75*  Lettré  dti 
3*  tome.  Si-  Ton  veut  fe  donner  la  peine  de'  cofl>pafer  fit 
iblution  avec. la  mienne,  otf  verra  que  non  feulement 
elle  efl  moins  naturelle  puffqu'elle  ne  va  pas  droit  ait 
but,  mais  encore  qu^^elle  efl  beaucoup  plus  embarrafïce^ 
Auffi  ne donnet^il  point  Tanafyfe  du  cas  où  k  Sciîliott 
iefl  une  ElJipfe  ou  une  Hyperbole  5  &  il  fè  contente  d'aC 
fùrer  que  l'égalité  qui  renferme  les  conditions  dû  Prou 
blême,  ne  doit  pas  paffer  le  quatrième  degré. 


•  ' .  • 
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LE  MME    I. 

S. 
i  par r extrémité  B  iCun  diamètre  ABytan mené 
x6j.  x68*     une  corde  quelconque  BD  qui  termine  lUrc  A  D  moindre  que 
^;  la  demie  circof^erence  i  <^  qu* ayant  fris  par  tout  oà  tonvou^ 

dra  deux  arcs  contipis  EF,  FÔ,  ^^^^  chacun  à  l^an  AD, 
M  tire  les  cordes  BÉ,  BF,  BGz^V  dis  que  la  corde  du  mi* 
lieu  hV  efi  à  lafomme  ou  à  la  différence  de  fes deux  voifines 
B E,  BG,  comme  le  rayon  CB  efi  à  la  corde  BD:  /j^avoit 
À  lafomme  lorfque  l^origine  commune  B  des  cordes  B  D ,  B£| 
BFj  BG,  no  tombe  jur  pas  un  des  deux  arcs  EF^FG^  éf" 
au  contraire  à  la  différence  y  lorfqtstl  ton^bejur  l*un  eu  i^autre 
de  ces  deux  arcs.* 

Car  (bit  du  centre  JF,  &  du  rayon  FBy  décrit  un  arc 
de  cercle  q^i  coupe  la  corde  B  G  prolongée ,  s'il  eft  ne- 
ceilaire,  au  point  /f^  pour; avoir  une  triangle  iibicelle 
BFHy  qui  fera  femblable  au  triangle  ifbfcelle  DCJS  i 
puifque  Tanele  FBH  a  pour  mefure  la  moitié  de  Tare 
F  G  égal  d  lare  yiD^  dont  la  moitié  eft  audi  la  mefure 
de  Tangle  C£D.  On  aur*  donc FB.  BHi:  CB.B  D^ 
de  forte  qu'il  ne  refte.q/a'à  démontrer  que  la  ligne  B  H 
eft  la  fomme  des  deux  cordes  BE^BG^  dans  lejpremier 
cas,  &  leur  dif&rence  dans  Le  fecojid.  Pour  le  faire. 
fiQ.xt6.        Soient  tirées  les  cordes  SF^FG^  &  on  aura  deux 

trianeles  B EFy  FHG y  oui  feront  fèmblables  &  cgaux^ 
Car  dans  le  premier  cas  rangle  FHB  ou  FHCy  eft 
égal  à  l'angle  F BFl  qui  vaut  l'angle  FBE^  puifque  le$ 
arcs  FGy  FE^  font  égaux  ^  &  de  plus  l'angle  BEF  eft 
égal  à  Tangle  JF^G  JFf ,  puifqu'ils  ont  chacun  pour  mefii* 
re  la  moitié  du  m/Bme  arc  i?f  5  &  partant  l'angle  GFM 
pft  égal  à  l'angle  EFB.  Or  les  côçés  F£,  FG^  &  FBj 
FM  y  font  égaux  cntr'eux. .  Le  côté  Ç/f  fera  donc  égal 
au  côté  BB.  Donc  &c. 
T 1 6.  a^7»  On  prouvera  à  peu  prés  de  même  dans  le  fécond  cas 
>^«.  que  les  triangles  FHGy  FB  E,  font  fèmblables  & 

égaux  )  &  qu'ainfî  la  ligne  BU  eft  la  différence  des 
deux  cordes  BG^BBf 
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L  E  M  M  E    IL 

4+5*  Soit  tme  Table  dâni  le  fremier  rang  faralUle 
renfermant  le  nombre  iy(jr*  le  feccnd  la  lettre  x  j  le  treifieme 
XX —  1  foit  le  frodnit  du  fécond  far  x ,  moins  le  fremier^  U 
quatrième  x  ' — 3  x  foit  le  froduit  da  troifUmefdr  x  j  moins  le 
fécond  y  le  cinquième  x^—  4  x  x— + 1  fait  le  froduit  du  qua^ 
trième  far  x  moinf,  le  troifième ,  ^  ainfi  de  fuite  À  1^ infini. 
Soit  de  flus  un  arc  de  cercle  quelconque  A  R  divip  en  autant 
de  farties  égales  qu'on  voudra ,  aux  foims  D ,  E  ^  F ,  G ,  &c.  F  i  o;  xff. 
Je  dis  que  fi  le  fremier  rang  1  de  la  Table  exfrime  la  valeur  vjQ. 
du  diamètre  BAjf^le  fécond  rang  x  celle  de  la  fremiere 
torde  B  D  5  /f  troifième  rang  x  x-^  2  exfrimera  la  valeur  de 
la  féconde  corde  B  £ ,  /f  quatrième  rang  x  ' — 3  x  cette  de  la  trot- 
fième  corde  BF,  ^  ainfi  de  fuite  jufqu^à  la  dernière  BRs 
en  obfervant  que  ces  cordes  deviermefd  négatives  ^  lorfqu^ettes 
faffent  de  J^ autre  chté  du  f  oint  B. 


2* 

r 
r 

r 

10* 
II* 

12« 

*4^ 


Table  four  la  divifton  des  arcs  de 
cercle  en  farties  égales. 


IX 

IXX  —  2 
IX^  r—yX 
IX^— 4XX 

ix\—^x^ 
ix^-^Sx^ 

ix^  ~7-v' 
i;r'  -8x^ 

ix^  — 9*' 

ix*'  — lox*  — h3y^'  —  jox' — Yi^xx — 2 
ix"— iM^-+44x^  — 77AfJ— +-J5Jif'  — iiAf 
ix"— I2x'*— H54>f' — II2X  — hioyjc*— 36xx' 


2 

jxjif  —2 

14x^—7^ 

20X*—  i6xx^^x 

2  7  Jc'  — 3  o  X  * — H  9  jif 
*      4 


2 


Car  1^.  Lorfque  l'arc  ^R  eft  moindre  que  la  demie  Fi«,  ^(f. 
circonférence  -^D5 3  fi  Ton  mulriplic  une  corde  quel- 
conque £F  par  x  i  &  qu*on  retranche  de  ce  produit  k 
corde  J?  £qui  la  précède,  on  aura  la  corde  ^G  qui  ki 
fmt  hhmédiatenicnt,  puifque  fclon  le  Lemme  prccç- 


4iS  l,ivm  D  ixn'MMf 

àcntCS(i).  SD  (jc);.  SP,  S E-'+^G^^Xjffp^  te 
partant  jBG=xJÎF— J?J?.  Donc  &c. 

jTj  ^^  j  z**,  Lorfque  Tare  j4R^(k  plus  grand  que  la  demie  cir- 

*  conférence  >^  D  ^  i  il  efl:  viublc  que  Torigine  çontmuae 
i?  dt  toutes  les  cordes  fe  trouvera  neceâàirçmept  fat 
Tune  des  parties  égales  comme  GIî^  dans  lefquelles  Tare 
^iS  eft  diyiffi.  Or  Ton  prouvera  comme  dans  le  premier 
cas  que  le  troinéme  r^ng  de  1^  Table  exprinnie  la  valeur 
de  ^£  ^  le  quatrième  celle  de  ^  i^,  &  ainfi  de  fuite  jud 
qu'^  JS  G  :  ipais  il  refte  à  démontrer  que  le  raqg  qui  fuit 
Cf  lui  qui  exprime  la  corde  ^  G  ^  n'exprimera  point  la  va^ 
leur  de  -H-^/f ,  mais  celle  de  —^Hy  &  de  même  quç 
Je  rang  qui  fuit  ce  dernier  exprime  la  valçur  dç  ^BI^ 
^  ainu  de  fuite  jufqu*à  —BR. 

Selon  la  formation  de  1^  Table ,  le  rang  qui  fuit  celui 
qui  exprime  ^G  çft  xBG~BF*  Or  par  le  Lemme 
Ci?(  I).  BD(x)i;  BG.  fiF-jpHy  Çc  partant  — ^/£ 
ç=xBG  —  BF  j  c*eft  à  dire  que  —  BH  vaut  le  rang  pa* 
jrallele  de  la  Table  qui  fuit  immédiatement  celui  qui  ex-- 
prime  la  valeur  de  B  6.  Mais  félon  la  formation  de  la 
piême  Table ,  le  rang  oui  fuit  cçlui  qui  vaut  —  ^/f  efk 
r^xBH—j^G  valeur  wBIy  puifaue  félon  le  Lemme 
fcBH^=^BI—BG:  &  de  même  le  rang  qui  fiiit  celui 
qui  vaut  —  ^  /  efl:  félon  la  formation  cle  cette  même 
Table  ~  x  BI^r+^H  valeur  de  la  corde  négative  ~BL^ 
puifaue  félon  le  Lemme  xBI^=iBL^BH.  Or  il  eft 
vifiblç  qu'il  en  eft  de  même  de  toutes  les  cordes  qui  fui- 
vent  BL  jufqu'i  j^Riic  ç'efl  ce  qui  reftoit  i  démoiu 
trer, 

CORCL^AIRB      It 

F  ift  %(f.      444*  D^  L^  il  cft  évident  que  fî  Tare  j4R  eft  d£» 

r«79f.         vifé  en  cinq  parties  égales,  le  fixiéme  rang  ^e  Table 

x^— ^x^-H^f  ^  exprimera  la  valeur  de  )a  corde  BR 

3ui  foutend  Parc  B  R  différence  de  Tare  j4R  &  de  U 
emie  circonférence  -rfDi?î  que  s'il  étoit  divifë  en  fépe 

parties  éç»lM,  IÇ  l>uiçi4«ïC  fïtP^  ^^^^*^  ^  ^^^^  ^^  -^^  * 
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&  en  gênerai  qu'il  faut  augmenter  d'une  unité  le  nom- 
bre des  parties  égales ,  afin  d'avoir  le  rang  de  la  Table 
x]uiTaut  JBR:  en  obièrvant  que  le    rayon  C^l=:i, 

3ue  la  première  corde  ^Z7=x ,  &  que  la  dernière  cor- 
Q  £Rdk  négative  lorfque  Tare  ^JLqîï  plus  grand  que 
la  demie  circonférence. 

C0K.OLLA11LEIL 

44f  *  O^  voû  par  la  cbmpofition  de  cette  Table , 
1^.  Que  le  nombre  z  eft  le  premier  terme  de  chaque 
rang  perpendiculaire.  3^.  Que  les  coeficîens  de  tous  les 
autres  termes  du  premier  ran^  perpendiculaire  font 
égaux  à  l'unité.  3^.  Que  le  coencient  d'un  terme  quel, 
conque  de  tel  rang  perpendiculaire  qu'on  voudra,  efl 
toujours  égal  au  coeiîcient  d'un  pareil  terme  dans  le 
rang  perpendiculaire  à  gauche,  plus  au  coeficient  du 
terme  qui  eft  au  deflus  de  lui  :  c'eft  à  dire ,  par  exemple, 
flue  le  coefidenr  14.  du  quatrième  terme  1 4^'  du  troi- 
sième rang  perpendiculaire ,  eft  égal  au  coeficient  5  du 
quatrième  terme  5  x  3  du  deuxième  rang  perpendiculai- 
re  qui  eft  le  rang  à  gauche  »  plus  au  coefiqjpnt  9  du  ter^ 
fne  ^xx  qui efl  au  cfeffiis  du  terme  1 4x'. 

R  £  M  A  &  QJC7  £• 

44^«Si  l'on  coiitinuoi(  i  diviferla  circonference  F 10/170. 
en  parties  égales  aux  arcs  j4D^  DE,  Bec.  au  de  là,  du 
point  JR  >  il  efl  clair  que  les  rangs  parallèles  de  la  Table 
qui  lùivent  celui  qui  exprime  —BR  continuëroient 
à  exprimer  par  ordre  toutes  les  cordes  négatives  qui  fui* 
vroient  S  R ,  jufqu'â  ce  que  repaflànt  le  point  £  elles 
redeviendroient  encore  négatives  ^  &  ainfl  de  fuite  al- 
ternativement pofitives  &  négatives,  autant  de  fois 
q[u^elles  pafleroient  le  point  ^  jufqu'â  l'infini. 


GgS 


Exemple    I. 

447*  Co^Pï».  un  arc  de  cercle  donné  AR ,  en 
autant  de  panics  égales  AD,  DE,  EF,  FG»  &c.  91*01» 
voudriS. 
F I  G.  liy.      Ayant  mené  le  diamètre  a4JS  U  la  corde  J^JT,  & 
170.  nommé  le  rayon  donné  Ca4ou  CBy  75  la  corde  don- 

née BR^ai  on  formera  une  égalité  dont  le  premier 
membre  fera  le  rang  parallèle  de  la  Table  quifiirpaile 
d'uâe  unité  le  nombre  des  parties;  égales ,  &  le  fécond 
fera  '^ai  fçavoir  '^a  kwique  Parc  AR  eft  moindre 


tion  de  cette  égalité  doit  toUrmr  pour  1  une  de  k%  i-acB- 
nés  X  y  une  valeur  B  D  telle  qu^ayant  décrit  du  point  B 
comme  centre  &  de  ^intervalle  BD  un  arc  de  cercle,, 
il  coupera  iur  l'arc  donné  AR  ia  première  des  parties^ 
égales  cherchées  AD. 

Qull  faille  y  par  exemple  y  divffer  Tare  donné  AReù 
ttois  parties  égales  5  on  trouvera  x^-^^^zza^a^^dotit 
Tune  des  racines  BD  terminera  la  première  des  troi^ 
parties  égal^  qu'on  demande.  S'il  falloit  divifer  Tare 
AR  en  cinq  parties  égales^  en  aUroit  x*-*-jx^ — k-^x 
r=r  ^  ^  ;  &  de  même  y  sll  falloit  divifer  en  fept  y  il  vieiu 
droit  x'—  yx^— +•  i4x'— 7^=:;^;;^*  i  de  forte  que  toute 
la  difficulté  fë  réduit  à  trouver  les  racines  de  ces  ég^ali- 
tés.  Qr.c'iefl^  ce  qu'on  a^ebjbigné  daâs  le  Livre  prece-- 
dent.  Dooc  &c. 

Il  efl  à  remarquer  oue  ces  égalités  font  les  phisi  Rm^ 
©les  qu'il  ieft  poffibie,  lorfque  lé  nombre  des  patties  éga^ 
les  eft  un  nomisTe  premier.  Mais  lorfqu'il  elb  corapofë 
de  deux  ou  plufîeurs  nombres^  premiers  ^  on  divifora  d'a- 
bord l'arc  donné  En  autant  de  parties  égales  que  Itindê 
CCS  nombres  a  d'unités  ^  As  enluke  ht  bretÂkre  de  ceSr 
parties  en.âutaiit  de  partks^éjgateÀquérun  des  nombreiï: 
reflansa^d'unitcs,  ££aji^^  fuite  }iifqu''â  ce  qu'on  air 
épuifé  tous  kskombres  premiers^  dont  le  produit  £ov^ 


'^  -j 
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me  le  nombre  donné }  ce  qui  domaer«  «p/o»  ki  pi«fnt£- 

ne  des  parcies  égales  qu'on  ci»erche  :  (i  l'on  y«Ht«  f$jc 
exemple,  divifer  l'arc  j4RQn  trente  parties  égales,  il 
faudra  d'abord  le  divi&r  en  cinq ,  enfuite  Ig  première 
dç  ces  cinq  parties  en  trois ,  &  enfin  J^  première  dç  ces 
crois  en  deux ,  pour  avoir  la  trentième  partie  qu'on  de- 
mande,  âc  cela  parce  que  30  =  5  x  3  x  2. 

■ 

44^-De^x  points  4pmiés  A^R,  fur  la  circonfe-  Fie.  170, 
rence  d*un  cercle  en  décerminenc  non  feulement  deux  xji^vj^^c. 
arcs ,  dont  l'un  AR^^  moindre  que  I4  demie  circonfé- 
rence ,&  l'autre  ABR  plus  grand}  mais  encore  une 
infinité  de  portions  y  dont  le$  unes  font  la  circonfèren. 


•pli 
AJBRy  deux  fois  la  circonférence  plus  Tare  AÈR^  trois 
fois  la  circonférence  plus  Parc  ASRdcc^  dont  laraifbn 
e(t  que  la  circonference  d*un  cercle  rentrant  en  elle* 
même',  on  peut  considérer  cette  ligne  courbe  comme 
faifànt  une  iafioiré  de  révolutions  autour  d'elle-même. 
Si  donc  Ton  nomme  Tare  AJiydi  la  circoo^i:ence  en* 
tiere  c  i  l'arc  AB  R  fera  c^d  U  l'on  aura  ces  deux  fui- 
tes, 

2\         *— i ,  Xf^i^%c^^ ,  M—d,  %P^dy  ée-^d,  7e-^ ,  te— 4,  Érc, 

oui  expriment  par  ordrp  joutes  les  portions  de  circon- 
Krences  ternjiAces  par  k$  deux  points  A^  R.   Cela 

pQfç. 

.  Si  j'arc  AD  ^  «oc  îlliqqote  quelconque  de  Parc 
AR  moindre  que  j^  demii?  cîrconferçnœ }  &  qu'ayant 
inicrit  daQS  le  cercle  un  poligone  DEJFGHfkc.  d'un 
pareil  nombre  de  côtés  à  commencer  par  le  point  D , 
.  oçl  tire  de  l'extrémité  B  du  diamètre  AB  aux  angles 
du  poligone  les  cordes  BD^  BJF^  BGy   BH,  £cc: 

Gggij 
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]c  dis  qu'elles  terminent  des  aliquotes  pareilles  de  tous 
les  termes  de  ces  deux  fuites  ^  dont  Torigine  fixe  eft  toâ- 
jours  au  point  ^. 
Wi^  ayi»       Car,  foit  pour  fixer  les  idées  Tare  ^D=i\dy  il  eft 

clair  que  Tare  ADE=^^  l'arc  ADBFz=i  ^', 
Parc  ADEFGz=^  ÎS±Î  Tare  ADEFGH  îf±2?  qui  font 

les  cinquièmes  parties  ou  les  aliquotes  pareilles  des  cinq 
premiers  termes  de  la  première  mite.  Or  fi  Ton  divifè  tel 
autre  de  fes  termes  qu'on  voudra  par  5 ,  il  eft  vifible  que 
le  quotient  renferme  au  jufte  un  certain  nombre  de  fois  la 
circonférence  entière  plus  une  des  cinq  fradions  précé- 
dentes. Donc  puifque  la  corde  qui  termine  un  arc ,  dont 
Porigine  eft  en  -^,  eft  la  même  que  celle  qui  termine 
cet  arc  plus  la  circonférence  répétée  autant  de  fois  qu'on 
veut,  il  s'enfuit  que  \ts  cordes  JBD^  BE^  BF ^BG^ 
£H^  terminent  les  cinquièmes  parties  de  tous  les  ter- 
mes de  la  première  fuite.  On  prouvera  de  la  même  ma- 
nière que  les  arcs  AH^  ÀHG^  AHGF^A HGF  E^ 
A  HGF ED  font  \ts  cinquièmes  parties  à^s  cinq  pre- 
miers termes  de  la  féconde  fiiite,  &  qu'ainfi  \qs  cordes 
BH  ^BG^  BF^  BE^BD^  terminent  les  cinqurémes  par- 
ties de  tous  les  termes  de  la  féconde  fuite.  Mais  il  viuble 
que  cette  démonftration  fè  peut  appliquer  a  telfc  autre 
aliqoote  qu'on  voudra  de  Tare  AR.  Donc  &c. 

F 1  o.  17X.  ^^  ^^  ^  ^^^^  4^^  ^  ^'^^  réunit  les  deux  fuites  préce- 
^7^/  *  dentés  en  une  feule  dyC:jjl.d^icz^;.dy}cZf:d8cc  ^ïes  deux 
*  cordes  voifînes  de  part  &  d'autre  de  la  plus  grande  ou 
première  BD  qui  termine  Taliquote  AD  de  l'arc  AK 
moindre  que  la  demie  circonférence ,  termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  fécond  terme  rl^^.de  la  fuite  ^ 
que  les  deux  cordes  voifînes  de  celles-cî  termineront  des 
aliqtfotes  pareilles  du  troificme  terme  ic^ddc  la  fuite  ^ 
&  ainfî  à  rinfîni  de  deux  en  deux  jufqu'aux  dernières 
lorfque  l'aîiquote  eft  impaire,  &  jufqu'â  la  dernière  lorfl 
qu'elle  eft  paire.  Ainfî!  lorfque  Tare  ADz=z\  ARj\t% 
cordes  J?£  ^  :5  /f  ^rerminenrlesdeux^arcs  ADEy  AH^ 
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cinquièmes  parties  du  fécond  terme  c^d  de k  faite , 
c'eff  â  dire  de  la  circonférence  plus  l'arc  AR^  fie  de  la 
circonférence  moins  cet  arc  j  les  deux  cordes  BF  ,  BG^ 
voifînes  de  celles-ci  termineront  deux  arcs  ADEF^ 
A  H  G,  qui  font  les  cinquièmes  parties  du  troifiéme 
.  terme  uZ^d  de  la  fuite:  ôc  de  même  lorfque  l'arc  A  D 
=  7^JC  î  les  deux  cordes  BE»  BKy  voifines  de  part  fie 
d'autre  de  la  première  ou  plus  grande  B  D  terminent 
les  deux  arcs  A  DE,  ^â;,  qui  font  les  fîxiémes  parties 
du  fécond  terme  e-^d}ks  dcax  cordes  B  F ,  B  H ,  voi- 
fines de  ces  deux- ci  terminent  les  deux  arcs  ABEFy 
AKH ^  fîxiémes  parties  du  troifiéme  terme  iflf  <^>  fie 
enfin  la  dernière  corde  BG  termine  les  deux  arcs 
ABSFGy  AKHGy  fîxiémes  parties  du  quatrième 

terme  y'Zi^d. 

On  entend  dans  les  remarques  fûivantes  par  cordes 
impaires ,  celles  qui  étant  prifes  de  part  fie  d'autre  de  la 

J)remiere  ou  plus  grande  BD^k  trouvent  dans  des 
ieux  impairs  a  commencer  par  cette  plus  grande  $  fie 
par  cordes  paires  »  celles  qui  étant  prifes  de  parc  fie  d'autre 
de  la  même  BDyfe  trouvent  dans  des  lieux  pairs.  Ainfi 
lorfque  l'arc  AD  =;=  |  ^^  î  les  cordes  BDyBF,BG, 
font  des  cordes  impaires,  fie  ks  cordes  BEy  BH^des 
cordes  paires  :  fie  de  même  lorfque  l'arc  AD  =  lARi 
les  cordes  BD»  Bfy  BH,  font  des  cordes  impaires^ 
&  les  côtés  S  E ,  SK  »BGy  font  des  cordes  paires. 

Remarqjje    il 

449*  Si  l'^c  A  Défi  une  aliquote  quelconque  de  p  |  q. 
Tare  AR  moindre  que  la  demie  circonférence  ARBi  174. 
fie  qu'ayant  infcrit  dans  le  cercle  à  commencer  par  le 
point  D,  un  poligone  DEFGH  fiec.  d'un  pareil  noml 
bre  de  côtés ,  on  tire  de  l'extrémité  B  du  diamètre  AB 
aux  angles  du  poligone  les  cordes  BD,  BEy  BF  ^,BG, 
BH  fiec  :  je  dis  que  les  cordes  impaires  lorfque  l'arc 
'A  D  cft  une  aliquote  impaire  de  l'arc  AR ,  fie  leurs  quar. 

Gggiij 
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tés  lorfqu'il  en  eft  une  aliquotc  paire  ^  expriment  les  «u 
cines  vraies  derégalicé  qu'on  trouve  en  égalant  à  lagran^ 
deur  poficive  — |-^,  le  rang  parallèle  de  la  Table  dont 
Texpoiànt  iurpailè  d'une  unité  le  nombre  de$  côtés  du 
poligone  ;  &  que  les  cordes  paires  d^m  le  premier  cas^ 
&  leurj  quarrés  dans  le  iêcond ,  expriment  les  racines 
vraies  de  Tautre  égalité  qu'on  trouve  en  égalant  a  U  ' 
grandeur  négative  -^s^  le  même  rang  parallèle  de  h 
Table- 
F  f  o,   171.      Soit  ^  par  exemple ,  Tare  ^  JP  =;=  ^  ^JSi  i  je  dis  que  les 

cordes  impaires  MD^JSF^  -ffG,  (ont  les  racines  vraiec 
de  Tégalite  a;^— 5jk'-h-5^=^,  &  que  les  cordes  paires 
Fi  G.  lyu^Ey  BH^  font  les  racines  vraies  de  Tautre  égalité 
*74-  x^—^x^'-^^x:^=z--a.  Si  Tare  ABz={j4Ry  \e$  quarrés 

des  cordes  impaires  BD,^  BF^  BHy  feront  les  racines 
vraies xle Tégalité x^-^ 6x*— f  9 ^ x  —  z  =;;; ^ ,  ficles  quar-. 
xés  des  cordes  paires  BS^  SK^  BG^  feront  les  racines 
vraies  de  l'autre  égalité  x*— 6x*«-+  9x0^—2=1=—^. 

Car  (x  Ton  propofe  de  divifer  la  circonférence  entie-^ 
re  répétée  un  certain  nombre  xle  fois  plus  ou  moins  Tare 
AR^en  parties  égales  dont  la  première  fgit  moindrç 
que  la  demie  circonférence ,  il  efl:  clair  felon  l'arFiplc 
444.  qu'on  formera  la  même  Table  que  pour  la  diviiîon 
d«  Tare  AR:cn  obfervant  que  les  cordes  doivent  dian^ 
;er  neceflàireqient  une  fois  de  figne  { avant  que  d'arriver 
la  dernière  BR)  lorfque  la  circonférence n'ejQ; fepetép 

Su'une  fois,  par  ce  que  Torigine  commune^  de  toutes 
i  trouve  fur  l'une  des  parties  égales  ;  que  les  cordes  doi- 
vent  changer  deux  fois  de  fîgnes ,  lorfque  la  circoniè- 
rence  eH  repérée  deux  fois ,  parce  que  l'origioe  B  fe 
trouve  neceuaireœenr  iùr  deux  desparties  égales}  qu'elles 
doivent  changer  trois  Ibis,  lQr£|ue  la  ciixontecence  eft  re»> 
petée  trois  fois  ^  parce  que  l'origine  Bte  trouve  fiir  trois 
parties  égales ,  &  ainfî  de  fuite*  La  cordée  R  fera  donc 
pofitive  lorfqu'il  s'agit  de  divifer  en  parties  égales  l'arc^vE 
&  la  circonterence  répétée  un  nombre  pair  de  fois  fins 
ou  mQins  i'arc  ARièç  négative  lorfque Ja  dr4:qnfefeo- 
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ce  eft  répétée  un  nombre  impair  de  fois  -.  c'eft  d  dire  que 
dans  le  premier  cas  on  doit  égaler  le  rang  parallèle  de 
la  Table  â  la  grandeur  poficive  -^a.  Et  par  confëquent: 
les  cordes  impaires  ou  leurs  auarrés  feront  les  racines 
vraies  doi^'autre  égalité  <^nt  Tun  des  membres  tîk^a. 

Ce  qu'il  fdOait  é^. 

K  £  MA  H  QJJl     IIL 

45®*  Les  mêmes  chofes  étant  pofées,  fr l'arc  jiD  ^^^^  *7*: 
eft  un  aliquote  impaire  de  1  arc  j4R  i  il  eft  clair  par  Tind  ^73* 
fcùion  de  la  Table,  que  tous  les  termes  pairs ^  c*eft  à 
dire ,  le  deuxième ,  quatrième^  (îxiéme  &c  ^ excepté  le 
dernier  terme  a^  manquent  toujours  dans  le^  deux  éga- 
lités qu'on  trouve  félon  la  remarque  précédente*  Or 
Ton  f^ait  en  Algebre^qn'en  changeant  de  fignes  les  terme» 
pairs  d'une  égalité ,  on  ne  fait  qu'en  changer  les  racine» 
Traies  en  fauuès  6c  les  fanâes  en  vraies.  Woù.  il  fuit  que 
hs  cordes  paires  qui  ibnt  des  racines  vraies  de  régafiré 
dont  Tun  cies  membres  eft  —  ^  ^  deviendront  des  racines 
£iuâes  de  l'autre  égalké  dont  Tundes  membres  eft  -^-f  ^^ 
Par  exemple  fi  Tare  jtl):^^Alis  les  cordes  impaire» 
SD^  JBF^  BG^  feront  les  racines  vraies  de  P^alité 
#c*— jjc'— f-jx=:=:/<3&  les  cordes  paires  3E^  £H^  ett 
feront  les  racines  fauilesr 

On  peut  tirer  de  ces  deux  dertrietes  Remarques  p!u« 
lietirs  Théorèmes  k  plupart  entièrement  nouveau* , 
touchant  llnfcription  des  polfgones  réguliers  j  fi  l'oa 
fiiie  attention  que  la  grandeur  connue  du  fecond  terme 
d'une  égalité  renferme  la  fomme  de  its  racines,  que. 
celle  du  troifiéme  terme  renferme  la  fomme  des  plan» 
alternatifs  de  fèis  racines,  que  celle  du  quatrième  terme 
f enferme  k  fbmme  des  foKdes  alternatifs  &c ,  &  enfib 
que  k  d«iiiier  terme  eft  égal  ani  praduit  de  roores  le» 
tacioes  les  unes  parles  autre».  Jen  mettrai  icr  quatre 
des  principaux,  après  avoir  fait  k  rtmarqoe  fiinranre 
^  peut  être  de  quelque  utilité. 


4H  Livre    Dixie'me. 

R  £  M  A  K  QJJ  E     IV. 

f  1 6.  xyu        4j  I,  J[^£5  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  la  Re- 
*7^  marque  précédente ,  où  Ton  vei|t  que  Taliquote  ^  D 

de  Tare  j4  R  foit  impaire  j  je  dis  qu^entre  les  fprdes  ren. 
fermées  dans  la  demie  circonférence  ARB  qvi  contient 
Tare  AR^\^  dernière  ou  plus  petite  Bt  foûtend  un  arc 
BF  qui  eft  à  Tare  BRytn  même  raiibn  que  Tare  A  D 
â  l'arc  AR. 

Car  foit  Tare  AD  h  cinquième  partie  de  Tare  ARj 
&  par  confequent  Tare  DE  Iz  cinquième  partie  de  la 
circonférence  3  il  eft  clair  que  la  demie  circonférence 
ARB  contiendra  deux  fois  &  dernie  Tare  DE^  c'eft  â 
dire,  deux  fois  Tare  D£  ou  bien  Tare  2)£jF  jpluslacin^ 
quiéme  partie  de  la  dçmie  circonférence.  Donc  Tare 
A  D  plus  Tare  B  F  vaut  la  cinquième  partie  de  la  demie 
circonférence  ARB*  Donc  puilque  AD  eft  la  cinquième 
partie  de  l'arc  AR, ,  il  s'enmit  que  BF  fera  au0i  la  cin* 
quiéme  partie  de  Tare  BR  complément  à  deux  droits 
de  Tare  AR.  Mais  ce  que  l'on  vient  de  démontrer  fiib- 
ïîfte  avec  la  même  force ,  foit  que  l'arc  A  D  /bit  la  cin« 
quiéme  partie  de  Tare  AR ,  ou  bien  une  autre  aliquote 
.  quelconque  impaire.  On  a  donc  eu  raifbn  de  dire  en  ge^ 
neral&c. 

De  là  on  voit  que  fî  Ton  nomme  i  la  corde  BR  d'un 
àrc  quelconque  BR  moindre  que  la  demie  circonferen- 
ce,*  dont  le  rayon  eft  n  &  que  l'on  forme  un$  égalité 
dont  l'un  des  membres  foit  6 ,  &  l'autre  le  rang  parallèle 
de  la  Table  qui  furpaile  d'une  unité  le  nombre  des  par^ 
ties  égales  dans  lefquelles  l'arc  ^iS  doit  êtredivifç  :  cet- 
te  égalité  aura  pour  l'une  de  ies  racines  la  corde  BF 
de  la  première  de  (es  parties,  &  par  confequent  pour 
une  autre  de  fès  racines ,  la  corde  S  6  de  la  première 
d'un  pareil  nombre  de  parties  égales  de  l'arc  BAR 
complément  à  quatre  droits  de  Tare  B  R* 

V  Th^ on.  L 
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Theorpsme    L 

4X^*  Si  ^^  /Vf/^r/V  au  deddns  Jtun  cercle  un  foliymè  re^  F  i  g.    171* 
gulier  queUmque  D  £  F  G  H  &c  c^un  nmtre  impair  de  cbtis  i 
(^  qu*m  tire  cCun  point  quelcenque  Bde  la  circùi^ereiue  k  tous 
les  angles  dm  foligane des  cûràes  BD^BE^BF^fiG^BH, 
icciiedis,  ^ 

i^  Que  la  femme  descerdes  impaires  BD ,  B  F ,  B  G  &c , 
a  commencer  par  la  plus  grande  B  D  fera  toujours  égale  À  la 
fomme  des  cordes  paires  B  E ,  B  Fi  &c  ^  t'e^  à  dire  que  la  plus 
petite  corde  BF  —  BE-^BD  — BH'-i^D G  Uc=o. 

Car  menant  le  diamètre  Sj4y  &  prenant  Tare  ^R 
qui  contienne  Tare  yi  D  autant  de  fois  que  le  poligone 
a  de  côtés ,  il  efl:  clair  comme  Ton  vient  de  voir  que  û 
Ton  nomme  la  corde  ^R^aiScÏQ  rayon  C-^  ou  C£^  i  j 
les  cordes  impaires  £D^  BF^  BG  é'C^  feront  les  racines 
vraies,  &  les  cordes  paires  BEy  BH  &Cj  les  racines 
fauflës  de  Tégalité  qui  a  pour  Tun  de  ks  membres  *-+  a^ 
Or  puifque  le  fécond  terme ,  qui  félon  qu'on  démontre 
en  Algèbre  contient  la  fomme  des  racines ,  manque  toû« 
jours  dans  cette  égalité  5  il  s*enfûit  Uc. 

1^.  Que  fi  Hon  mené  le  diamètre  B  A ,  (^  qis  ayant  pris  tare 
A  R  qui  contienne  tare  A  D  autant  de  fois  que  le  poligone  a 
de  cbtèsy  on  tire  la  corde  BKi  le  produit  BuxBExBFxBGx 
BH  Sec  de  toutes  les  cordes  BD y  BE,  BF,  BG,  BH  &c 
les  unes  par  les  autres  ^fera  toujours  égal  au  poduit  de  la  cor^ 
deBK,  par  une  puiffance  du  rayen  C  A  qui  ait^our  expo  font 
le  nombre  des  cordes  —  i. 

Car  ce  dernier  produit  vaut  le  membre  a  \  puifque 
BRz:=La^tÀ,  qu'on  prend  dans  la  Table  pour  Tunité  le 
rayon  CA.  Or  comme  le  terme  a  eft  toujours  le  der« 
nier  terme  de  Tégalité  qui  a  pour  ks  racines  toutes  les 
Cordes  BD^  B  E^BF,  BGy  BH  &Cy  &  que  le  dernier 
terme  d'une  égalité  contient  toujours  félon  ce  qu'on 
démontre  en  Algèbre  le  produit  de  toutes  fes  racines  ; 
il  s'enfuit  &C, 

Hhh 
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Th£OB.£SM£      il 

Fie.    17}.      453^*0^  l^on  divife  une  demie  circenference  AEB  ^  im 

nombre  quelconque  impair  de  parties  égales  y  dont  les  deux 
premières  foient  îafc  AE^  les  quatre  premières  tare  A E F , 
^  ainfi  de  fuite  de  deux  en  deux  jufqu^k  la  dernière  i  (^  qu^cn 

^  tire  les  cordes  B  E ,  B  F  &c  :  ^^  ^s. 

1^.  Que  la  première  de  ces  cordes  B  E ,  moins  la  féconde 
B  F ,  plus  la  troifieme ,  moins  la  quatrième  (^ ,  jufqu^à  la 
dernière  inclufiuementy  ^  toUjeurs  égale  au  rayon. 

1^  Que  le  preduit  BExBF  &c  de  toutes  les  cordes  lesunes 
par  les  autres ,  efi  égale  à  une  pmffance  convenable  du  rayon, 
jlinfi dans  cet  exemple  oà  le  nombre  des  divifims  efl  f^^oà 
il  riy  a  par  confequent  que  deux  cordes.  BE,  BFj  m  ama 

ir  BE-BF=CA.  ^^  BExBF=:CÂ\ 

Car  infcrivânt  dans  le  cercle  entier  le  poligone  régu- 
lier 15  f  G  H"  dont  le  nombre  des  côtes  foie  égal  au  nom  ^ 
bre  des  divifîohs  â  commencer  par  le  point  A\  8c  tirant 
de  Tautre  extrémité  B  du  diamètre  AB  i  touç  les  an- 
gles de  ce  poligone  des  cordes  BD^  BEy  BH^  BFy 
'  BG&cy  il  eft  clair  i^  Qiie  la  plus  grande  de  ces  cor- 
des SD  eft  égale  au  diamètre  BA ,  &  qu'ainfî  Tare  AD 
étant  nul  ou  zero^  Tare  AR  le  fera  auflij  d'où  Ton  voit 
que  la  corde  B  R  fera  auflî  égale  au  diamètre  BA.  2°. 
Que  les  cordes  BEy  BHyBFy  BGé-Cy  étant  prifes 
deux  â  deux  font  égales  entr'elles.  Or  cela  pofë ,  u  l'on 
applique  le  Théorème  précèdent  à  ce  cas  particulier  on 
en  verra  naître  celui  ci.  Donc  &c. 

ThBOB.es  ME      III. 

F 1  G.   272.        4  J4  Oi  ^^  infcrit  au  dedans  Jtun  cercle  un  poligone re^ 

ptlier  quelconque  D  E  F  G  H  K  &c ,  dont  le  nombre  des  cbtéS 
foit  pain  (jr  que  (tun  point  quelconque  ^  de  la  circonférence  y 
ion  tire  i  tous  les  angles  de  ce  poligone  des  cordes  BD ,  B  £, 
BF,BG,BH,  BK&c:;V<///. 

i^.  Que  la  femme  tant  des  quarrés  des  cordes  impaires  BD, 
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BV.BH,  que  des  cordes  faites  BE,  BG,  BK,  efi  égale 
am  quatre  Jk  taym  C  B  ftis  amant  difns  que  le  foli^one  a 
de  cbtés. 

Car  menant  le  diamètre  BA^  &  prenant  l'arc  AR 
qui  contienne  Parc  A  D  autant  de  fois  que  le  poligone 
A  de  côtés  j  il  eft  clair  *  qu'en  nommant  la  corde  BR ,  a  j  "^Art.  -^^9. 
&  le  rayon  CA  ou  CB ,  1 5  les  quarrës  des  cordes  im- 

!>aites  BD3  BFy  Btl  é^c,  feront  \qs  racines  vraies  de 
'égalité  dont  Tun  des  membres  eft  —f  ^  î  &  que  les 
quarrés  des  cordes  paires  J5£,  BK,BG  drc^  feront  les 
racines  vraies  de  l'autre  égalité  dont  l'un  des  membres 
eft  — /^.  Or  le  coeficient  du  fecond  terme  de  chacune 
de  CCS  deux  égalités  qui  contient  la  ibmme  de  leurs  ra- 
cines ,  eft  toujours  égal  au  quarré  du  rayon  pris  autant 
de  fois  que  k  poligone  a  de  côtés ,  comofe  l'on  voie 
dans  la  Table.  Donc  &c« 

2^  Que  fit  en  mené  le  diamètre  B  A  5  (^  qu^^j^anf  pis  tare 
ÂK  qui  centième  autant  defius  tare  A  D  que  le  poligene  s 

de  cbtisy  on  tire  la  corde  BK:  le  produit  BD*kBF*xBH*  &c 
des  quarrés  des  cordes  impaires ,  efi  égal  au  produit  de 
B  A  ^  B  R.  pat  une  puiffance  convenable  du  rayon  ^  fcavoit 
B  A  — hB  K  k^fque  le  nomire  des  cbtés  du  poligone  efi  fim^ 
plement  pair  y  Ç»  BA — BR  lor/qu'il  efi  pairement  pair  y 

c'efi  kdire  ydivifible  pàf  ^s&l^  P^>^^  BÊVÏÏG'xBK*&c 
des  cordes  paires  y  efi  égal  au  produit  de  B  A:+;  B  R  par  la 
mime  puiffance  du  rayon  y  fcavoir  B  A  —  B  K  dans  le  premier 
cas  t^  B  A— f-  B  R  dans  le  fecond. 

Car  nommant  BR  >  ^  >  &  le  rayon  CA^  i  j  il  eft  clair  . 
ue  les  quarrés  des  cordes  impaires  B  "),  BFy  BH  étc^ 
ont  les  racines  d'une  égalité  qui  a  toujours  pour  dernier 
terme  iZj^a  c'eft  â  dire  BA^BRi  &  de  plus  que  les 
quarrés  des  cordes  paires ^£^  BGy  BK  &c,  (ont  les 
racines  de  l'autre  égalité  qui  a  toujours  pour  dernier 
terme  1^^  c'eft  à  cure  BA^BR.  Or  comme  le  der- 
nier terme  d'une  égalité  contient  toujours  le  .produit 
de  toutes  les  racines  y  il  s'enfuit  &c. 

Hhkij 
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Corollaire. 

4SS*  JD^  LA  il  eft  évident  i^  Que  la  fbmme  des 
^uarrés  de  toutes  les  cordes  tant  paires  qu'impaires  ^ 
efl:  égal  auquarré  du  rayon  multiplié  par  le  double  du 
nombre  d^s  côtés  du  poligone,  c'eft  a  dire  ici  que  Wf^ 

-+-^ W 51dW  5x^-5^*  — KSG*  =  Il  âÂ!\  2^ 
Que  la  différence  des  quarrés  des  cordes  impaires  avec 
les  quarrés  des  cordes  paires  ,  eft  toujours  égale  â  zéro, 

c'eft  à  dire ,  que  !»?*— ^  W-ff^*— ^  W5/f  *— -BG* 
=zû.  3®.  Que  le  produit  des  quarrés  de^  cordes  impaires 
plus  celui  des  quarrés  des  cordes  paires ,  eft  égal  au  qua- 
druple d  une  puiflance  pareille  du  rayon  j  c'eft  â  dire,  que 
-Bi?^JffZ)*x5Jf*~f^*x]fi^*x^*=:4C-^^  4^.  Que  la 
différence  de  ces  deux  produits ,  eft  éeale  au  double  de 
la  corde  £  R  multipliée  par  une  pui^nce  convenable 
du  rayon  j  en  obfêrvant  que  le  produit  du  quarré  des 
cordes  impaires ,  fiirpafle  celui  des  quarrés  des  cordes 
paires ,  lorfque  le  nombre  des  côtés  du  poligone  eft  fim, 
plementpair,  &  au  contraire  qu'il  eft  moindre,  lorfl 

qu'il  eft  pairement  pair  :  c'eft  â  dire  ici,  que  SF  >^jBD^ 
?<  BH—Be\bk^xBG^=i  iBR  X  Cj4\  4^  Que  le  pro- 
duit  des  quarrés  de  toutes  les  cordes  tant  paires  qu'im- 
paires les  uns  par  les  autres  fera  toujours  égal  au  produit 

de  i^^*— 55  ===  5-rf  ^ -ffiî  x;B^  ±^il = I#]î*  à  caufc 
de  l'angle  droit  AR£^  par  une  puiflance  convenable 
du  rayon:  c'eft  â  dire,  en  extrayant  de  part  &  d'autre 
les  racines  quarrées,  que  le  proauit  de  toutes  les  cordes 
eft  égal  au  produit  de  la  corde  A  R  par  une  puiflance 
du  rayon  moindre  d'une  unité  que  le  nombre  des  cor-l 
desj  par  exemple  ici,  fiF'^SE^^fiD^BK^BH^BQ 
=zARï^CA\ 

Theoreseme    IV. 

F I  «.  175;       45^*  Si  ^^»  divife  une  demie  circonférence  Â  D  B  m  m 
mmbre  quelconque  f air  de  farties  égales^  dont  lafremiere 
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fiit  tau  AD ,  les  trois  ffenUens  fore  ADE^  les  cinq  fre^ 
mieres  tare  ADEF,  &  Mnfi  de  frite  de  deux  en  deux  jnf. 
qu'à  la  dernière  i  &  qu'mtireles  cordes  BD,BE,BF&c; 

je  dis. 

i^.  Que  la  fanme  des  quarrès  de-  ces  cardes  efi  égale  au 
quarri  du  rofon  fris  aêiant  de  fois  qu'il  y  a  de  divifims.  Cefi 


BF=6CA\  ^ 

X*.  Que  le  produit  des  quarrés  de  ces  cordes  les  uns  far  les 
autres ,  vaut  le  double  de  la  fuiffancis  convenable  du  rayon.  ^  ^  ^ 

j4inS  ÏÏD*x  BE'x  BF'  =  i CA^  é far cmfequent  BPxBE 
xBF=:CA^K^i.  '  '  ' 

Car  infcrivanc  dans  le  cercle  entier  un  poligone  regUr 
lier  DEFGHK,  dont  le  nombre  des  côtés  loit  égal  au 
nombre  des  divifîons ,  à  commeacer  par  la  première  D  > 
&  tirant  de  l'extrémité  M  du  diamètre  AB^i  tous  les 
angles  de  ce  poligone,  des  cordes  BJD^  BK,  BE,BH» 
BEy  FG:  ileft  clair  que  les  cordQsBDyBK,BE,BHy 
BF,  BG  &c  y  étant  prifes  deux  à  deux  font  éeales  entr'. 
.elles  j  &  partant  que  fi  Ton  japplique  les  articles  premier 
&  troifîéme  du  Corollaire  précèdent  à  ce'cas  particû- 
lier ,  on  en  verra  naître  et  Théorème. 

£  X.E  M  P  t  £     XII. 

4J7*  Inscriiie  dans  un  cercle  donné,  un  poligone 
régulier  quelconque ,  dont  le  nombre  des  cotés  foie 
donné. 

On  peut  regarder  ce  Problême ,  comme  n'étant  qu'un  Fi  <v  275- 
cas  particulier  de  l'exemple  précèdent.  Car  fi  Ton  fiip- 
)ofe  que  la  corde  BR.  devienne  nulle  ou  zéro,  il  s'en- 
uit  que  Tare  A  R  qu'elle  termine  deviendra  h  demie 
.circonférence.  Or  h  l'on  propofe  de  divifcr  là  circonfé- 
rence entière  en  un  nombre  quelconque  de  parties  éga- 
Jesj  il  eft  évident  qu'en  divifant  la  demie  circonférence 
dans  ce  même  nombre ,  ôc  prenant  la  féconde  corde  au 

•  •  Hhh'i^  - 


î 


Jieu  de  la  première ,  elle  terminera  la  première  des  par- 

-cies  demandées.  Par  exemple ,  fî  Ton  divife  la  demie  cir* 

F I  a.  17^.  <x>flference  j4DBen  fepc  parties  égales  ^D,  D  E ,  EF^ 

FGyGH;  HlyJBl  la  féconde  corde  BE  terminera 
Tare  À  È  qm  clî  la  Septième  partie  de  la  cilrconferencé 
ciitiere.  D'où  Tcmi  voit  >qu*en  égalant  à  zéro  le  raog  pa,, 
rallele-de  la  Table  qui  iùrpaile  d'une  unité  le  nombre 
des  côtés  diAoligone,  on  formera  une  œalité  dont  la 
plus  grande  clés  racines  ;if  exprimera  la  valeur  de  la  cor* 
de  £D  qui  termine  Tare  AD  moitié  de  Tare  cherché 

tt  par  conïequeni  fi  Tùti  nomme  la  féconde  corde  ^  J?, 
xj  on  aura  xxz=zz^ — hi.  Si  donc  l'on  fait  évanouir  pir 
le  moyen  de  cette  égalité  rinconnuc  x  dans  la  pr&e. 
dente,  on  en  formti^a  une  nouvelle  dont  la  plus  grande 
racineX  exprimera  la  éorde  BÉ  qui  termine  Tare  cher- 
ché AE.  Ainfî  dans  nôtre  exemple,  en  égalant  d  zéro 
le  huitième  rang  parallèle  &  divifant  par  x,  je  trouve 
cette  égalité  x^—'jx^ — hr4x^— 7=^,  dans  laquelle 
mettant  a  la  place  de  a?  x  (a  valeur  ^-+2 ,  à  la  ^lace  de 
X*  le  ^quarré  de  cette  valeur  &c.  je  la  change  en  cettfe 
àutfe\*— i;^</-'i5;^-+  i==^:^dont  la  plus  grande  des 
racines  ^exprime la  valeur  de  la  coi'de  ^£  qui  tetmine 
Tare  A  E  fèptiéme  partie  de  la  circonférence  entière. 

Voici  maintenant  une  manière  générale  de  trouver 
immédiatement  toutes  ce^  égalités  lorfque  le  nombre 
des  côtés  du  poligohc  eft  impair  qui  eft  le  fèul  cas  ne- 
•ceflàire  j  puifque  s'il  étoit  pair ,  on  le  rcduirôit  toujours 
en  le  divifant  par  x  ,  autant  de  fois  qu'il  fèroit  poffible , 
en  un  nombre  impair  dans  lequel  ayant  partagé  la  cir. 
conférence ,  on  auroit  par  la  bifledion  d'une  des  parties 
"égales ,  réitérée  autant  qu'il  fèroit  neceflaire ,  l'arc  qu'on 
demande. 

Soit  conftruite  une  Table  dans  laquelle  le  premier 
rang  parallèle  étant  i ,  &  le  fécond  5^-1  j  le  troifiéme 
K^^^  foit  égal  au  produit  du  fécond  par  x^^  moins  le 
premier  j  le  quatriémex'— i^Kr^aj^--+ 1  Icrit  ^gal  au  pro* 
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dîiic  du  troifiéme  par  1^^  moins  le*  fécond  r&  ainiî  à  l'itu 
fini.  Soit  ^rmée  une  égalité  dont  l'un  dts  membres  étant 
aero ,  Tautre  foit  le  rang  parallèle  de  la  Tîdîle,  qui  aie 
pour  expoGint  la  plus  grande  moitié  du  nombre  des  cô. 
tés  du  poligone.  Je  dis  q^e  la  plus  grande  des  racines. i^ 
de  cette  égalité,  terminer»  un  arc  qui  aura  pour  corde» 
It  côté  cherché  du-  poligone* 


1" 
1' 


I         :    •         Tahl»  four  FinfinfUm  des  p9Uffm» 
\—^  reffUiers  déins  U  eerùc. 


3*  }  «L^«L  ~» 
5* 

r 

9* 


■ 

Qu'il  faille ,  par  exemple ,  infcrire  dam  un  ceiiclc  un 
heptagone.  Je  prends  le  quatrième  rang  patuUele  de  la 
Table,  parce  que 4  eft  la  plus  grande  moitié'de7,  fci'i^ 
galant  a  zéro  'faÀx*—x^-~xi^j-^i:=:o^  .^loiic  la.  plus 
grande  raciaeXe^primerà  la  valeur  de  k-coïKle  BE, 
qui. termine  l'arc  ^£  fèpciéme  partie  delà  circonfecea. 
ce  entière.  Pour  le  prouver. 

-  Soit  un  arc  de  cercle  ^*  moindre  que  la  demie cir-  Fio.  i/j. 
eonference ,  divifë  enunnombre  quelconque  impair ,  de 
parties  égales  aux  joints  B,E,  F^Gé-f  :9a  Scnetstmc. 
nées  de  l'ext^mite  B du  diamètre B^, lés.corde«;SZ)., 
£E^  B^Fy  BGà-c,  jufqu'â.la  dernière  BR.  «Ayanc  pris 
Parc  ^S  égal  i  VittcA'D^y  £<Àt  tirée  la*  corde  .55,  & 
fbient  nommées  la- première  corde  BD  ou  SS-  x<y  St 
la  féconde  BSyS^  Cela  pofé,  on  aura  ikha  te'iimme 
eB{i):BE{îO'''-BI)i*)-  BF'-hB^S:  Et  par  coniêi 
quent  BF^=xz^—x.  De  même  CB{i  ) .  B'E(\)  :  :  BFi, 
BD-^B'H:  Et  par^où/^aent  BH^sii^B^^BDi  de 


même  encore  C^(î).  £E(zJ::SH.  BF-^SR^  & 
partant  BR=zzJSH—BF:  c'eft  à  dire,  que  la  cinquième 
corde  BH  eft  égale  au  produit  de  la  troificme  BF  par  x^^ 
moins  la  première  BD  >  que  la  fepticme  ^  -R  eft  égale  au 
produit  de  la  cinquième  BH  par  s^^  moins  la  troiiîëme 
J9i^  >i&:ainiî  à  Tinfini  de  toutes  les  cordes  impaires.  D'où. 
Ton  voit  que  fi  Ton  conftruit  une  Table  dont  le  premier 
rang  étant  x,  &  le  fécond  xx^-^y  le  troifiéme  xx^~xx 
-r-x  fbit  égal  au  produit  du  fécond  par  s;^  moins  le  pre* 
mier  5. le  quatrième  xzl^xx,z^~ixxc-\ri  fbit  égal  au 

})roduit  du  troifiéme  par  ^  moins  le  fécond  ^  &  ainfi  i 
'infini  :  les  rangs  de  cette  Table  exprimeront  par  ordre 
toutes  les  cordes  impaires  BD^  BF^BHy  BRy  de  Tare 
A  R.  Or  les  ranes  de  cette  Table  n'étant  autres  que 
ceux  de  la  préqcaente  multipliez  chacun  par  x^  il  s'en- 
fuit  qu'en  fuppofànt  que  la  dernière  corde  BR  devien. 
Fi  a*  %y6.  né  nulle  ou  zéro  (  ce  qui  arrive  lorfque  l'arc  A  R  dévient 
la  demie  circoQfef'ence ,  )  &  faifant  ce  qu'on  viopt  de 
prefcrire ,  on  aura  une  égalité  dont  Tinconnuë ji;^  expri- 
mera  la  féconde  corde  B  E  qui  terniine  l'arc  AE  qui  efl 
contenu  autant  de  .  foi$  dans  la  circonférence  entière  ^ 
que  l'arc  AD  qui  en  eft  la  moitié ,  Teft  dans  h  demie 
circonférence* .  ^       t 

,  Il  Êiur  reriiarquer  i^.  Que  les  égalités  qu'on  trouve 
de  cette  manière  font  les  plus  fimples  qu'il  eft  poflîble  » 
lorfque  le  nombre  des  côté^  du  poligone  eft  un  nombre 
•r*  •  -  ■  premier:  mais  que  lorfqu'il  eft  compofe  de  deux  ou  de 
plufîeurs  nombres  premiers,  il  faudra  divifér  d'abord  la 
circonférence  •  entière  en  autant  de  parties  égales  que 
le  plus  grand  de  ces  nombres  a  d'unités ,  &  enfuite  une 
de  ces  parties  en  autant  de  parties  égales  que  l'un  des 
nombres  reftans  a  d'unités  9  &  continuer  jufbu'â  ce  que 
cous  les  nombres  premiers  qui  coropofent  le  nombre 
donné  des  côtés  du  poligone  vlbient  épuifés.  ^^  Qu'en* 
tra  les  cordes  qui  partent  du  point  i?,  &  qui  font  ren* 
fermées  dans  la  demie  circonférence  AEBy  les  impair 
res  à  commencer  par  la  plus  grande  B  M  font  les  racines 

vraies, 
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vraies,  &  les  paires  les  faufics  des  égalités  qu'on  trou- 
ve par  cette  méthode  :  ainfi  les  cordes  £Ey  jff/,  font 
les  deux  racines  Vi-aies  de  Tcgalitc  zl^fi^—xzc^i=::p^ 
&  la  corde  ^  G  en  eft  la  fauflè.  3"*.  Qu'entre  l^s  racines 
de  ces  fortes  d'égalités,  la  plus  petite  eft  la  corde  d'un 
arc  qui  eft  la  moitié  de  celui  qu'on  cherche  :  c'efl  â  dire 
dans  cette  exemple ,  que  la  plus  petite  racine  ^  7  de  Té- 
galité  «;!— iyt-2^^«5r+^ = • ,  cfl  la  corde  d'un  arc  ^  /  qui 
eft  la  quatorzième  partie  de  la  circonférence. 

K  E   M  A  R  Q^U  E. 

4J^*  Il  eft  vifible  dans  cette  dernière  Table,  que 
tous  les  termes  du  premier  &  du  fécond  rang  perpendicu- 
laire ont  chacun  pour  coefîcient  l'unité }  que  ceux  du 
troifîéme  &  du  quatrième  rang  ont  pour  coefîciens  les 
nombres  naturels  1,1,3,4  &c,  qui  fè  forment  par  l'ad- 
dition  continuelle  des  unités  j  que  ceux  du  cinquième  & 
du  fixiéme  rang  ont  pour  coefîciens  les  nombres  triangu- 
laires  i ,  3 ,  6, 10^  &c  qui  fè  forment  par  l'addition  conti- 
nuelle des  nombres  naturels  5  que  ceux  du  ièptiéme  & 
du  huitième  rang  ont  pour  coefîciens  les  nombres  pi- 
ramidaux  1,4, 10  &c,qui  fe  forment  par  l'addition  con- 
tinuelle des  triangulaires}  &  ainfi  â  l'infini  de  deux  en 
deux  des  nombres  d'un  ordre  fùperieur  qui  -fè  forment 
par  l'addition  i:ontinuelle  de  ceux  du  dentier  ordre. 

LEMME    i: 

4J9*  S'ïï-/  a  fur  un  demi  cercle  AEB  deux  arcs  égaux  p  j^^  ^y- 
A  D ,  £F ,  dont  Nn  A  D  ait  fin  commencement  en  tune  des        ' 
extrémités  A  du  diamètre  AB,  (^  t autre  EV  fait  fris  far 
tout  oà  ton  voudra  i  éf  ^^^  tire  Us  cordes  B  D ,  B  E ,  B  F , 
^  AD,AE,AF:;irrf//,   i^  (2«^  ABxBF=BDxBE 
—  ADxAE.  1^  42^ABxAF=:BDxAE-+ADxBE. 

Car  les  trois  triangles  reâangles  -^  D  G  { le  point  G 
eft  ici  le  point  d'interteûion  des  coràçs BD^A F  ) ,  AES^ 
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434:  LfVRE  Dixi*'me. 

^^ÎST  *'^?^**^^"  entr*eux5  puifqiiC- l'angle  ^GD 
rm^GF  ayarit  «onr  ^^^^^  j^-^j;-^  ^^^1^^^  ^,^, 

^^,,^Jp^  ÇA.^^  *  rângle  ^^£  qui  a  auâi  pour  me- 
fûrç  la,  J^np^ic  Ae?  ideui  arcs  MF,  FE,  ou  ^D.  Si  donc 
l'on  npiinne  le  diamètre  A3p}'y  les  cordes  BI),xi 
]4jy,y'y  BE,viyiE,Kj  on  aura  i*,£E{v).  E^lzJ  :: 
j4D(v).VG='-^y^ps^ntBG  ou  SD-^DG=zx 

-Ç.  x<AB{i).SB{v)xiBg\x-'^).BF 

—  yj^c'eft  à  dire  (puifque.-^^=:i)  que  ^5 xi? 2? 
:=ijBDy^BE—AD^AE.  Ce  qu'il  falloir  démontrer 
en  premier  lieu. 

Maintenant  Jî JE (v).  BA{x)izAD{y).AGz=\.ïi^ 

AB  (I  ).  AEM'.iBG  (^-Ç).  GF^ 

'partant  AG-^GFoxk  AFz=x%^  ^  —f  £  =  ^^t-t^/f 

puifqa-à  caufe  du  triangle  redangle  AEB  on  trouve 
:i—x^t^;^vvy  c'çft  àdireque^i7ou-^jffx^i?=:52) 
?^  AM'^AD  xBE.  Et  c'eft  ce  qui  rcftoit  à  démontrer, 

LEMME    IL 

4-60.  5oiT  formée  me  Tahle^  dmt  le  premier  rang  fa^ 
rallele  étant  compofé  de  dcMx  parties  x  Scj^  tous  les  autres 
le  fiient  aujfi  filon  cette  règle  i  la  première  partie  de  tel  rang 
paraBeU  qu*on  voudra ,  vaut  la  première  partie  du  rangparaMe^ 
le  éjui  le  précède  immédiatement^  multipliée  par  x ,  moins  la 
ficonde  partie  du  même  rang  multipliée  par  j  :  0^  la  ficonde 
partie  vaut  la  même  première  partie  multipliée  par  y ,  plus 
l^  mèmefiionde  multipliée  par  x.  Soit  de  plus  un  arc  de  cercle 
F 1  ^  ^78*  quelconque  A  R  moindre  que  la  demie  circonférence  divife  en 

autant  de  parties  égales  qu*on  voudra  y  aux  poims  D  ^  É  ^  F  , 
G,  &c.  Je  dis  que  fi  le  diamètre  AB=:i  yé^les  deux  pe^ 
miere s  cordes  Bl>=:x,AD=yj  toutes  les  autres  cordes 
B  E ,  BF  y  B  G  tcc  y  feront  exprimées  par  les  premières  parties 
du  deuxième^  troifiemOy  quatrième^  ^c,  rangparaïïeU ^  (^ 


r 


Des  PftOBiCME^  c^e^tbatmine^s.  4jj 
ies  éMf^s  cêfdês  cwnfpmdéMes  AE^AF,  AG,&c^  ^^ 
les  fécondes  f renies  ies  mêmes  rangs.  Ainâ  B  G  étant laqua^ 
triemè  carde  ^  vamt  la  première  partie  x  —  ^yyxx— f  v^  dm 
quatrième  rang  parallèle ^  é^  fa  carteffendame  AG  vmt  la 
Jecende  partie  4yx'— 47'  x  det  même  rang. 
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^  I*  ^—  »«y***+  3Sj*«»  — 7^*«        73»  ^ — asyj»*  -4-  i^^^mm-»^. 

Car  il  eft  clair  ielon  le  Lemme  précèdent  que  le  pro- 
dtiic  d'une  corde  quelconque  uSJP*  par  la  première  corde 
SD  (x)y  moins  le  produit  de  la  corde  correspondante 
^  i^  ^  par  Tautre  première  corde  AD  (y)  exprime  la  va. 
leur  de  la  corde  B  O  qui  fiât  immédiatement  £FiiL  aufli 

2ue  la  corde  AG  vzutSFnAD  {y)-^AF>^BD  {x). 
bnc  &c. 

COKOLLAI&E. 

4^1»  Si  l*on  ajoute  enièmble  les  deux  parties  de 
chaque  rang  parallèle  de  la  Table  précédente ,  en  met* 
tant  par  ordre  tous  les  termes  qui  les  comcofènt  félon 
les  diflerens  devrez  des  puiflances  de  a^  ;  on  formera  cet- 
te nouvelle  Table  qui  contiendra,  par  ordre  les  termes 
de  toutes  les  puiflànces  du  binôme  at— f^*  en  obièrvant 
que  Iç  premier  &  le  fécond  terme  doivent  êcxe  pri^a^r^ 
inativement,le  rroiiîcme  &  le  quatrième  négativement^ 
&  aioil  alternativement  de  deux  en  deux  jufqu*au  der* 
oien  Aiaii  le  troifiëme  rai^  parallèle  contiendra 
^^"^ly^^—'iyy^—y^s  c'eftà  dire  le  cube  du  Unome 
x^r^yiy  dont  on  prend  les  deux  premiers,  termes  affir- 
mativement ^  ^  lc&  deux  derniers  négativement:  de  m^ 
meje  ciaquiéme  rang  parallèle  contiendra  x'— ^j^x^ 
--ioj(rjrx^«^loyxx»^jj*^--+j?^,  qui  çfk  la  cinquicïW 

lii  i] 
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puiflànce  du  binôme  x— +^,  dont  le  premier  &  le  fécond 
terme  font  pris  affirmativemeot,  le  troificme  &le  quatriè- 
me négativement,  le  cinquième  &  le  (îxiëme  affirmativc:- 
ment  j  &  il  en  eft  ainfi  de  tous  les  autres  rangs  â  Tinfini 


xx-^+iyx  —   ^f 
X  *-+3/XAr—  iyyx 
X  ^ — ï'^yx^ —  Gyyxx 
X  ^ — l-6yx*— loy/x' 
X  ^^-\r6yx^—ijyyx  * 

X  ^ — V^y^^—t\yyx  ^ 


-y 

Aétt 


lo^'xx— f-  5y*x  —4-   y 

2oyx'-H-iyy;tfx— +  6y^x  • 
3  ^y^  X  ♦-+3  5/*a:^  -+ri  j^^xat- 


'7y  ^  -y 


Car  fî  l'on  fait  attention  â  la  manière  dont  la  Table 
précédente  eft  formée,  on  verra  que  tous  les  termes  de 
chacun  de  ks  rangs  parallèles  font  formés  par  ceux  du 
rang  parallèle  qui  le  précède,  multiples  par  x  &  parjf> 
&  joints  par  àois  (îgnes  —+•&—,  en  telle  forte  que  les 
termes  d^s  deux  parties  qui  compofènt  chaque  rang , 
étant  mis  par  ordre,  félon  les  difterens  degrés  de  l'in- 
connue X ,  il  y  a  de  fuite  deux  fignes  — f ,  &  après  deux 
lignes  '—  ^  &  ainfî  alternativement  jufqu*au  dernier. 

R  £  M  A  R  QJJ  £• 

4^2.  Il  eft  vifîble  dans  cette  dernière  Table,  que 
tous  les  termes  du  premier  rang:  perpendiculaire ,  ont 
chacun  pour  coefîcient  l'unité  j  que  ceux  du  fécond  rang 
ont  pour  coefîciens  les  nombres  naturels  i ,  2 ,  3 , 4  &c  , 
qui  le  forment  par  Taddition  continuelle  des  unités  ^ 
que  ceux  du  troitîéme  rang  ont  pour  coefîciens  les  nom- 
bres triangulaires  r,  3,  é,  lo&c,  qui  fè  forment  par 
Taddition  condiiuelie  des  nombres  naturels  j  que  ceux 
du  quatrième  rang  ont  pour  coefîciens  les  nombres  pi- 
ramidaux  i ,  4 ,  10 ,  zo  &c  ^  qui  fè  forment  par  Taddidon 
continuelle  des  triangulaires  3  &:  aidfî  à  llnfîni  de  rang 
en  rang  en  avançât  vers  là  droite  ^  les  nombres  d'un 
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htdre  fuperieur,  iê  forment  par  raddition  continuelle  dç 
ceux  de  Tordre  immédiatement  précèdent. 

Ex  £  M  PLE      XIL 

4^}.  Un  arc  de  cercle  ^R  étant  donné  j  le  divi.  F 10.  178. 
fer  en  autant  de  parties  égales  qu'on  voudra ,  aux  points 
D,JS,  P^Gf^ci  par  une  méthode  différente  de  celle 
de  l'exemple  dixième. 

Ayant  nommé  le  diamètre  ^^,  i }  les  cordes  don- 
nées  BR^ai  AR^bi^^m  terminent  lare  donné  j4Ri 
&  les  cordes  inconnues  SD^xi  ^  D  ^  /  i  qui  terminent 
Tare  cherché  ADs  on  élèvera  le  binôme  x— fy  à  une 
puiflance  dont  Texpofant  ibit  égal  au  nombre  des  divi- 
sions. On  formera  deux  égalités ,  dont  la  première  aura 
pour  Tun  de  fès  membres  la  donnée  a^û  pour  Pautre 
tous  lés  termes  impairs  de  la  puiilànce  de  a^-H-/,  joints 
par  des  fignes  ^-^  &  —  alternatifs }  &  la  féconde  aura 
pour  Tun  de  Ces  membres  la  donnée  i  ^  &  pour  Tautre 
tous  les  autres  termes  de  la  même  puiilànce  du  binôme 
jT— h^  )  joints  encore  enfèmble  p2r  des  fignes  alternatifs 
i^-f  &  — .  On  fera  évanotiir  l'une  ou  l'autre  des  incon. 
nues  X  oMy^  par  le  moyen  de  l'égalité  xxi=±i  -^yy  où 
yy=zi  —  xx^  qui  fè  tire  du  triangle  ADS rectangle  en 
D  :  ce  qui  donnera  enfin  une  dernière  égalité  où  il  n'y 
aura  qu'une  feule  inconnue  x  ony,  dont  ta  refolution 
fournira  la  valeur  de  cette  inconnue  SD  cm  AD  qui 
termine  Tare  cherché  Al). 

Qu'il  faille,  par  exemple  divifer  l'arc  cherché  AR 
en  fcpt  parties  égales,  aux  points  Dy  EyF^G^  H,  I. 
Je  prends  la  fcptiéme  puiilànce  x^—^jyx^-'-^iiyyx^ 
— k-i^y^x^-^iSy^x^—i'^iyxx^jy^X'^y'^  du  binôme 
X— +/,  de  laquelle  je  forme  les  deux  égalités  az=i)J 

—  2i;^x^«-+  'S^y'^^^—iy'^^i  6ci=:  Jfx^—  }5/'x*— +■  iiy^xx 

*-jf^  Et  faiiant  évanouir  dans  la  première  de  ces  deux 
égalités  rinconnuC/j  ou  dans  la  féconde  Tinconnuc  x, 
par  le  moyen  de  l'égalité jk^ = i  —  xx  ou  xxz=:i—yf. 

In  u) 


43^  L  I  V  H  E     D  I  X  t  S^  M  K* 

je  forme  l\me  de  ces  deux  nouveiks  égalités  a  =2  6^1 
-— ïiix^— f56x»— 7XOU  ^=7y~56;^--+ii^*— 6jy%  qui 
ne  renferme  plus  qu'une  feule  inconnue ,  &  dont  la  re« 
fblution  qui  te  fera  félon  les  règles  du  Livre  précèdent, 
fournira  pour  Tune  de  k^  racines  x  ou  j^,  une  valeur 
J92>  ou  ^  2)  qui  fenrira  à  décermiaer  U  première  des 
parties  égales  demandées.  Tout  cela  eft  une  fuite  des 
deux  articles  précedens. 

Il  eft  à  remarquer  que  fi  Tare  AJL  ëtoit  plus  grand 
que  la  demie  circonférence ,  celle  des  deux  égalités  pré- 
cédentes qui  a  pour  l'un  de  &s  membres  -^b  fert  éga.. 
lement  fans  y  rien  changer,  mais  dans  Tautre  il  faut 
changer  le  membre ^-h^  en  —  ^s  dont  la  raifbn  e(jbquc 
la  corde  JSJif  {a)  paflant  de  l'autre  côté  du  point  B  de- 
vient  négative  de  pofitive  qu'elle  étoit,  au  lieu  que  la 
corde  AR  ne  repaflànt  point  de  Tautre  cdté  du  point 
A  demeure  toujours  pofitive. 

LEMME    L 

4^4*  QuB  dans  mn  qnarré  quelccnauc  ie  cellules  en 
umplifiede  la  lettre  a,  tatiffS  les  teOuUs  dm  frcmier  r4ng  fa^ 
rallele i  dé  la  lettre  b»  <Mtff/  les  cellules  dm  pmier ras^ 
fêffendiculaife ,  exceftté  la  frémi  ère  i  &  nfuite  toutes  lesau^ 
très  cellules  far  le  moyen  de  cette  re^lei  c^efi  kf^avoir  qu*une 
cellule  doit  teàjwrs  être  éytk  à  celle  qui  efi  au  dejfus  flus 
k  cette  qui  efi  k  ytmbti  de  cette  forte  on  aura  le  quarté  de 
cettules  qu*on  voit  ici.  Or  celafop  j 


I.      X. 


3 


5- 


6. 


4- 
S- 

7. 


h 

7 

7 


4 


^H^ 


4-+M 


___!lîf 


^ 


xhPpJél 


40^     h 


S^ 


»Q4H-   If* 


M«-*Tf^ 


féâ^  70* 


||r>» 


■••^■iv 


844-4-1^ 


64-4*      é 


rm^'mm 


704-HjÔ 


%ié 


7» 


ftf^b^-xS^ 


4tfM4<4^ft4 


/ 
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i  gMcheplus  k  toutes  ce  Ses  qm  fint  am  deffus  :  c\efi  4  dire^ 
far  exemple  y  que  la  quatrième  cellule  4  a  -+  6h  du  troifiê- 
me  rang  ferpendiculaire ,  efi  égale  à  la  ceUule  a— 1-3  b  qui  efi 
à  gauche^  &  qt^i  f^  Confequent  efi  la  quatrième  du  fécond 
rang  ferfeniiculaire ,  flus  i  toutes  les  autres  a  — *-  ib ,  ar-+b, 
a  y  qui  font  au  dtjjus  iette  dans  ce  fécond  rang. 

Car  fùppofanc  que  a^c^d^e^  exprimenc  les  quatre 
premières  cellules  du  fécond  rang  peroendiculaire ,  &^ 
ayfygyhjlcs  qudCre  premiers  du  croihéme  rang^  on 
aura  par  la  formation  du  quarrë  de  cellules  A=z:f  — |-g, 
g=:rf-+/,/-+r— +^,  &partant  A=^— +-^-+r— f-i^j 
ce  qu'il  falloit  prouver.  Or  il  eft  vifîble  que  cette  dé. 
monftration  fè  peut  appliquer  à  tel  nombre  de  cellules 

2u*on  voudra  ce  deux  rangs  perpendiculaires  voifins. 
>onc  &c. 

CO&OLLAIIIE. 

46/*  Puisque  toutes  lés  cellules  excepté  celles  da 
premier  rang  pai^lele  &  celle  du  premier  rang  perpendi- 
culaire ,  font  compofëes  de  deux  termes  dans  le  premier 
defquels  fè  trouve  la  lettre  a ,  &  dans  le  fécona  la  let- 
tre  ii  il  s'enfuit  i^  Que  le  terme  où  fè  trouve  la  lettre 
a,  efi  égal  au  terme  où  fè  trouve  k  même  lettre  a  dans 
la  cellule  à  gauche,  plus  à  tous  les  ternies  où  elle  fè  reo- 
CDiiti-e  dans  les  cellules  qui  font  au  deflùs  de  ceUe-ci. 
ï^.  Que  le  terme  où  fè  trouve  la  lettre  ^  ;  efir  égal  au  ter- 
me ou  fè  trouve  la  même  lettre  i  dans  dans  la  cellole'è 
{gauche,  plus  à  tous  ceux  où  elle  fè  trouve  dans  les  cel- 
ules  qui  font  au  deflùs.  Âinfi  le  terme  15^  de  la  cinquiè- 
me cellule  du  quatrième  rang  perpendiculaire ,  efi  égal 
au  terme  ^a  de  la  cellule  i  gauche ,  plus  aux  termes  4^, 
ja,  la^ia^  qui  fè' trotnrent  dans  les  cellules  qui  font 
au  deâus  de  celle-ci  ^  te  de  même  lo^  eft  égal  au  terme . 
10^  de  la  cellule  â  tauche,  plus  aux  termes  66 ^  }i,  \i, 
de  toutes  les  cellules  qui  font  au  déflus. 
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LEMME    IL 

4oo*^i  rm  multi flic  le  tetîne  où  fi  trouve  Ulettrez  dans 
tme  cellule  quelconque^  farUfomme  des  expo  fans  de  [on  rang 
faraHeJe  (jr  de  fin  rang  perpendiculaire  moins  i ,  (^  qu'on  divije 
le  produit  par  Vexpofant  de  fin  rang  perpendiculaire  moins  i  ;y  je 
dis  que  le  quotient  fera  éytl  à  ce  terme  plus  k  tous  ceux  qui 
font  au  dejjus  de  lui  :  c^efl  a  dire^  par  exemple ,  que  fi  Pon  muL 
tiplie  le  terme  i^a  de  la  cinquième ^ce Ouïe  du  quatrième  rang 
perpendiculaire  par  5  -^4 —  xzzzj^cjr'  qu'on  divifi  le  pro^ 
duit  par  4—  i  =3  5  le  quotient  i^  a  fera  égal  au  terme  i^a 
plus  à  tous  les  autres  1  oa,  6a,  ^a,  la,  qui  font  au  dejfus 
de  lui. 

Cela  eft  vifîble  dans  toutes  les  cellules  du  deuxième 
rang  perpendiculaire,  puifqu*elles  contiennent  toutes 
le  même  terme  \a.  Or  je  vais  démontrer  quefùppofë 
que  cette  propriété  fè  rencontre  dans  un  rang  perpen- 
diculaire  quelconque ,  elle  fè  trouve  neceflairement  dans 
celui  qui  eft  à  droit  3  d'où  il  fuivra  que  puifqu'elle  iè 
trouve  dans  le  deuxième  rang  perpendiculaire ,  elle  fera 
auflî  dans  le  troifiéme,  que  pijifqu'elle  fe  rencontre  dans 
dans  le  troifîéme,  elle  fera  aum  dans  le  quatrième ,  & 
ainfi  de  fuite  à  Tinfini.  Pour  le  prouver. 

Soient  ^,  f,r,rf,  ^,/^^,  autant  de  termes  qu'on 
voudra  de  ceux  où  fè  trouve  la  lettre  a ,  dans  un  rang 
perpendiculaire  quelconque  à  commencer  par  le  pre- 
niier  s  a^g^h,  k^l^  d^c  un  pareil  nombre  de  termes  du 
rang  qui  efî  â  droit  à  coftnmencer  auffi  par  le  premier. 
Soit  de  plus  m  égale  à  la  fbmme  des  expofàns  moins 
2  des  rangs  perpendiculaire  &  parallèle  de  la  cellule 
où  fè  trouve  le  terme  />  &  r  égale  a  Texpofant  moins  i 
du  rang  perpendiculaire  de  cette  cellule.  Par  la  fuppo- 

f^rt.^6^  fition  21/cr/— +-r— +^— +-r — h4=*/,  ^^^  f=^— l-ii 

az=ik^  2^  d=:d-^c--+az=ihy  "*"' 


g^^^az=za.   Donc  /-HrA— +-A— ♦-§— t-^^^-^/ 


f 
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1  Ml  T 

A-+g— h^  en  mettant  pour /-+^ — |-i--+^-+^ 
la  valeur  /,  &  pour  le  —H  i^i— +•  y  — +-  4  ^  fa  valeur  A-+  ^ 

— +g  — +  ^  ;  tranfpoiant  d'une  part  /  &  de  l'autre  —  ^  ><  ^ 

— +-A— hg— +i^,onaura^!^x^— ^^-^g--+^=::z  îî!^/: 

multipliant  de  part  &  d'autre  par  r,  divifant  par  r-+  r, 

&  ajoutant  de  part  &  d'autre  /,  il  vient  enfin  ^^  lz=zl 

r-+it-+i&— fg— 1-^*  Mais  comme  le  rane  perpendicu- 
laire  de  la  cellule  où  fè  trouve  /,  furpafle  d'une  unité 
celui  de  la  cellule  où  fe  trouve  /,  &  que  leur  rang  pa. 
rallele  demeure  le  même  5  il  eft  évident  que  la  proprie- 
ré  marquée  pour  chaque  terme  où  fè  trouve  la  lettre  a 
dans  un  rang  perpendiculaire  quelconque,  convient 
auflî  au  terme  /  du  rang  perpendiculaire  qui  eft  â  droit. 
De  plus  puifque  cette  démonftration  fùbfifte  également 
tel  que  puidè  être  le  nombre  de  termes  des  deux  rangs 
perpendiculaires  voifins ,  il  s'enfuit  que  ce  que  Ton  vient 
de  montrer  par  rapport  au  terme  /,  fera  vrai  auffi  a  re- 
gard de  tout  autre  de  (on  rang  perpendiculaire. 

Si  l'on  fuppofë  à  prefënt  que  n  exprime  en  gênerai 
l'expofànt  d'un  rang  parallèle  quelconque  autre  que  le 
premier,  on  verra  que  la  première  cellule  de  ce  rang  ne 
renferme  aucun  terme  où  la  lettre  a  Ce  rencontre  ^  que 
la  féconde  renferme  toujours  las  que  fî  l'on  multiplie 

la  par  '^^''~^  zr:  ^  ,  on  aura  *  ^  pour  le  terme  où  fè 

trouve  la  Içttre  a  dans  la  troifîéme  cellule  j  &  de  même 

que  fî  Ton  multiplie  j  a  par  — ~^  =  î^ ,  on    aura 

*  ^  X  ~'  pour  le  terme  où  fc  trouve  a  dans  la  quatrié- 

jne  cellule  :  de  forte  que  cette  fuite  o ,  w ,  ^^^  *  x  îdl'  a^ 

»  ^  --+-'x?±î^,  2x  !!±ixî±îx2±^^é^^ 

Kkl^ 
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Îiar  of  drtf  tous  les  termes  oà  fè  trouve  k  lettre  a  y  à^ûosk 
es  cellules  du  rang  parallèle  dont  n  eft  Texpofant.  Ainfî 
fi  «=5>  la  fiiite  a,  w,  y^,  15^3  35i<  g^r,  exprimera  par 
ordre  tous  les  termes  où  ie  trouve  la  lettre^  a  dans  les 
cellules  du  cinquième  rang  parallèle. 

LEMME    IIL 

4^*  b<  ^on  nmltifUe  le  terme oàfetrowe  la  lettre  b  ions 
une  cellule  quelconque  y  par  la  femme  des  exfofans  de  fin  rang 
parallèle  ^  de  fin  rang  perpendiculaire  moins  2 ,  ^  qu*en  divije 
le  produit  par  l^expo/antdefin  rangperpendiculaire  7  je  dis  que 
le  quotient  fira  égal  k  Ce  terme  plus  à  tous  ceux  quifintau 
dejffus  de  lui  :  c^eft  h  dire  y  par  exemple  ^  qnefi  Pan  multiplie, 
le  terme  lob  de  la  cinquième  cellule  du  troipime  rang  perpen^ 
diculaire  par  5  — +  3  —  2  =:  6  ^  (^  qu^on  divife  le  produit  par 
ly  on  aura  20b  pour  la  fitnme  du  terme  iod,  ^  de  tons  les 
autres  é  b  ^  3b,  i  b,  quifint  a»  dejfus  de  lui  : 
^  Il  eft  vifible  que  cette  propriété  fe  rencontre  dans  le 
premier  rang  perpendiculaire  où  toutes  les  cellules  ren- 
ferment  la  même  valeur  liy  excepte  la  première  dans 
laquelle  la  lettre  6  ne  &  rencontre  point.  Or  de  cela 
feul  Ton  prouvera  comme  Ton  vient  de  fiiire  dans  le 
Lemme  précèdent  i  l'ëeard  des  termes  qui  font  multi- 
ples de ,  ^  ^  qu'elle  fe  doit  rencontrer  dans  le  iècond 
rang  perpendiculaire^  dans  le  troifîëme ,  dans  le  oaa- 
triémê ,  de  ainfi  dans  tous  les  autres  â  l'infini.  D'où  ron 
conckura  que  &  n  defigne  Texpofànt  d'un  rang  parallèle 

quelconque  autre  que  le  premier  j  la  fuite  lA  >  ~  ^, 
y,^^Ll^'^^>,^±li^^^^^.K^'^!!±l  b&c.  ex- 

primera  par  ordre  tous  les  termes  où  fè  trouve  la  lettre 
p  dans  les  cellules  du  rang  parallèle  dont  n  eft  Texpoiant, 
Ainfi  fi  «=5,  la  fuite  ta  y  4^,  loty  lob^  35^  (^r,  expri- 
mera par  ordre  tous  les  termes  où  fè  trouve  b  âzns  le 
cinquième  rang  parallèle. 


'~^ 
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CoitOLX.AIR.E. 

468.  Il  fuit  de  ces-^eux  derniers  Lemmes ,  que  fi 
l'on  ajoute  par  ordic  tous  les  termes  <ie  <:ette  fuite  à 
ceux  de  la  pnécedeate,  on  en  formera  une,  i^>  i<«, 

II  l  t^Il  '        lia* 


la.  3  I  *       -J  4        *    ^ 

abrégeant  Texpr effion ^  i^a -+  ^^ ^ , ^ -+  ^^  i ^  ",^ 


—  ^x  -  X --l-.,^-H ^x  ^x  ^-1-x— 2-  0"^. qui 

)  ii''4  II  3^T 

exprimera  par  ordre  toutes  \qs  cellules  du  rang  parallèle 
de  la  Table  dont  »  eft  Texpo/ant. 

D'où  Ton  voit  que  par  le  moyen  de  cette  fuite ,  on 

f>eut  trouver  tout  d*un  c.oi^  telle  cellule  qu'on  voudra, 
es  expofàns  de  Ion  rang  parallèle  &  perpendiculaire 
étant  donnés  |  puiTque  pr^enant  dans  la  mite  générale  le 
terme  qui  répond  a  Texpofant  du  rang  perpendiculaire, 
c'eft  âdire,  le  quatrième  terme ,  iîle  rang  perpendicu- 
laire eft  le  quatrième ,  le  cinquième ,  s'il  eft  le  dnauié- 
me  &c ,  &  mettant  dans  ce  tprme  à  la  place  de  n  rex- 
poiant  du  rang  parallèle ,  on  aura  la  cellule  que  l'on 
cherche.  Que  l'on  demande, par  exemple,  k  cinquié^ 
me  cellule  du  quatrième  rang  perpendicukire  j  ayant 

mis  dans  le  quatrième  terme  ^— h  ^^'  ^x  2  x  îlti ^  4  I^ 


place  de  n  l'expoiànt  5  du  rang  jparallele  de  la  cellule^ 
on  trouvera  ^— +-  *  ^^  »  î^  c'eft  a  dire,  ij^-+io^  pour 
cette  cellule  )  &  il  «n  eft  ainfî  de  toutes  les  autres. 

LE  MME    IV. 

4^9*  Si  t m  fait  acr:  1  (^  b  =;  i  ions  le  quatre  tle  ceL 
kles  de  ^article ^64. y  on  le  changera  en^celuLci  i  duquel  je iUs 
que  le  fremier  rang  parallèle  contient  defiùte  les  premiers  tet^ 
mes  de  tous  les  rangs  perpendiculaires  de  la  Table  de  l* article 
44$  }  tefecmd  rang  parallèle^  lesfecênds  termes  i  le  troifihne 

Kkki] 
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rang,  les  troifiemes  termes  î  ^  ainfide  faite  k  P infini. 

I.  2.   3>    4.     5«      ^»      7- 

I. 

2. 

5- 
é. 

7- 

Celaeft  une  fuite  nacuretle  de  rarcrcle  445,  &  de  ia 
formation  du  quarrc  de  cellules  de  l'article  464.  expli^ 
quée  dans  ce  mêma  article  &  dans  le  fuivant  465, 

COKOLLAIK.!. 

47°^' Si  l'on  fait  ^=  i  &  azzzx  dans  la  fuite  gé- 
nérale de  l'article  468.  h,  a^+'^i,  a^+  ~  ^x  ?, 

on  la  changera  en  cette  autre  i ,  "^^   ""*"'  -  "    *"*■* 


xï 


?KÎ±.\2±?x?x 


»-Hi  ^  i»-4-* 


&c  y  par  le  moyen  de  la- 
quelle on  trouvera  tout  d'un  coup  le  coefîcient  de  tel 
terme  qu'on  voudra  de  la  Table  de  rarticle  443 ,  ion 
rang  perpendiculaire  &  le  quantième  qu'il  y  occupe 
étant  donnés.  Voici  la  règle. 

On  prendra  dans  cette  fuite  le  terme  qui  répond  au 
rane  perpendiculaire  donné ,  c'efl:  à  dire  le  troiuéme ,  fi 
c'eft  le  troifîéme  rang,  le  quatrième,  fî c'eftle  quatric- 
me  &c  5  &  ayant  mis  dans  ce  terme  à  la  place  de  n  le 
nombre  qui  expofè  le  quantième  du  terme  dans^  fbn 
rang  perpendiculaire ,  c'eft  a  dire  4  s*i{  eft  le  quatrième, 
j ,  sll  eft  le  cinquième  &c ,  on  aura  le  coeficient  qu'on 
cherche.  Si  Ton  demande,  par  exemple,  le  coefîcienc 
du  quatrième  terme  i^^  dutroiûème  rang perpendicii-^ 
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laire  ;  on  mettra  dans  le  troifîcme  terme  ^^  x  ^  à  la 

place  de  n  le  nombre  4  y  U  l'on  aura  14  pour  le  coefL 
dent  cherché. 

-  Car  Texpoiànt  du  rang  |>erpendi€ulaire  du  coefîcient 
pris  danslaTablede  Tarticie  443  ^  eft.le  même  que  Tex- 
poiànt  du  rang  perpendiculaire  dii  quarré  de  cellules 
de  l'article  précèdent  j  &  le  quantième  que  ce  coefîcient 
occupe  dans  fbn  rang  perpendiculaire ,  eft  L'expofant  du 
sang  parallèle  du  quarré  de  cellules.  D'où  Ton  voitique 
cette  règle  n'eft  qu'une  application  de  celle  de  Tarticle 
468,  â  ce  cas  particulier  ou  azzzi  &  ^1=1.  ' 

L  E  M  M  E    V. 

47'*  Si  ^^^  ^^^  i  à  la  flace  de  b ,  danfle  quarré  de 

cellules  de  l^ article  464  ;  on  le  chatiysra  en  celui-ci  y  dont  je  dis 
que  les  rangs  perpendiculaires  Contiennent  far  ordre  tous  les 
nombres  qu^on  appelle  Figurés  :  p^avoir  le  premier  rang  lej 
nombres  du  premier  ordre  qui  font  les  unités ,  le  fécond  rang  les 
nombres  naturels  ou  dn  fécond  ordre  qui  fe  forment  par  Paddi* 
tion  continueBe  des  unités ,  le  troifiéme  rang  les  nombres  trian-- 
gulaires  ou  du  troifiéme  ordre  qui  fe  forment  part  addition  cort^ 
tinuelle  des  naturels ,  le  quatrième  les  nombres  piramidaux 
ou  du  quatrième  ordre  qui  fe  forment  par  f  addition  continuel 
des  triangulaires ,  (è*  ainfi  à  f  infini. 
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Car  ièlon  le  même  «rcide  464^  chacune  celfule  eil 
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égale  à  cdle  qui  eft  i  gauche ,  plus  à  toutes  les  autres 
qui  font  au  deflîis. 

M.  Pafchalafâit  un  Traita  qui  a  ponr  titre  Triangle 
Arithmétique,  dans  lequel  il  confidcre  les  propriétés  de 
ces  nombres ,  &  fait  voir  qu*ils  font  d'un  très-grand  afk- 
ge  dans  plufieurs  queftions  d'Arithmétique. 

CORO  LLAIRE. 

47*'*  ^*  1'^^  ^^^  ^=  I  &  ^= I  dansla  fiiite  gênera- 
le  de  l'article  468.  ^,<«-H ^,<«— * ^x-,<<-H-î^^)c 

^-  K  =±-",4-1-  2=-'  *x'î  x'rtîx  =±?&Ci' on  changera 


en  cette  autre  i,  n.'^x  2±i,  î!  x  2±?  x  2±?    î  ^  !!±' 

X  ï^  ^  2^  &c ,  qui  ftrvira  â  trouver  tout  d*un  coup 

tel  nombre  figuré  qu'on  voudra,  fon ordre  étant  donne 
avec  le  quantième  qu'il  y  occupe.  Voici  comment. 

On  prendra  dans  cette  dernière  fuite  le  terme  qui  ré- 
pond à  Tordre  donné ,  c'eft  à  dire  le  troifiéme,  fi  c'eft  le 
troifiéme  ordre ,  le  quatrième ,  fi  c'efl:  le  quatrième  or- 
dre &c }  &  ayant  mis  à  la  place  de  n  le  nombre  qui  ex- 
pofè  le  quantième  du  nombre  figuré ,  c'eft  â  dire  4 ,  s'il 
doit  être  le  quatrième,  5 ,  s'il  doit  être  le  cinquième  &c> 
on  aura  ce  nombre.  Qu'il  faille ,  par  exemple  trouver  le 
cinquième  nombre  du  quatrième  ordre  j  je  mets  dans  le 

quatrième  terme  *  x  2lLi  «  î±î  de  la  fuite  à  la  place 

de  n  le  nombre  j ,  &  j'ai  35  pour  le  nombre  cherché. 

Ceci  n'eft  autre  chofc  que  Tapplication  de  la  règle  de 
l'article  468.  à  ce  cas  particulier. 

P  K  G  B  L  £  MC        L 

475*  SoïT  frapop  detTMver  une  fuite  pnerale  ^  qui  ex^ 
frime  far  ordre  tons  les  termes  d^un  rang  farattele  quekm^ 
que  ^  delà  Table  de  laMvifiû»  des  arcs  de  f article  443* 
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Comme  le  troificme  terme  d'un  rang  Mrpendiculai- 
te  quelconque  de  cette  Table ,  répond  toujours  au  pre- 
mier du  rang  qureft  à  droit  j  il  s'enfiiit  que  fi  «—4- 1  ex- 
prime  en  gênerai  l'expolànt  du  rang  parallèle ,  il  feudra 
trouver  dans  le  premier  rang  perpendiculaire ,  le  coefi- 
cient  du  terme  dont  le  quantième  eft  m—^i  j  dans  le 
4euxiëme ,  le  coeficient  du  terme  dont  le  quantième  eft 
m—i-i—i  ou  m—i }  dans  le  troifiéme,  le  coeficient  du 
terme  dont  le  quantième  eft  m—i—i  ou  «»— 3 ,  &  ainfi 
de  fuite  en  diminuant  toujours  de  x  le  auantième  du  ter- 
me ,  à  mefiire  que  le  mïït^  perpendiculaire  avance  vers 
k  droite.  Il  faudra  donc  félon  la  règle  de  l'article  470. 

mettre  dans  le  fécond  terme  -  —  à  la  place  de  n  le  nonw 
bre  w-i  i  dans  le  troifiéme  terme  ï^  x  ?  à  la  place 
de  «  le  nombre  m—}  j  dans  le  quatrième  terme  —  x 
îii  à  la  place  de  n  le  nombre  W--5  i  dans  le  cinquième 

îdtZ  X  îî  X  !!±i  X  î±i  à  la  place  de  «  le  nombre  w— 7> 
firo  .  rp  nui  /tonnera.  Dour  la  fiiite  des  coeficiens  i .  m . 


Or  comme  les  fîgncs  des  termes  d'un  rang  parallelç 
quelconque  de  la  Table  font  toujours  alternatif^}  &  que 
le  premier  terme  eft  toujours  l'inconnue  x;  élevée  à  une 
puiâànce  dont  Texpoiant  eft  moindre  d'une  unité  que 
celui  du  rane  parallèle  3  &  que  tous  les  autres  termes 
renferment  des  puiÛonces  de  x  dont  les  expoiàns  dimi* 
nuent  continuellement  de  z ,  en  obfervant  que  ^""^  i  : 

il  s'enfiiM:  qu'on  aura  x'—mji"^^-^  ~  x  —^  x  ■*-♦—  ^ 

fisc 
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&  qui  fert  à  les  continuer  autant  que  l'on  veut.  Si  Ton 
fiippofe ,  par  exemple ,  dans  celle-ci ,  que  r  exprime  le 
quantième  du  terme  dont  on  veut  avoir  le  coefi- 
cient  'y  il  fera  exprime  par  la  fradion  générale 
^,^^,.,»-r-,ixm-,w^  &e    ^^  obfervant  que  le  numera- 

Keur  &  le  dcaorpinateur  doivent  avoir  chacun  autant 
jie  termes,  que  le  nombre  r—i  contient  d'unités/  Ainfi 
fi  r=:î,  on  aura  pour  le  coeficient  du  cinquième  terme, 
la  fradion  ^-^^>^^-^^n^7  ■  fi  ^— ^  on  aura  "-^-4x>.>-j  ^ 

4X3>fi)*i  ^'  5XXX1 

Il  faut  remarquer  que  le  nombre  des  termes  de  cette 
ftiitç  eft  toujours  déterminé ,  de  forte  qu'il  eft  égal  à  la 

f)lus  grande  moitié  dçTexpofànt  du  rang  parallèle  qu'eL 
e  exprime ,  lorfque  cet  expofànt eft  impair,  &  à  /a  moi- 
tié au  jufte  lorfqu'il  eft  pair.  Ainfi  elle  n'a  que  trois  ter- 
pies  ,  lorfqu'ellç  exprime  le  cinquième  ou  le  fixiçme  rang 
parallèle ,  elle  n'en  a  que  quatre ,  lorfqu'elle  exprime  le 
lèptiçme  ou  le  huitième  rang  parallèle ,  &;c. 

Pjlobleme    il 

474*  5)oiT  fropofc  de  trouver  une  Juite  générale  ^  qniex^ 
frime  far  çrdrç  tous  les  fermes  de.  tel  rang  parallèle  iju^on  vou^ 
dra ,  de  la  Table  de  tinjcriftion  des  foligonès  réguliers  de 
r  article  457. 

Comme  le  fccond  terme  de  chaque  ran^  perpendi- 
culaire répond  au  premier  de  celui  qui  eft  a  droit ,  il 
*jirt*  458,  s'ettfuit  *que  fi  ^ -+ 1  eft  Pexpofànt  d*un  rang  parallè- 
le quelconque  de  cette  Table ,  les  coeficiens  des  quatre 
{)remîers  termes  de  ce  rang  feront  i,  i^m  —  i^  m—i^ 
e  coeficient  du  cinquième  terme  fera  le  nombre  trian- 

f^rt.  471.  gulaire  donc,  le  quantième  eft  ;»  --5 ,  c*eft  à  dir«  *  ^^^ 


X  — ^  }  celui  du  fi^iéme  rang  fera  le  nombre  triaogiu* 

laire  dont  le  quantième  çft  w— 4 ,  c'eft  à  dire 

)  cçlui  du  ièptiéme  ttrmç  fera  le  nombre  pjnu 

tnidal 
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inidal  donc  le  quantîcme  cft  w— J,  c'eft  â  dire  '^^ 
:?  X  *^^  ;  celui  du  huitième  terme  fera  le  nombre 


».  3 

piramidal  dont  le  quantième  ^ft  m  — 6,  c*eft  â  dire 

IHaî  X  ^^  X  îî^^  ;  celui  du  neuvième  terme   fera  le 

nombre  du  cinquième .  ordre  dont  le  quantième  eft 

^_7^  c'eft  à  dire  î^ ^  ==î  ><  î=i  x  ^y  &  ainfî 

â  Tinfini.  Si  donc  Ton  joint  â  ces  coeficîens  les  puiflan^ 
ces  de  «^  qu'ils  aiFeâent  ^  en  faifknt  précéder  le  fecond  & 
le  troifième  terme  du  figne  —,  le  quatrième  &  le  cinquiè- 

y  le  fixicme  &  le  feptième  du  ligne  -^,  & 


me  du  (igné 

ainfî  alternativement  de  deux  en'  deux  5  on  aura  cette 


fuite    générale    iÇ — <;*— ' —m  —  i sç^''  —h m~i i^"— » 


—  X  *'  ^  "  *"*   ■     ■        X  •  ■'■  '  »     '\»    ,    .  — '  X  •  ■■ 


IX  1      •  1'     ^       -•       •    '    ^1    •  % 


I    "  »  '  A  i       ^  X: 


-  x  fH^  t^^  &c,  qui  exprime  par  ordre  tous  les- 

termes  du  rang  parallèle  de  la  Table  de  Tarricle  457 
dont  Pexpofànt  eft  m-r4ri  :  où  Von.4pit  obferver  de  ne 
prendre  qu'autant  de  termes  que  le  nombre  m-^i 
Gonctent  d'unitéi. 

Pkoblesme    IIL 

47T-Tk-OVYBR  mièJuite.:gmtf^y:^Miltxprimefdr 
êrdrây  les  coeficiens  de  tous  Us  termes  y  de  tel  rang  parallèle 
qu*en  veudra  \  de  la  Table  de  fartitle  466}  w  {.aecfMi  eft  la 
mhne  thofe  )  ieme  fuifflmce  quelcmique  dM.hùumetX'^  y. 

Soit  en  gênerai  »  l'expoiànt  d'un  jrang  parallèle.  queL 
conqoe  de  cette  Table;  il  eft  clair  queles^cpeficiems 
des  deux,  premiecs  termes  de  ce  r^ng^ijèronrjtoûjours  *  \Arf.  4^1. 
I ,  I»  9  &  comme  le  fécond  terme  dd  chaque  raoeperpen. 
dicukire'à  commencer  par  le  feeoliâ ,  repond  au  pre- 
mier terme  du  rang  qui  éft  4;  droite  il  s'enfuit  que  le 

cop^oenç  du  ttqifiçme  ,t^^  ''-     * 


»   «  < 
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le  nombre  triangulaire  dont  le  quantième  eft  ;»  — .  r 
*Art.  471.  c'eft  à  4ii;e  *  -7-  '^  l  j  ^"e  celui  du  quatrième  terme 

fera  le  nombre  piramidal  dont  Je  quantième  eft  w—i , 
c'eft  à  dir,e  î^x  î^x  ^5  que  celui  du  cinquième 
terme  fera  le  nombre  du  cinquième  ordre  dont  le  quan- 


tième eft  »~3,  c'eft  à  dire  ^îî=:3^x  =?  X  î^i'*  ^i  & 
ainfi  â  l'infini.   On  aura  donc  pour  la  fuite  générale 


quon  demande  i^  »i,7>^  ^T^T'^'^  ^~>«^^ 

X  X Sec. 

34 

Corollaire. 

47^*  Dfi  l'A  il  fuit  quç    x^Tj^^rrrAT^q:  ^/ 
ixi       y  y  V  1-K&X3  -/^ 

myim-t^unu^tytm"-^     4.     ^        -^  i»xjw— ixai  ■  ixnfi    ^xiwki^   *>* 
—————  f  ;  xr^^^  .«i,  "f  »■  -  / 

ix*)«3x4  -^  ^^  1x^5x4x5 

PrO  B'iï^SiM^Jfr     IV* 

477'  Trouver  «»r  équation  generak  qm  fitve  k 
divijèr  un  arc  de  cerUf  dofmé^  Â.R  >  en  autant  de  fartie  éga^ 
les  qu'on  voudra. 

s    -^   '  •' •  \    P^RE^Mr-EKE.      MaN^I  ER  1»  .; 


1     \  ••  I 


F  X  Q.  179.   •  'Soir  w  gênerai  i»  le  nombre  despaxties  ^ales ,  Tare 

j4D  Ia  première  de  ces  parties  ^  ioit  tiré  le  diamètre 
jé3p  &W  cordes  Jï:/):,  S^R}  Sc&nt  Ir rayon  C^  ou 
Ci>£2î  >  y  k^corde  dofinie^ i^::z=^,  la xorae  cherchée 

*^f  44t-'^J>'=4rv.On'àirfa^î*':f  x«-^ 

(  l^avoir  ^a  lorfque  farc  donné  AR  èft  moindre  que^ 
la  demie  circoÉyfqtencë  ^  &  ~  ^  lorfcju'fl  eft  phis  grand  y 
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pour  réqimdoo  générale  qu'on  demande)  de  laquelle 
il  ne  faut  prendre  qu'autant  de  termes,  que  la  moitié 
du  nombre  m  lorfqu'il  eft  pair ,  ou  (à  plus  grande  moi- 
tié lorfqu'il  eft  impair  contient  d'unités  5  parce  que  le 
terme  qui  iuivroit  feroit  nul  ou  zéro. 
.  Si  awz==5,il  vient -t.4;:^x*— 5JÊ*— 4-yjH  fiiwsy^ 
on  trouve  Ii:^=x^— yx'— f  14^*— yx. 


Seconde    Manière. 

m 

Soit  tiré  le  diamètre  ASy  &  les  cordes  SR^  AR^ 
£Dy  ÀDy  qtii  terminent  l'arc  donné  AR^  éc  l'arc 
cherché  AD.  Soit  m  le  nombre  des  parties  égales ,  le 
diamètre  AB=^i^  les  cordes  données  MR-ii^ay 
^Rz=::ii  de  Ics  cordes  inconnues  BBz=zXyAD:=zy. 
On  aura  *   ces  deux  égalités  générales    qt^=3x*  '^Art.^ey 


ixi     •'■^  ixix)X4  "^  • 


iw X  ii»~j[x  1»--. i   ^j 

XXXX| 
mpxOT— 'XXM-— SXM  — 3XM-«4      f 


I  -^  ixix»  7    "^ 


,x.x3K4f  -/^— ^  &c,  dans    lefqueL 

^es  mettant  à  la  place  de  «^,  le  nombre  de  parties  éga- 
les dans  Icfquelles  Tare  AR  doit  être  divifé,  il  en 
vient  deux  autres  particulières ,  dont  la  refolution  four- 
nit la  valeur  chercnée  de  la  corde  £D{x)  oti  AD  {j)y 
après  avoir  fait  évanouir  l'inconnue  ^  ou  x  ^  par  le 
moyen  de  l'équation ^^==1*— xxouxx=:i  — //. 

Soit  par  exemple  m  z=:y.  On  aura  Z^az=z  x^— 2  iyy  x* 
--+3 5^-^*—  ly^^y  &  ^  =  ?>'-«*— 3  J^'-v^^  ï  iy^xx—y\ 

&  Ton  achèvera  le  refte  comme  clans  l'article  461. 

ProblesmeV. 

47^*  T^^ouvEU  ««^  équation  générale  j  qui  Jerve  à    Fig.  i8o* 
infcrire  dans  un  cercle  donné  ^  un  poligone  régulier  quelconaue 
ADEFGHK  &c. 

Soit  tiré  le  diamètre  ^5 ,  &  la  corde  S  D  qui  ter- 
minent  le  premier  côté  du  poligone  5  foie  le  rayon 
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donné  CA  ou  C£=zi^  la  corde  inconnue  ^Dr=r^, 
&  en  gênerai  m  la  plus  petite  moitié  du  nombre  des 
côtés  du  poligone ,  que  je  fappofè  être  impair.  On 
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pour    l'équation    générale 

xp'bn  demande  5  de  laquelle  il  ne  faut  prendre  qu^aa- 
tant  de  termes  que  le  nombre  m  — f  i  contient  d*unî- 
tés ,  parce  que  celui  qui  fuivroit  fëroit  nul  ou  zéro. 

Soit  par  exemple  7  le  nombre  des  côtés  du  poligo^ 
ne  à  infchre,  on  aura  w=3}  &  partant  o=:z^—kk, 
—  1  ^"— h! ,  dont  la  plus  grande  racine  2;^ exprimera  fa 
corde  SD^  qui  termine  rare  ^D,  qui  a  pour'^cordc 
le  premier  côté  AD  du,  poligone.  De  même  fi  le  nonv 
bre  des  cotés  e(t  11 ,  on  aura  m=r  5  3  &  par  conséquent 
réquation  générale  devient  û^ix^^z^—^^z^^-^+^zj^^ 
^  5  ^—  I  y  dont  la  plus  grande  des  racines  cft  ig=  £D^ 

PHOBLESME      VL 

F 1 6.  ttu       Al 9*  I3'ViS£ji  m  af^  d^ne  en  un  nomire  qmelcM-^ 
iti»  que  impair  de  parties  égales ,  par  le  moyen  d'un  itifirument. 

i^.  Soit  propolc  cfc  divîfer  Tangle  donné  £CP  ea 
trois  parties  égales.  II  faut  avoir  un  rhombe  ABCD  ^ 
dont  les  quatre  côtés  foient  mobiles  autour  de  its  qua^ 
tre  angles,  &  duquel  les  deux  côtés  AByAD^  fbienc 
indéfiniment  prolongés  vers  -1^  &  z  r  attacher  Tanglfr 
C  du  rfaombe,  dans  le  fbmmet  C  de  Tangle  donné 
JECFi  marquer  fur  les  côtés C£^  Ci^,.les points £>  JP, 
en  forte  que  CE  Se  CF  foient  égales  chacune  au  côté 
€£  oxkCD  ovtDA  ou  AB  du  rhombe.  Cela  fait ,  il 
faut  ouvrir  ou  reflerrer  les  côtés  AXy,Az.^  de  Tangle 
SA  D^  en  forte  qu'ils  paflent  par  les  points  £,.jFi  fie 
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Tangle  S  AD  fera  la  troificme  partie  de  l'anele  ECF. 
Car  les  triangles  AB CyBCEy  étant  ifofcelles ,  Tan- 
gle  externe  Cf  E  ou  ion  égal  C£  j9,  qui  vaut  les  deux 
internes  oppofcs  £ACj  3CA^  ièra  double  de  Tangle 
SACi &  dansk  triangle  E CAy  Tangle  externe  ECTy 
qui  vaut  Tangle  CE  A  plu»  Tangle  -B^C,  ièra  triple 
de  Tangle  £AC.  On  démontrera  de  même  que  Tan- 

{rie  FCr^A  triple  de  Tangle  DAC.  D'où  il  fuit  que 
'angle  donné  JBCJF  eft  triple  de  l'angle  BAD.  Ce  qu'il 
faUoit  éfC* 

1^.  Soit  propol^  de  diviicr  l'angle  donné  HGK^  en  Fi*.  s%r 
cinq  parties  égales.  On  attachera  dans  l*angle  C  dû  184. 
rhombe  ABCD  de  rinftmment  précèdent,  un  autre 
rhombe  CjBG  J,  dont  les  côtés  feront  égaux  à  ceux  dtt 
premier  &  mobiles  auffi  autour  de  leurs  angles.  On  fi- 
chera l'anele  G  de  ce  dernier  rhombe,  dans  le  fbmmet 
O  de  l'angle  donné  HGKi  &  ayant  pris  fur  les  côtes 
de  cet  angle  les  parties  GH^GK^  égales  chacune  aa 
côté  GEàt  l'un  des  thombès,  oiî  ouvrira  ou  fermera 
Tangle  XAz  mobile  autour  du  point  -^,  en  forte  que 
fes  côtés  AJCy  AZy  touchent  les  angles  J5,  J?',  &  pafl 


Car  ayant  mené  dans  le  rhombe  ABCD  Ta  <fiagor« 
Dale  ACy  prolongée  indéfiniment  vers  n  elle  paâ^ra 
par  le  point  G,  puifque  les  angles  ECr^FCV^  étant 
triples  des  angles  é^nx  M^C^KAC  y  feront  auÂl 
égaux  entr'^eux.  Or  dans  le  triangle  EGA^  l'angle  ex-^ 
terne  H  EG  ,qui  vaut  les  deux  internes  oppofcs  BA C, 
BGA,oxiE CY C â  caufe  du  triangle  ifokelle  CEGy 
fera  quadruple  de  l'angle  BAC.  £t  partant  dans  1& 
triangle  ^ KG,  l'angle  externe  Jf  Gr,  q.ui  vaut  Je* 
deux  internes  oppofHs  BAC,  GHA  ouGEH  f  à  cajv- 
£e  du  triangle  iiolcelle  £GiFf  >feca  le  quintuple  de  l'an», 
gle  ^y^C.  On  prouvera  de  même  que  l'anale  KGy 
iua.  quintuple  oe  l'angle  DACî  d'où  il  eit  évidoic 
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que  Tangle  entier  HGK  fera  quinmple  de  l'angle  en.* 
tier  BAD  ou  J^Az. 

S'il  falloit  diviièr  un  angle  donné  en  iejpt  parties  éga« 
\ts ,  il  n'y  aiura  qu'à  joindre  aux  deux  rhombes  préce- 
dens ,  un  troifiéme  rhombe  égal  &  coQftruit  4e  la  mê. 
me  manière  s  &  ainfî  de  fuite  de  deux  «n  deux.  Car  la 
pratique  &  k  démonftration  iè  fera  toujours  de  la  mê- 
me  majuere. 

Ex  BMP  L'£. 

480»  jI^kouveb.  entre  deux  lienes  données  a  ict^ 
autant  de  moyennes  proportionnelles  qu'on  voudra. 

Soie  Tinconnuë  x  la  première  des  moyennes  propor. 
tionnelles  qu'il  eft  queftion  de  trouver  5  &  l'on  aura  la 

progreffion géométrique  contmue  ^,  «^^j  ^  >  ;s  »  ?*  ;?  ^^i 
de  laquelle  on  prendra  le  terme  dont  le  quandéme  fur- 
pafle  de  i  le  nombre  donné  des  moyennes  proportion^ 
nelles  ^  &  l'égalant  à  la  donnée  b  on  formera  une  éga^ 
lité ,  dont  la  refolution  fournira  la  valeur  de  Pinçon, 
nuë  X  qui  eft  la  première  des  moyennes  proportionelles 
que  l'on  cherche. 

Qu'il  faille ,  par  exemple ,  trouver  deux  moyennes 
proportionnelles.  On  prendra  dans  la  progreffion  géo- 
métrique le  quatnéme  terme  1 ,  qui  étant  égalé  â  la 

ligne  ^,  donne  x^=zaaby  &  de  même  fi  l'on  demande 

Îuatre  moyennes  proportionnelles ,  Ton  aura  x^=za^b. 
>'où  il  eft  facile  de  voir  que  fi  n  marque  en  général  le 
nombre  des  moyennes  proportionnelles  qu'il  faut  trou- 
ver entre  les  données  a  i^b  ^  on  aura^  ^•"^'=W 
pour  régalité  générale  qu'il  faut  refoudre.  Or  cela 
pofé. 

Soit  1^  x^'^^ia^^b  qui  icrt  à  trouver  fciie  moyennes 
proportionnelles.  Je  multiplie  les  deux  membres  de 
cette  égalité  par  x\  afin  d'avoir  x^^z=:a*bx^^  dont  la 
plus  haute  dimenfion  lo  eft  le  produit  des  deux  nom- 
bres  4  &  5  qui  iè  fùivent  immédiatement.  Je  prends  i'ç* 
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quatioi^  x^z^za^yj  ce  qui  donne  e»  élevant  chaque 
membre  à  la  puiâ&nce  quatrième  x^^=^ay^==:a^àx*y 
d'où  je  tire  une  autre  équation  y=^x*,  dont  le  lieu 
étant  conftruit  féparément  y  donnera  par  fbn  interièc- 
tion  avec  celui  de  la  fùppofée  x^zziay^  la  valeur  de 
l'inconnue  x.  Ou  bien  je  prends  Téquation  x^=zayy 
dont  j'élève  chaque  membre  à  la  quatrième  puiilànce  j 
&les  multipliant  enfuite  par  x,  j'ai  x^'^c^nayx^La^b^ 
d*où  je  tiré^t^=:^^^,  dont  le  lieu  étant  conftruit  fé- 
parement  avec  celui  de  l'équation  x^=r^'/,  donnera 
par  fon  inter/eâion  la  valeur  cherchée  de  l'inconnue  x. 
Soit  1^  x^^-=za^^b  qui  fcrt  à  trouver  trente  moyennes 
proportionnelles.  Je  multiplie  de  part  &  d'autre  par  x\ 
afin  d'avoir  x^^zzza^'^bx^y  dont  la  plus  haute  dimenfion 
36^  eft  le  quarré  dé  6:  c'eft  pourquoi  fai(antx'=:^^, 
&  prenant  de  parc  &  d'autre  la  âxiéme  puiilànce ,  |'ai 
x'^^a'y=:a'''b\  d'où  je  tire  x'—by\  dont  le  lieu 
étant  conftruit  feparément  avec  celui  de  Téquation  que 
j'ai  prife  d'abord  x^zzia^y^  donnera  par  fon  interfeâion 
la  valeur  de  l'inconnue  x.  Ou  bien  ayant  pris  comme 
ci.deilùs  réquation  x^z=za^y^  je  l'élevé  à  la  cinquième 
puiilànce^  &  la  multipliant  enfùice  par  x,  j'ai  x*  '=  ^^y^x 
=r^**^,  ce  qui  -donne  y^xz=:a^b.  D'où  Ton  voie  que 
le  lieu  de  l'équation  x^zzia^y^  étant  conftruit  féparé^ 
ment  avec  le  lieu  de  l'autre  équation  v^x=^^^,  don« 
la  refolution  de  réalité  propofce  x'*=^'*^>  de 


nera 


forte  que  l'on  jpeut  choihr  entre  les  deux  lieux  v*=;:^x% 
&x  y^x=za^by  celui  qu'on  jugera  le  plus  fimpleJ  II  en 
eft  ainfi  de  tous  les  autres  exemples  qu'on  peut  fè  for- 
mer à  plaifir. 

Il  eft  â  remarquer  que  fi  la  diménfîon  de  l'inconnuST 
X  ti'éroit  pas  un  nombre  premier,  l'égalité  propofée  feî 
pourroit  toujours  abaiiler.  Si  l'on  avoif ,  piai^  exemple  ,- 
x^=zu^by  qui  fcrt  d  trouver  huit  moyennes  proporcion- 
lîelles  5  on  trouveroit  en  extrayant  de  part  &  d'autre  la 

racine  cubîqiiex'crzViï'i^..  Of  afin  que  le  nombre  ,^*ii 
ioic.ùn  cube^il  n'y  aqu^â  tfouvei:  une  ligne  ;i;.d6nt  W 
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cube  7lz=^aab^  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe  de  rrou^ 
ver  entre  ail  b  deux  moyennes  proportionnelles  j  car 
mettant  à  la  place  de  ^^^^^  fà  valeur  ^^  on. aura  x^=:^V 
ou  x'=^4i\,  de  forte  qu'en  refolvant  ces  deux  égalités 
:^^==iaab ^Si, ^xxÇuïtQ  x^=zaax^Qui  neibnt  que  du  trpi- 
fîçme  degré ,  on  trouvera  la  valeur  de  Tinconuë  x^  qui 
eft  la  première  des  huit  moyennes  proportionnelles  en- 
tre  les  extrêmes  ^  &  ^.  De  même  fi  Ton  avoir  x'*=:  a^b 
qui  iert  à  trouver  treize  moyennes  proportionnelles ,  il 
viendroit  en  extrayant  de  part  &  d'autre  la  racine  quar. 
rée  x'^=.v^a^b.  Or  afin  que  v^aH  foit  un  quatre ,  il  faut 
trouver  une  ligne  ^dont  le  quatre  s^x,;p=::abi  car  fiib- 
ftituant  à  la  place  de  ^^,  le  quatre  j^^dans  l'égalité 
propofee ,  on  aura  x^^=za^x^  ou  x^z^,  a^xj  c'eft  pour- 
iquoi  il  n'y  aura  qu'à  refoudre  d'abord  l'égalité  du  fe« 
cpnd   degré  Kj^^z^ab^  &   enfiiite  celle  du    ièptiéme 

X  — a  ^ 

On  doit  encore  remarquer  que  ces  fortes  d'éga- 
lités qui  fervent  à  trouver  des  moyennes  proportion^ 
nelles,  &  dont  la  dimenfion  de  l'inconnue  eft  unnom^ 
hre  premier,  n'ont  qu'une  racine  réelle  &  toutes  \ts 
autres  imaginaires  $  dont  la  raifon  eft  qu'il  ne  peut  y 
avoir  qu'une  foule  ligné  qui  foit  la  première  des  moyen^ 
x^s  proportionnelles  cherchées. 

K  E  M  A  K  QJ7  E. 

Fi«.  x%$.  481.  Q^  p^^ç  refoudre  le  Problême  précèdent  par 
le  moyen  d'un  inftrument  géométrique  dont  la  con-^ 
ftrudion  eft  telle.  Soient  deux  lignes  indéfinies  JTl^, 
YZ^  mobiles  autour  du  point  1"^  en  forte  qu'elles  fe 
puiil^nt  ouvrir  &  fermer.  Soit  attachée  â  up  point  quel- 
conque, fixe -ff  du  côté  jr  jT^  une  perpendiculaire  indé- 
finie 5  C  fiir  ce  côté ,  laquelle  chaffc  devant  elle  (  pen- 
cjant  que  l'angle  ^rz  s'ouvre  )  par  le  point  C  où  elle 
rencontre  l'autre  côté  rz^  la.  perpendiculaire  indé- 
finie  CD  fur  ce  dernier  côté  j  <jui  çhs^  de  même 
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par  le  point  D  où  elle  rencontre  le  côté  -T-JT,  la  per^ 
pendiculaire  indéfinie  D  £  )  qui  chaile  encore  de  même 
par  le  point  E  où  elle  rencontre  le  côté  Jrz,  la  per- 
pendiculaire indéfinie  E  F  i  qui  chaflera  par  le  point  F 
où  elle  rencontre  le  côté  yJT^  la  perpendiculaire  F  O  i 
qui  chailè  encore  par  le  point  G  où  elle  rencontre  le 
côté  rz j  la  perpendiculaire  GHî  Se  ainfi  de  fuite  â 
l'infini,  en  augmentant  autant  que  Ton  voudra  le  nom- 
bre des  perpendiculaires  fiir  les  côtés  rAT  &  yz.  Cela 
fait.,  ibit  propofe ,  par  exemple  ,  de  trouver  quatre 
moyennes  proportionnelles  entre  les  deux  lignes  droi. 
tes  données  a  &c  k  Ayant  pris  fur  le  côté  rz  la  par- 
tie  YG  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  a ,  h, 
YBy  on  ouvrira  le  côté  JTY  de  Tinftrument,  jufqu^à  ce 
que  la  cinquième  perpendiculaire  F  G  (parce  qu'il  efl: 
queflion  de  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  ) 
pafle  par  le  point  G  ;  &  alors  les  lignes  YC^  YDy  YE, 
YFy  ieront  les  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  extrêmes  YBy  YGy  &  partant  la  quatrième  pro. 
portionnelle  aux  trois  lignes  jrj?,  YC  ^  a  fera  la  pre- 
miere  des  quatre  moyennes  proportionnelles  deman- 
dées. 

Car  les  triandes  rectangles  YBC^  YCB,  TtBEj 
YEFy  YFQy  étant  tous  femblablesj  leurs  côtés  YB  y 
YCy  YDy  YEy  YFy  YGy  feront  en  progreffion géomé- 
trique continue.  Donc  &c. 

Il  eft  clair  que  pendant  que  l'angle  JTYZ  s'ouvre  de 
plus  en  plus ,  le  point  B  décrit  un  arc  de  cercle  ASî 
&  que  les  interfçdions  continuelles  DyFy  H  y  des][>er- 

{)endiculaires  CD^  EF^GHy  fur  le  côté  YZ^  avec 
'autre  côté  YJTy  décrivent  des  lignes  courbes  yfD , 
AFy  AH  y  qui  ièrfent  à  trouver  autant  de  moyennes 
proportionnelles  qu'on  voudra.  Car  fi  Ton  décrit ,  par 
exemple ,  du  di^unetre  YE  un  demi  cercle ,  il  coupera 
ia  courbe  ^  D  en  un  point  D ,  tel  que  YD  eft  la  fécon- 
de des  deux  moyennes  proportionnelles ,  entre  les  ex. 

Mmm 
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trêmcs  YB  ow  Y  A  &  r  £  î  &  d«  même  fi  Ton  décrit  uîp 
demi  cercle  di»  dnmecre  YQ  ^  il  coupera  la  ligne  cour* 
hQ  u4J^  en  un  point  JF,  tel  que  r/^  eft  la  dernière  des 
quatre  moyennes  proportionnelles  entre  ir^.&  y  G  &c^ 
Sur  quoi  il  eft  à  propos  de  remarquer  que  la  ligne 
courbe  AD  dk  âa  quatrième  degré  $  la  Ugne  courbe 
A  F  du  huitième  j  la  courbe  AH  du  feiziéme  &c }  ce 
que  je  prouve  ainfi. 

Soient  1^  les  inconnues  &  ôrdéterminëes  YOzzzXj. 
CD=:/,  YD=zi^^  &  la  connue  r^ou  1^^=^,  oa 
aura  à  cauie  des  triangles  redangles  fèmblables  YC  2),. 

YSCr  <^ct**  équation*  YB  (i^>  =:  ^  ,  &  à  caufè  da 
triangle  reÛangle  YCIP  cette  ^xxxxt  yy—\^xxz=zt^t^^ 

dans  laquelle  mettant  »la  place  dex.£i  valeur  ^  trou- 

vée  par  le  moyen  de  la  première  équation ,,  il  vient 
aayyzzzx^—aaxx'y  ce  qui  fait  voir  que  la  courbe 
AD  ^  un  lieu  du  quatrième  degré.  Soient  x^  les  in- 
connues &  indétermmées  YE=:Xy  EFz=iy^  YFzzzz^^, 
&  la  connue  Y  A  ou  YB^=:za  v  on  aura  i  cau/e  de^ 
triangles  redangles  femblables  YFByYED ,.  YD C ,. 

XCBy  cette  éqj^atioa  YB  (a)=if^^^  ^  caufe  du* 


/ 


triangle  redangle  Y£j?  cette  zutte  yy-^xxz^s^ji^ 
dans  laquelle  fai&nr  évanouir  Tinconmië  ^^  par  le 
moyen,  de  la  première  équation,  &  ôtant  les.  incom- 
menfiirabies ,  on  trouve  a  a  y  *^-+  ^aax  xy^*^  y  a  a  x^yy 
^.^aax^-=:.x\  d*bu  Ton  voit  que  là  courbe  ^ i^  eft  un^ 
lieir  du  huitième  degj?é.  Oh  prouvera  de  même  que* 
la  courbe  A  H  dk  un  lieu  du  feiziéme  degré  Sec. 

Maintenant  puifque  félon  Tèxemple  on  peue  trou^ 
ver  deux  moyennes  proportionnelle,  en  n'employant 
que  deux  lignes  du  fécond  degré  ^  quatre  moyennes* 
proportionnellesr  )  en  fè  fèrvant  d'iin  lieu  du  fècondi 
degré,  &  d*ùn  autre  du  troifiémej  au  lieu  qu'ici  il' 
£iut  dans  le  premier  cas  un^  lieu-  du  quatrième ,.  qui 
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^  la  ligne  ^^,  8c  un  lieu  du  "fécond  qui  eft  le  cer« 
<:Ie  YB  ^  y  6c  dans  le  fécond  «1  lieu  du  huiciéme  ^  fca-^ 
voir}  la  ligne  courbe'^/*,*  &  hiH  lieu  du  fécond,  fça^ 
voir  le  cercle  JTFO:  il  s'enfuit  que  ces  lignes  cour- 
bes AD^  AF^  AH^  font  beaucoup  trop  compofëes 
i)our  refbttdre  ce  Problême.  Cepenoant  la  f^ilité  de 
a  conflruûion,  &  de  la  démonftration,  r^compeniè 
en  quelque  forte  ce  de&ut. 


— ▼" 


FIN. 


FAVTES    A  COKRJOBR. 

PAge  137^  i  lamarge  de P Art.  104,  au  lieu  de  Fio.  100; 
m.  Ufex^  FiG.  iio.  III. 
Pag.  148 ,  //g.  9,  au  lieu  deCL^  iifiKj>  CKL 
Pag.  11^  y  lig^  dem.  lignes,  lifix^^  ngnes. 
Pag.  163 ,  /ig.  lyOm  Ueu  de  Exemple  IL  lifex^  Exem. 

i»i,E  VL 

p4g.  i^4>  w  ^  v/V  ^  la  lig.  ij^ykla  marge ^  au  lieu  dey 
•Art.  187 ,  lifex^y  Art.  137. 

^  Pag.  19  )>y&r^f^,CoilOLL  AllLE,  /i/^iz;^^  COROLLAIKE II. 

/^^  3^3%  »•  ^ ^>*  ^^>  389  >^^y^^>398- 
i'4g.  311 ,  /(g.  16 ,  conftruire ,  i/y^i;.^  trouver, 

P^g.  348,  au  lieu  ^^  *  Fie.  334.  lifez^^  Fie.  234. 

M  mm  ij 
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LOUIS    PAR  LA  Gr  ACB   DB    D  Z  B«V  ROY  DB   F  R.  A  N  C  1 
ET  DE  Navarre:  A  nos  amez  & 'féaux  Confeillers  les 
Gens  cenans  nos  Cours  de  Parlement  «  Maîtres  des  Requêtes  ordi- 
naires de  notre  Hôtel ,  Grand  Gonfeil ,  Prévôt  de  Paris ,  BaiHîfe^ 
Sénéchaux ,  leurs  Lidurenans  Civils  ^  Se  autres  pos  Jufticiers  qui! 
appartiendra  :  Salut.  Nôtre  Académie  Royale  des  Sciences  Nous 
ayant  trés-humblement  fait  ezpolêr  ^  que  depuis  qu*it  Nous  a  plu 
luy  donner  par  un  Règlement  nouveau  de  nouvdles  marques  de 
nôtre  aâ^âion ,  Elle  s'eft  appliquée  avec  plus  de  foin  à^cukiver  les 
Sciences  qui  font  l'objet  de  Tes  exercices  î  enfbrte  qu'outre  lej  Ou- 
vrages qu^EUe  a  déjà  donnez  au  public ,  Elle  fèroit  en  état  d'en  pro- 
duire encore  d'autres ,  s'il  Nous  plaifpit  luy  accorder  de  nouvelles 
Lettres  de  Privilège  ^  attendu  que  celles  que  Nous  luy  avons  accor- 
dées en  datte  du'tf.  Avril  1699^  n'ayant  point  de  tems  limité  ,  ont 
été  déclarées  nulles  par  un  Arreft  de  nôtre  Confèil  d'Etat  du  i)«da 
mois  d'Aouft  dernier.  Et  deficant  donner  à  ladite  Académie  en 
corps  9  &  en  particulier  à  chacun  de  ceux  qui  la  compofent ,  toutes 
les  £icilitez  &  les  moyens  qui  peuvent  contribuer  à  rendre  leurs  tra- 
vaux utiles  au  public  ;  Nops  avons  permis  Se  permenons  par  ces 
Prefentes  à  ladite  Académie ,  de  faire  imprimer ,  vendre  &  débiter 
dans  tous  les  lieux  de  nôtre  obéïilance ,  par  tel  Imprimeur  qu'Elit 
voudra  choifir ,  en  telle  forme ,  marge ,  caraâere ,  &  autant  de  fois 
que  bon  luy  lèmblera  :  Tontes  hs  Rcchçrches  ou  Obfervdtions  jour^ 
nalieres  ,  (T  Relations  annuelles  de  tout  ce  (jui  aura  été  fait  dans  (es 
jijiemhlier  de  F  Académie  Royale  des  Sciences  ;  comme  anlE  tes  Ou^ 
vrages ,  Mémoires  ou  Traitez,  de  chacun  des  farticuUers  tjui  la  com^ 
fofent ,  Se  généralement  tout  ce  que  ladite  AcademiQ  voudra  fiûfc 
paroître  (bus  Ton  nom  ^  lorfqu'aprés  avoir  examiné  &  approuvé  leC 
dits  Ouvrages  aux  termes  de  l'article  xxx.  dudit  Règlement ,  elle 
les  jugera  dignes  d'être  imprimez  :  Se  ce  pendant  le  tems  de  dix 
années  confecutives  ,  à  compter  du  jour  de  la  datte  defHices  Pre- 
icntes^  Faiibns  trés^expredès  deffênfès  à  tous  Imprimeurs  >  Librai. 
tcs^Sek  toutes  fortes  de  perfbnnes  de  quelque  qualité  &  conditioft 
que  ce  fbit ,  d'imprimer  ^  faire  imprimer  en  tout  ni  en  partie,  au- 
cun des  Ouvrages  imprimez  par  l'Imprimeur  de  ladite  Académie  ^ 
comme  aufC  d'en  introduire  ^  vendre  &  débiter  d'impreflion  étran- 
gère dans  nôtre  Royaume  fans  le  confêntement  par  écrit  de  làditç 
Académie  ou  de  fès  ayans  cau(ê  »  à  peine  contre  chacun  des  contc^ 
venans  de  confifcation  des  Ezemplaues^contrefeiis  au.  profit  de  loï^ 


•*'''-^. ,. 


'   .* 


\ 


